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Corrig&eacute; du DM 10
Conclusion :
La probabilit&eacute; que ces deux volumes se retrouvent c&ocirc;te &agrave; c&ocirc;te dans le
1
bon ordre est .
n
Espaces vectoriels et applications lin&eacute;aire
Partie 1
b) Soit B : &laquo; les deux volumes du dictionnaire se retrouvent c&ocirc;te &agrave; c&ocirc;te dans n’importe quel ordre &raquo;.
Pour r&eacute;aliser l’&eacute;v&eacute;nement B.
Partie 2
Partie 3 :
• Soit le premier livre est &agrave; la premi&egrave;re ou &agrave; la derni&egrave;re place de la biblioth&egrave;que (2
choix), il y a alors une seule place pour le second volume. Puis de m&ecirc;me qu’&agrave; la
question pr&eacute;c&eacute;dente, (n − 2)! choix pour placer les autres livres.
Soit ϕ : R[X] −→ R3 , P 7→ (P (0), P (1), P (2)).
1. question classique, voir du DS 8...
• Soit le premier livre est &agrave; une autre place (n − 2 choix) et il y a 2 places possibles
pour le second volume. Puis (n − 2)! pour les autres.
2. Soit P = X(X − 1)(X − 2), alors ϕ(P ) = (P (0), P (1), P (2)) = (0, 0, 0). Donc :
P ∈ Ker(ϕ) et P 6= 0. Donc : ϕ n’est pas injective.
Donc :
3. Soit P0 = (X − 1)(X − 2), P1 = X(X − 2) et P2 = X(X − 1). Alors ϕ(P0 ) =
(2, 0, 0), ϕ(P1 ) = (0, −1, 0), ϕ(P2 ) = (0, 0, 2) ∈ Im(ϕ). Or Im(ϕ) est un sous-espace
vectoriel de R3 . Donc : Vect (2, 0, 0), (0, −1, 0), (0, 0, 2) ⊂ Im(ϕ).
De plus : Vect (2, 0, 0), (0, −1, 0), (0, 0, 2) = Vect (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) = R3 .
D’o&ugrave; : Im(ϕ) = R3 .
Card(B) = 2 &times; 1 &times; (n − 2)! + (n − 2) &times; 2 &times; (n − 2)!
= (1 + n − 2) &times; (2 &times; (n − 2)!)
= 2(n − 1)(n − 2)!
= 2(n − 1)!
Donc, par &eacute;quiprobabilit&eacute;,
Probabilit&eacute;s
P(B) =
Partie 4
1. a) Il y a n livres et n places dans la biblioth&egrave;que. Deux livres ne peuvent &ecirc;tre &agrave; la
m&ecirc;me place, il y a donc ordre et pas de r&eacute;p&eacute;titions. Une issue de l’exp&eacute;rience al&eacute;atoire
correspond donc &agrave; une permutation de l’ensemble des n livres.
Donc : Card(Ω) = n!.
De plus la permutation est faite au hasard, il y a donc &eacute;quiprobabilit&eacute;.
Soit A : &laquo; les deux volumes du dictionnaire se retrouvent c&ocirc;te &agrave; c&ocirc;te dans le bon
ordre &raquo;.
Pour r&eacute;aliser l’&eacute;v&eacute;nement A, le premier volume du dictionnaire peut &ecirc;tre &agrave; n’importe
quelle place sauf &agrave; la derni&egrave;re (ce qui emp&egrave;cherait de mettre le second volume &agrave; sa
droite). Il y a donc : n − 1 choix pour le premier volume du dictionnaire.
Le second volume doit &ecirc;tre juste apr&egrave;s le premier. Il y a un seul emplacement possible.
Il reste alors n − 2 livres &agrave; placer dans n − 2 emplacements. Cela correspond &agrave; une
permutation d’un ensemble &agrave; n − 2 &eacute;l&eacute;ments, soit : (n − 2)! choix.
Donc : d’apr&egrave;s le principe multiplicatif, Card(A) = (n − 1) &times; 1 &times; (n − 2)! = (n − 1)!.
Donc, par &eacute;quiprobabilit&eacute;,
P(A) =
Lyc&eacute;e Victor Hugo, Besan&ccedil;on
2
2(n − 1)!
=
n!
n
Conclusion :
La probabilit&eacute; que ces deux volumes se retrouvent c&ocirc;te &agrave; c&ocirc;te dans
2
n’importe quel ordre est .
n
2. a) Il y a une seule issue qui r&eacute;alise l’&eacute;v&eacute;nement &laquo; aucun livre n’a chang&eacute; de place &raquo;,
donc par &eacute;quiprobabilit&eacute;,
1
La probabilit&eacute; qu’aucun livre n’ait chang&eacute; de place est .
n! b) Si un livre change de place il prend la place d’un autre livre. Donc si un livre
change de place, alors au moins deux auront chang&eacute; de place. L’&eacute;v&eacute;nement &laquo; exactement un livre a chang&eacute; de place &raquo; est impossible.
Donc
la probabilit&eacute; qu’exactement un livre ait chang&eacute; de place est 0.
(n − 1)!
1
Card(A)
=
= .
Card(Ω)
n!
n
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Interpr&eacute;tation : si la transmission d’information n’est pas parfaite (p = 1), alors apr&egrave;s
que l’information soit pass&eacute; par un grand nombre de personne elle a la m&ecirc;me probabilit&eacute; d’&ecirc;tre juste que fausse.
c) Chaque issue r&eacute;alisant l’&eacute;v&eacute;nement C : &laquo; exactement deux livres ont chang&eacute; de
place &raquo; correspond &agrave; choisir deux livres parmi les n livres disponibles et d’&eacute;changer
leurs emplacement. n
n(n − 1)
et par &eacute;quiprobabilit&eacute;,
Donc : Card(C) =
=
2
2
P(C) =
n(n−1)
2
n!
=
n(n − 1)
1
=
2n!
2(n − 2)!
Conclusion :
1
.
La probabilit&eacute; qu’exactement deux livres aient chang&eacute; de place est
2(n − 2)!
Partie 5 :
1. La premi&egrave;re personne re&ccedil;oit l’information initiale et la transmet avec probabilit&eacute;
p. Donc :
p = p.
1
2. Pour tout n ∈ N, on pose An = &laquo; la personne Jn transmet la bonne information &raquo;.
Pour tout n ∈ N, (An , An ) est un syst&egrave;me complet d’&eacute;v&eacute;nements, donc d’apr&egrave;s la
formule des probabilit&eacute;s totales,
pn+1 = P(An+1 )
= P(An ) &times; PAn (An+1 ) + P(An ) &times; PAn (An+1 )
= pn &times; p + (1 − pn ) &times; (1 − p)
= (1 − p) + (2p − 1)pn
3. La suite (pn ) est arithm&eacute;tico-g&eacute;om&eacute;trique.
1
x = (1 − p) + (2p − 1)x ⇔ x = (si p 6= 1).
2
1
1
.
d’o&ugrave; ∀n ∈ N, pn+1 − = (2p − 1) pn −
2
2
1
La suite pn −
est g&eacute;om&eacute;trique de raison (2p − 1).
2
1
1
n−1
Donc : ∀n ∈ N, pn − = (p1 − ) &times; (2p − 1)
.
2 2
1
1
D’o&ugrave; : ∀n ∈ N, pn = + p −
(2p − 1)n−1 .
2
2
Si p = 1, alors la suite (pn ) est constante &eacute;gale &agrave; 1.
4. On
suppose
p ∈]0, 1[ (&eacute;nonc&eacute; &agrave; corriger), alors 2p − 1 ∈] − 1, 1[. Donc : ∀n ∈ N, pn =
1
1
1
+ p−
(2p − 1)n−1 −−−−−→ .
n→+∞ 2
2
2
Lyc&eacute;e Victor Hugo, Besan&ccedil;on
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