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Math&eacute;matiques
09.11.09
Contr&ocirc;le de connaissances n&deg;3
Question n&deg;1 (M&eacute;tropole, Nouvelle Cal&eacute;donie novembre 2007)
1. Soit f une fonction r&eacute;elle d&eacute;finie sur [a ; +∞ [. Compl&eacute;ter la phrase suivante :
&laquo; On dit que f admet une limite finie ℓ en +∞ si . . . &raquo;
2. D&eacute;montrer le th&eacute;or&egrave;me &laquo; des gendarmes &raquo; : soient f, g et h trois fonctions d&eacute;finies sur
[a ; +∞ [et ℓ un nombre r&eacute;el. Si g et h ont pour limite commune ℓ quand x tend vers +∞,
et si pour tout x assez grand g(x) ≤ f(x) ≤ h(x), alors la limite de f quand x tend vers +∞ est
&eacute;gale &agrave; ℓ.
Question n&deg;2
R&eacute;pondre par &quot;OUI&quot; ou &quot;NON&quot; aux quatre questions suivantes.
Les r&eacute;ponses affirmatives seront justifi&eacute;es par une d&eacute;monstration, les autres le seront par un
contre-exemple.
1. Soit f une fonction d&eacute;finie sur IR. Si f est continue en 0, est-elle n&eacute;cessairement d&eacute;rivable en
0?
2. Soit f une fonction d&eacute;finie sur IR. Si f est d&eacute;rivable en 0, est-elle n&eacute;cessairement continue en
0?
3. Soit f une fonction d&eacute;finie et d&eacute;rivable sur IR telle que :
f'(0) = 0
La fonction f admet-elle n&eacute;cessairement un extremum en 0 ?
4. Soit f une fonction continue et d&eacute;rivable sur [0, 1] et admettant un maximum en 1 sur [0, 1].
La fonction f v&eacute;rifie-t-elle n&eacute;cessairement la condition f'(1) = 0 ?
Question n&deg;3
1. Enonc&eacute; du th&eacute;or&egrave;me des valeurs interm&eacute;diaires
2. D&eacute;monstration de son corollaire : Si f est une fonction continue strictement monotone sur
[a;b], alors pour tout r&eacute;el k compris entre f(a) et f(b), l’&eacute;quation f(x)=k a une solution
unique dans [a;b].
Question n&deg;4 Pour les non sp&eacute;cialistes (Centres &eacute;trangers, juin 2006)
Pr&eacute;requis : On rappelle les deux r&eacute;sultats suivants :
i.
Si z est un nombre complexe non nul, on a l’&eacute;quivalence suivante :
 |z| = r
 z = r(cos θ + i sin θ)

⇔ 
 arg z = θ &agrave; 2π pr&egrave;s
 r &gt; 0
ii. Pour tous nombres r&eacute;els a et b :
 cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b

 sin(a + b) = sin a cos b + sin b cos a
Soient z1 et z2 deux nombres complexes non nuls. D&eacute;montrer les relations :
|z1z2| = |z1| &times; |z2| et arg (z1z2) = arg (z1) + arg (z2) &agrave; 2π pr&egrave;s
Question n&deg;4 Pour les sp&eacute;cialistes
D&eacute;montrer que l’ensemble des nombres premiers est infini.
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