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Dev fac 3 D&eacute;rivabilit&eacute; d’une compos&eacute;e
On montre le th&eacute;or&egrave;me 8 page 114, avec une hypoth&egrave;se suppl&eacute;mentaire (donc c’est plus facile) qu’on examine ensuite.
La situation est u d&eacute;rivable sur I et f d&eacute;rivable sur J avec
x  u x   f u x 
I  J 
montrer que la fonction d&eacute;finie sur I par x  f u x  est d&eacute;rivable sur I .
IR
et on va
Soit a un point fix&eacute; de I . On fait l’hypoth&egrave;se suppl&eacute;mentaire (H) : il existe un intervalle ouvert V
contenant a et v&eacute;rifiant : pour tout x de V, si on a x  a , alors u ( x)  u (a) .
1 ) On doit calculer
lim  f u x   f u a  

 pour un point a fix&eacute; et quelconque de I .
x  a
xa

D&eacute;signons par  cette limite si elle existe. On veut prouver que   u ' (a). f ' ua  .
Notons que si (H) est v&eacute;rifi&eacute;e,  
lim  f u x   f u a  u ( x)  u (a) 

.
.
x  a  u ( x)  u (a)
x  a 
On posera b  u (a) pour simplifier et on fera le changement de variable X  u(x) au moment
opportun. Noter que u d&eacute;rivable en a  u continue en a  la limite de u en a est u (a)  b .
2 ) On va maintenant constater que cette
hypoth&egrave;se (H) n’est pas toujours v&eacute;rifi&eacute;e.
Montrer qu’elle ne l’est pas avec la
fonction repr&eacute;sent&eacute;e ci-contre, d&eacute;finie
 1 
  0,5
 x 2
par u1 ( x)  x  2. sin 
si x  2 et u1 (2)  0,5 .
3 ) a ) On prouverait facilement que la fonction du 2 ) n’est pas d&eacute;rivable en 2 donc ce n’est pas un tr&egrave;s
bon contre-exemple. On voit que la fonction u 2 repr&eacute;sent&eacute;e ci-dessous ne v&eacute;rifie pas (H). Sachant que
 1 
2
u2 ( x)  x  2 . sin 
  0,5 si x  2 et u2 (2)  0,5 , montrer que u 2 est d&eacute;rivable en 2.
 x 2
Pour cette fonction u 2 , on doit zoomer sur le point (2 ; 0,5) pour voir qu’elle ne satisfait pas (H) :
b ) Remarque : ceux qui se sont demand&eacute; pourquoi on avait pris des contre-exemples un peu compliqu&eacute;s
peuvent tracer la courbe de la fonction u0 du m&ecirc;me type mais un peu plus simple d&eacute;finie par
 1 
u0 ( x)  sin 
  0,5 si x  2 et u0 (2)  0,5 . Prouver que cette fonction u0 n’est m&ecirc;me pas
 x 2
continue au point 2 (en raisonnant par l’absurde : si u0 est continue en 2, toute suite vn  convergeant
vers 2 doit v&eacute;rifier : u0 vn  converge vers u0 (2) …).
Commentaire : pour prouver n&ocirc;tre formule sans supposer (H) v&eacute;rifi&eacute;e, il faudrait utiliser la d&eacute;finition
suivante de la d&eacute;rivabilit&eacute; : f d&eacute;finie sur I est d&eacute;rivable en a si :
Il existe un nombre fix&eacute; l .
Il existe une fonction  d&eacute;finie sur un intervalle K ouvert contenant 0, sauf en 0, et v&eacute;rifiant :
lim
h0
 h  0 et : pour tout h dans K,
on a : f (a  h)  f (a)  l.h  h. (h) . (1 )
On voit pourquoi cette d&eacute;finition n’est plus donn&eacute;e au lyc&eacute;e depuis 10 ans… On voit aussi que c’est la
m&ecirc;me que la n&ocirc;tre (exercice !) en posant x  a  h : le l , c’est f ' a  et  , on la d&eacute;finit avec (1).
C’est faisable mais pas amusant, on s’en passe.
Bon, pour ceux qui insistent :
4 ) Les deux hypoth&egrave;ses sont :
&sect;
u d&eacute;finie sur I est d&eacute;rivable en a :
Il existe une fonction  1 d&eacute;finie sur un intervalle K1 ouvert contenant 0, sauf en 0, et v&eacute;rifiant :
lim
h0
&sect;
 1 h  0 et : pour tout h dans K1,
on a : u(a  h)  u(a)  u' (a).h  h. 1 (h) . (2 )
f d&eacute;finie sur J est d&eacute;rivable en b  u (a) :
Il existe une fonction 
lim
h0
2
d&eacute;finie sur un intervalle K2 ouvert contenant 0, sauf en 0, et v&eacute;rifiant :
 2 h  0 et : pour tout h2 dans K2,
on a : f (b  h2 )  f (b)  f ' (b).h2  h2 . 2 (h2 ) . (3 )
A vous d’obtenir (1 ) avec f u x  au lieu de f (x) …
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