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TS : correction du contr&ocirc;le sur les suites et les d&eacute;monstrations par r&eacute;currence
I Vrai ou faux ? (d’apr&egrave;s concours ESIEE)
Pour chacune des propositions suivantes, dire si elles sont vraies ou fausses et justifier, soit par une propri&eacute;t&eacute; du cours, soit par
un contre-exemple (&eacute;ventuellement graphique).
1. Soient (un ) et (v n ) deux suites r&eacute;elles v&eacute;rifiant pour tout n &Ecirc; 0 : .un &Eacute; v n &Eacute; 2un .
(a) Si (un ) converge, alors (v n ) converge.
3 (−1)n
+
.
2
4
Sur le dessin, les termes un sont en bleu, 2un en rouge et v n en vert.
Faux : contre-exemple : un = 1 pour tout n donc 2un = 2 et v n =
2
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
2
4
6
8
(b) Si lim un = +∞, alors lim v n = +∞. C’est vrai (th&eacute;or&egrave;me ds gendarmes).
n→+∞
n→+∞
(c) Si (un ) ne converge pas, alors (v n ) ne converge pas. Faux : contre-exemple :
5
3
5
3
(−1)n
qui vaut alternativement ou ; 2un vaut donc alternativement ou .
un = 1 +
4
4
4
2
2
11
On prend (v n ) constante, avec v n =
. Illustration :
8
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
2
&times;
1
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
1
−1
&times;
&times;
&times;
&times;
2
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
3
4
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
5
6
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
7
8
9
10
−1
2. Soit (un ) une suite d&eacute;finie sur N :
(a) Si (un ) est strictement d&eacute;croissante, alors lim un = −∞. Faux : contre-exemple : un =
n→+∞
tend vers 0.
1
. (un ) est d&eacute;croissante et
n +1
(b) Si lim un = −∞, alors (un ) est d&eacute;croissante &agrave; partir d’un certain rang.
n→+∞
Faux : contre exemple : un = −n + (−1)n . un &Eacute; −n + 1, donc, d’apr&egrave;s le th&eacute;or&egrave;me des gendarmes,
lim un = −∞ et cette suite n’est pas monotone
n→+∞
Illustration :
−2
−4
−6
−8
−10
&times;
&times;2
4
&times;
6
&times;
&times;
8
10 12 14 16 18 20
&times;
&times;
&times;
&times;
−12
−14
−16
−18
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
&times;
−20
II
D&eacute;montrons par r&eacute;currence sur n que, pour tout n ∈ N, 4n + 5 est un multiple de 3.
Soit P n la proposition : 4n + 5 = 3k n , k n ∈ Z.
• Initialisation : 40 + 5 = 6 = 3 &times; 2 donc 4n + 5 est bien un multiple de 3.
&times;
&times;
• H&eacute;r&eacute;dit&eacute; : On suppose la propri&eacute;t&eacute; vraie pour un rang n quelconque, donc 4n + 5 = 3k n , k n ∈ Z.
Alors : 4n+1 + 5 = 4 &times; 4n + 5 = 4(3k n − 5) + 5 = 12k n + 15 = 3(4k n + 5) = 3k n+1 avec kn + 1 = 4k n + 5 ∈ Z.
La propri&eacute;t&eacute; est h&eacute;r&eacute;ditaire.
D’apr&egrave;s l’axiome de r&eacute;currence, la propri&eacute;t&eacute; est vraie pour tout n.
Remarque : pour ceux qui suivent l’enseignement de sp&eacute;cialit&eacute;, c’est facile &agrave; d&eacute;montrer directement, car 4 ≡ 1 [3] donc 4n ≡ 1n [3] ≡
1 [3] donc, pour tout n, 4n + 5 ≡ 6 [3].
III
Soit (un ) la suite d&eacute;finie par
&frac12;
u&agrave; = 1
.
un+1 = un (5 + un )
1. D&eacute;montrons par r&eacute;currence que tous les termes de cette suite (un ) sont positifs.
• u0 = 1 &gt; 0 donc la propri&eacute;t&eacute; est vraie au rang n = 0.
• On suppose la propri&eacute;t&eacute; vraie ) un rang n quelconque, donc un &gt; 0 ; alors 5 + un &gt; 0 donc un+1 = un (5 + un ) &gt; 0 et la
rporpi&eacute;t&eacute; est h&eacute;r&eacute;ditaire.
D’apr&egrave;s l’axiome de r&eacute;currence, tous les termes un sont positifs.
un + 1
2. un &gt; 0 pour tout n ; pour tout n,
= 5 + un &gt; 5 &gt; 1, donc la suite (un ) est croisante.
un
IV
&Eacute;tudier dans chaque cas la limite &eacute;ventuelle de la suite (un ) :
a) un =
3n 2 + 5n + 1
n2 + 1
&para;
&micro;
1
5
5
1
n 3+ + 2
3+ + 2
n n
n n .
&para; =
&micro;
Pour tout n 6= 0, un =
1
1
2
1+ 2
n 1+ 2
n
&micro;
&para;
&micro;n
&para;
5
1
1
lim 3 + + 2 = 3 ; lim 1 + 2 , donc par quotient,
n→+∞
n→+∞
n n
n
2
b) un =
lim un = 3
n→+∞
n +2
.
5n 2 + 1
&micro;
&para;
2
2
n 1+
1+
n
n
&micro;
&para;= &micro;
&para;.
De m&ecirc;me, un =
1
1
n2 5 + 2
n 5+ 2
n
&micro;
&para;
&para;&cedil;
&middot; &micro;
&para;
&micro;n
2
1
1
=1 lim 1 +
; lim 5 + 2 = 5 do&ugrave; lim n 5 + 2 = +∞.
n→+∞
n→+∞
n n→+∞
n
n
Par quotient : lim un = 0 .
n→+∞
c) un =
5 + cos(n)
n +1
6
4
&Eacute; un &Eacute;
.
∀n, −1 &Eacute; cos(n) &Eacute; 1 ⇒ 4 &Eacute; 5 + cos(n) &Eacute; 6 ⇒
n +1
n +1
&para;
&para;
&micro;
&micro;
6
4
= 0 et lim
= 0.
lim
n→+∞ n + 1
n→+∞ n + 1
D’apr&egrave;s le th&eacute;or&egrave;me des gendarmes, lim un = 0 .
n→+∞
V D’apr&egrave;s bac m&eacute;tropole juin 2009
On consid&egrave;re la suite (w n ) dont les termes v&eacute;rifient, pour tout n &Ecirc; 1 : nw n = (n + 1)w n−1 + 1.
Ce tableau donne les dix premiers termes de la suite :
w0
1
w1
3
w2
5
w3
7
w4
9
w5
11
w6
13
w7
15
11w 9 + 1 11 &times; 19 + 1
(n + 1)w n−1 + 1
donc w 10 =
=
= 21 ; w 10 = 21 .
n
10
10
2. La suite (w n ) semble la suite des nombres impairs. On conjecture que w n = 2n + 1.
D&eacute;montrons cette conjecture par r&eacute;currence.
1. On a, pour n 6= 0 : w n =
• Initialisation : n = 0 : 2 &times; 0 + 1 = 1 = w 0 donc c’est vrai au rang 0.
w8
17
w9
19
• H&eacute;r&eacute;dit&eacute; : on suppose la propri&eacute;t&eacute; vraie au rang n : w n = 2n + 1.
On calcule alors w n+1 : d’apr&egrave;s la d&eacute;finition de la suite (w n ), on a :
(n + 2)w n + 1 (n + 2)(2n + 1) + 1 (2n 2 + 5n + 3 (n + 1)(2n + 3)
w n+1 =
=
=
=
= 2n + 3 = 2(n + 1) + 1.
n +1
n +1
n +1
n +1
La propri&eacute;t&eacute; est vraie au rang n + 1 et elle donc h&eacute;r&eacute;ditaire.
D’apr&egrave;s l’axiome de r&eacute;currence, cette propri&eacute;t&eacute; est vraie pour tout n ∈ N.
Pour tout n ∈ N, w n = 2n + 1 .
3. On en d&eacute;duit u2 000 = 4001 .
VI Antilles-Guyane septembre 2010
3
1
1 1
1. D’apr&egrave;s la d&eacute;finition u2 = u1 − u0 = + =
.
4
2 4
4
&micro;
&para;
1
1
1
• Si la suite &eacute;tait g&eacute;om&eacute;trique, d’apr&egrave;s les deux premiers termes la raison serait &eacute;gale &agrave; − ; or u1 &times; − = 6= u2 .
2
2
2
1
3
• Si la suite &eacute;tait arithm&eacute;tique, d’apr&egrave;s les deux premiers termes la raison serait &eacute;gale &agrave; − (−1) = ;
2
2
&micro; &para;
4
3
= = 2 6= u2 .
or u1 +
2
2
Conclusion : la suite (un ) n’est ni arithm&eacute;tique ni g&eacute;om&eacute;trique.
1 1
1
2. (a) v 0 = u1 − u0 = − &times; (−1) = 1.
2
2 2
1
1
1
(b) On a pour tout naturel n, v n+1 = un+2 − un+1 = un+1 − un − un+1 =
2
4
2
&micro;
&para;
1
1
1
1
1
un+1 − un =
un+1 − un = v n .
2
4
2
2
2
1
1
v n signifie que la suite (v n ) est une suite g&eacute;om&eacute;trique de premier terme 1 et de raison .
2
2
&micro; &para;n
1
1
(d) On a donc quel que soit n ∈ N, v n =
= n .
2
2
(c) v n+1 =
3.
(a) w 0 =
u0 −1
=
= −1 .
v0
1
1
un
un+1 v n + 2 un
= 2+
.
=
(b) On a w n+1 =
1
v n+1
vn
vn
2
un
(c) On a par d&eacute;finition
= w n , donc l’&eacute;galit&eacute; ci-dessus s’&eacute;crit :
vn
w n+1 = 2 + w n .
(d) L’&eacute;galit&eacute; pr&eacute;c&eacute;dente montre que la suite (w n ) est une suite arithm&eacute;tique de premier terme −1 et de raison 2.
On a donc w n = w 0 + n &times; 2 = −1 + 2n = 2n − 1 .
un un
4. On a trouv&eacute; que w n = 2n − 1 =
= 1 = 2n &times; un .
vn
2n
Donc un =
2n − 1
, car 2n 6= 0 quel que soit n ∈ N.
2n
5. D&eacute;monstration par r&eacute;currence :
3
2&times;0+3
= 2 − = 2 − 3 = −1. La formule est vraie au rang 0.
20
1
• H&eacute;r&eacute;dit&eacute; : supposons qu’il existe un naturel k tel que :
k
X
2k + 3
ui = u0 + u1 + &middot; &middot; &middot; + uk = 2 −
Sk =
.
2k
i=0
2k + 3 2(k + 1) − 1
−4k − 6 + 2k + 1
−2k − 5
2k + 5
2(k + 1) + 3
Donc S k+1 = S k + uk+1 = 2 −
+
= 2+
= 2 + k+1 = 2 − k+1 = 2 −
.
k
k+1
k+1
2
2
2
2
2
2k+1
La formule est vraie au rang k + 1.
• Initialisation : S 0 = u0 = −1 et 2 −
On a donc d&eacute;montr&eacute; par r&eacute;currence que pour tout n de N : S n = 2 −
2n + 3
.
2n
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