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1
⇔ x = − z, y = z, z ∈ R
2 2
3 1
3 1
⇔ X = − z, z, z = z − , , 1 , z ∈ R
2 2
2 2
3 1
⇔ X ∈ Vect − , , 1 = Vect(−3, 1, 2).
2 2
Corrig&eacute; du DS 8
Exercice 1
Soit f l’application de R3 dans R3 d&eacute;finie par
(x, y, z) 7→ (x − 3y + 3z, 2x + 8y − z, −x − 7y + 2z)
Or ~u = (−3, 1, 2) 6= ~0 donc (~u) est libre et g&eacute;n&eacute;ratrice de Ker(f ).
Donc :
Ker(f ) = Vect(−3, 1, 2) et (−3, 1, 2) est une base de Ker(f ).
3. a) La famille (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) est labase canonique de R3 .
Donc : Im(f ) = Vect f (1, 0, 0), f (0, 1, 0), f (0, 0, 1) = Vect (1, 2, −1), (−3, 8, −7), (3, −1, 2) .
Donc :
F = (1, 2, −1), (−3, 8, −7), (3, −1, 2) est g&eacute;n&eacute;ratrice de Im(f ).
3
1. On sait que R est un R-espace vectoriel.
Soit ~u = (x1 , y1 , z1 ), ~v = (x2 , y2 , z2 ) ∈ R3 et λ, &micro; ∈ R, on a
f (λ~u + &micro;~v ) = f (λx1 + &micro;x2 , λy1 + &micro;y2 , λz1 + &micro;z2 )
= ((λx1 + &micro;x2 ) − 3(λy1 + &micro;y2 ) + 3(λz1 + &micro;z2 ), 2(λx1 + &micro;x2 )
+ 8(λy1 + &micro;y2 ) − (λz1 + &micro;z2 ), −(λx1 + &micro;x2 ) − 7(λy1 + &micro;y2 )
+ 2(λz1 + &micro;z2 ))
= λ(x1 − 3y1 + 3z1 , 2x1 + 8y1 − z1 , −x1 − 7y1 + 2z1 )
+ &micro;(x2 − 3y2 + 3z2 , 2x2 + 8y2 − z2 , −x2 − 7y2 + 2z2 )
= λf (~u) + &micro;f (~v ).
Donc :
b) Soit (λ1 , λ2 , λ3 ) ∈ R3 , on a
3
ϕ est un endomorphisme de R .
λ1 (1, 2, −1) + λ2 (−3, 8, −7) + λ3 (3, −1, 2) = (0, 0, 0)


1 −3 3 0
8 −1 0
⇔2
−1 −7 2 0
2. Soit X = (x, y, z) ∈ R3 . On a
⇔ (λ1 , λ2 , λ3 ) ∈ Ker(f ) = Vect(−3, 1, 2).
X ∈ Ker(f ) ⇔ (x − 3y + 3z, 2x + 8y − z, −x − 7y + 2z) = (0, 0, 0)


1 −3 3 0
L2 ← L2 − 2L1
8 −1 0
⇔ 2
L3 ← L3 + L1
−1 −7 2 0


1
1 −3
3 0
L2 ← L2
7
⇔ 0 14 −7 0
1
L3 ← L3
0 −10 5 0
5


1 −3 3 0
⇔ 0 2 −1 0
L2 ← L3 + L2
0 −2 1 0


1 −3 3 0
⇔ 0 2 −1 0
L1 ← 2L1 + 3L2
0 0
0 0


2 0 3 0
⇔ 0 2 −1 0
0 0 0 0
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D’o&ugrave; : (−3, 8, −7) = 3(1, 2, −1) − 2(3, −1, 2).
Donc :
la famille F est li&eacute;e. c) On sait que : (−3, 8, −7) = 3(1, 2, −1) − 2(3, −1, 2) et F est g&eacute;n&eacute;ratrice de Im(f ).
Donc : (1, 2, −1), (3, −1, 2) est g&eacute;n&eacute;ratrice de Im(f ). De plus
les deux vecteurs de
cette famille ne sont pas colin&eacute;aires, donc (1, 2, −1), (3, −1, 2) est libre.
Donc :
(1, 2, −1), (3, −1, 2) est une base de Im(f ).
4. On a vu que Ker(f ) = Vect(~u) avec ~u = (−3, 2, 1) donc Ker(f ) 6= {~0}. Donc f n’est
pas injective.
De plus, pour ~v = (a, b, c) ∈ R3 et ~u = (x, y, z) ∈ R3 ,
f (~u) = ~v
⇔ (x − 3y + 3z, 2x + 8y − z, −x − 7y + 2z) = (a, b, c)
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1 −3 3 a
8 −1 b 
⇔2
−1 −7 2 c


a
1 −3
3
⇔ 0 14 −7 −2a + b
0 −10 5
a+c


a
1 −3 3
−2a + b 
⇔ 0 14 −7
0 0
0 −3a + 5b + 7c
d) Soit (λ, &micro;) ∈ R2 ,
L2 ← L2 − 2L1
L3 ← L3 + L1
λf1 + &micro;f2 = 0
⇒ ∀x ∈ R, λex + &micro;e2x = 0
L3 ← 7L3 + 5L2
⇒ ∀x ∈ R, λ + &micro;ex = 0
Or λ + &micro;ex −−−−−→ λ et ∀x ∈ R, λ + &micro;ex = 0 −−−−−→ 0
x→−∞
Pour ~v = (1, 0, 0) on a −3a + 5b + 7c = −3 6= 0 donc le syst&egrave;me est incompatible.
Donc : ~v = (1, 0, 0) n’a pas d’ant&eacute;c&eacute;dent par f .
Donc : f n’est pas surjective.
Conclusion :
La fonction f n’est ni injective, ni surjective, ni bijective.
2. Toute solution de E est une fonction de classe C 2 sur R, donc : F ⊂ E
Soit f = ~0E la fonction nulle. Alors les d&eacute;riv&eacute;es f 0 et f 00 sont nulles
donc : ∀x ∈ R, f 00 (x) − 3f 0 (x) + 2f (x) = 0 − 3 &times; 0 + 2 &times; 0 = 0
Donc : f = ~0E ∈ F .
Soit (f1 , f2 ) ∈ F 2 et (λ1 , λ2 ) ∈ R2 . On pose z = λ1 f1 + λ2 f2 , alors z est de classe C 2
sur R et ∀x ∈ R :
Exercice 2
E:
∀x ∈ R, y 00 (x) − 3y 0 (x) + 2y(x) = 0.
z 00 (x) − 3z 0 (x)2z(x) = (λ1 f1 + λ2 f2 )00 (x) − 3(λ1 f1 + λ2 f2 )0 (x) + 2(λ1 f1 + λ2 f2 )(x)
1. a) L’ensemble F est l’ensemble des solutions d’une &eacute;quation diff&eacute;rentielle lin&eacute;aire
homog&egrave;ne d’ordre 2.
Donc :
F est un sous-espace vectoriel de C 2 (R, R).
= λ1 (f100 (x) − 3f10 (x) + 2f1 (x)) + λ2 (f200 (x) − 3f20 (x) + 2f2 (x))
= λ1 &times; 0 + λ2 &times; 0
car f1 , f2 ∈ F .
Donc : z ∈ F .
Donc : F est stable par combinaison lin&eacute;aire.
Conclusion :
F est un sous-espace vectoriel de E.
b) L’&eacute;quation diff&eacute;rentielle E est lin&eacute;aire homog&egrave;ne d’ordre 2 &agrave; coefficients constants.
Son &eacute;quation caract&eacute;ristique est x2 − 3x + 2 = 0 ⇔ (x − 1)(x − 2) = 0 ⇔ x = 1 ou
x = 2.
Donc :
L’ensemble des solutions de E est F = x 7→ λex + &micro;e2x ; (λ, &micro;) ∈ R2 .
De m&ecirc;me, G ⊂ F , la fonction nulle f = ~0F v&eacute;rifie f (0) = f 0 (0) = 0. Donc : ~0F ∈ G.
Soit (f1 , f2 ) ∈ G2 et (λ1 , λ2 ) ∈ R2 . On pose z = λ1 f1 + λ2 f2 , alors z ∈ F car F est un
SEV de E et z(0) = λ1 f1 (0) + λ2 f2 (0) = 0 car f1 , f2 ∈ G. Donc : z ∈ G.
Donc : G est stable par combinaison lin&eacute;aire.
Conclusion :
G est un sous-espace vectoriel de F .
c) Soit f ∈ C 2 (R, R).
f ∈ F ⇔ ∃(λ, &micro;) ∈ R2 | f : x 7→ λex + &micro;e2x
⇔ f ∈ Vect(f1 , f2 )
avec f1 : x 7→ ex et f2 : x 7→ e2x .
Donc : F = Vect(f1 , f2 ).
Conclusion :
(x 7→ ex , x 7→ e2x ) est une famille g&eacute;n&eacute;ratrice de F .
Lyc&eacute;e Victor Hugo, Besan&ccedil;on
x→−∞
donc par unicit&eacute; de la limite, λ = 0.
D’o&ugrave; : ∀x ∈ R, &micro;ex = 0, en particulier pour x = 0, on obtient : &micro; = 0.
Donc : la famille (f1 , f2 ) est libre.
Conclusion :
(x 7→ ex , x 7→ e2x ) est une base de F .
3. a) La fonction f : x 7→ ex est de classe C 2 sur R et : ∀x ∈ R,
f 00 (x) − 3f 0 (x) + 2f (x) = ex − 3ex + 2ex = 0
2016/2017
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h est constante sur R. Donc : f ∈ F .
De plus : u : x 7→ 2x est de classe C 2 sur R et ∀x ∈ R, ex ∈ R.
Donc : par composition g : x 7→ e2x est de classe C 2 sur R et ∀x ∈ R :
b) On sait que h est constante sur R et h(0) = e−0 (y 0 (0) − 2y(0)) = 1(0 − 2 &times; 0) = 0
car y ∈ G.
Donc :
h est la fonction nulle. g 00 (x) − 3g 0 (x) + 2g(x) = 4e2x − 3 &times; 2e2x + 2e2x = 0.
Donc : g ∈ F .
De plus : F est un sous-espace vectoriel, donc stable par combinaison lin&eacute;aire ; donc :
Vect(f, g) ⊂ F .
c) On en d&eacute;duit que : ∀x ∈ R,
h(x) = 0
b) On a d&eacute;j&agrave; montr&eacute; &agrave; la question 1.d que la famille (x 7→ ex , x 7→ e2x ) est libre.
⇒ e−x (y 0 (x) − 2y(x)) = 0
4. Soit y ∈ F et (α, β) ∈ R2 .
On sait que (y, f, g) ∈ F 3 donc : y − αf − βg ∈ F . D’o&ugrave; :
⇒ y 0 (x) − 2y(x) = 0
⇒ y 0 (x)e−2x + y(x)(−2)e−2x = 0
d
y(x)e−2x = 0
⇒
dx
y − αf − βg ∈ G ⇔ (y − αf − βg)(0) = (y − αf − βg)0 (0) = 0
(
y(0) − αf (0) − βg(0) = 0
⇔
y 0 (0) − αf 0 (0) − βg 0 (0) = 0
(
y(0) − α − β = 0
⇔
y 0 (0) − α − 2β = 0
(
α + β = y(0)
⇔
L2 ← L2 − L1
α + 2β = y 0 (0)
(
α + β = y(0)
⇔
syst&egrave;me de rang 2 &agrave; 2 inconnues
β = y 0 (0) − y(0)
Donc : k : x 7→ y(x)e−2x est constante et k(0) = 0.
Donc : ∀x ∈ R, k(x) = k(0) = 0
D’o&ugrave; : ∀x ∈ R, e−2x y(x) = 0.
Conclusion :
La fonction y est nulle.
d) On a montr&eacute; que y ∈ G ⇒ y = x 7→ 0. Donc : G ⊂ {x 7→ 0}.
De plus la fonction nulle appartient &agrave; G car G est un SEV de E.
Conclusion :
G = {x 7→ 0}.
Donc : le syst&egrave;me a une unique solution.
Conclusion :
Il existe un unique couple (α, β) ∈ R2 tels que (y − αf − βg) ∈ G.
6. On sait que (f, g) ∈ G2 .
Soit y ∈ F . D’apr&egrave;s la question 4, il existe (α, β) ∈ R2 tel que y − αf − βg ∈ G or
G ne contient que la fonction nulle. Donc : y = αf + βg, i.e. y est une combinaison
lin&eacute;aire de f et g.
Donc :
5. Soit y ∈ G et h d&eacute;finie sur R par h : x 7→ e−x (y 0 (x) − 2y(x)).
a) La fonction y est dans G donc est de classe C 2 sur R donc : y 0 est de classe C 1 sur
R et x 7→ e−x est l’inverse de la fonction exponentielle, donc de classe C 1 sur R.
Donc par op&eacute;rations sur les fonctions de classe C 1 , on a que h est de classe C 1 sur R
et : ∀x ∈ R,
h0 (x) = −e−x (y 0 (x) − 2y(x)) + e−x (y 00 (x) − 2y 0 (x))
= e−x (y 00 (x) − 3y 0 (x) + 2y(x))
(f, g) est une famille g&eacute;n&eacute;ratrice de F .
7. On sait que (f, g) est une famille g&eacute;n&eacute;ratrice de F et qu’elle est libre. Donc
(f, g) est une base de F et F = x 7→ λex + &micro;e2x ; (λ, &micro;) ∈ R2 .
=0
car y ∈ G ⊂ F . Donc :
Lyc&eacute;e Victor Hugo, Besan&ccedil;on
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Exercice 3

1
0
∼
L 0
0

1
0
∼
L 0
0

1
0
∼
L 0
0

1
0
∼
L 0
0
1. Question de cours
2. Question de cours
2
2
3. Soit (P1 , P2 ) ∈ E et (λ, &micro;) ∈ R , notons Q = λP1 + &micro;P2 , on a
0
0
ϕ(Q) = (Q(α), Q (α), Q(β), Q (β))
= (λP1 (α) + &micro;P2 (α), λP10 (α) + &micro;P20 (α), λP1 (β) + &micro;P2 (β), λP10 (β) + &micro;P20 (β))
= λ(P1 (α), P10 (α), P1 (β), P10 (β)) + &micro;(P2 (α), P20 (α), P2 (β), P20 (β))
= λϕ(P1 ) + &micro;ϕ(P2 )
Donc :
ϕ est lin&eacute;aire.
4. a) Soit P ∈ Ker(ϕ), alors ϕ(P ) = (0, 0, 0, 0)
Donc : P (α) = P 0 (α) = 0 d’o&ugrave; : α est une racine d’ordre au moins 2 de P .
De m&ecirc;me, P (β) = P 0 (β) = 0 d’o&ugrave; : β est une racine d’ordre au moins 2 de P .
Donc :
si P ∈ Ker(ϕ), alors P a au moins 4 racines compt&eacute;es avec multiplicit&eacute;.
α2
2α
β2
2β
α
1
β−α
1
α
1
1
1
α3
3α2 

β3 
3β 2
α2
2α
β+α
2β

α3
3a2 

3
β − α3 
3β 2

α3

3a2

2
2
β + αβ + α
3β 2
Lyc&eacute;e Victor Hugo, Besan&ccedil;on
α
1
0
0
α2
2α
1
0
α
1
0
0
α2
2α
1
0
α
3a2 

β + 2α 
3(β + α)

α3
3a2 

β + 2α
β−α

α3
3a2 
 = A0
β + 2α
1
On a montr&eacute; que A ∼ A0 .
L
L4 ← L4 − 2L3
L4 ←
1
&times; L4
β−α
⇔ a0 + a1 α + a2 α2 + a3 α3 , a1 + 2a2 α + 3a3 α2 , a0 + a1 β + a2 β 2 + a3 β 3 ,
a1 + 2a2 β + 3a3 β 2 = (x1 , x2 , x3 , x4 )
la matrice augment&eacute;e associ&eacute;e est

1 α
0 1

1 β
0 1
L3 ← L3 − L1
L3 ←
α2
2α
1
2
1
L3
β−α
1
L4 ←
L4
β−α
L3 ←
ϕ(P ) = ~u

α2
2α
β 2 − α2
2β
α
1
0
0

α3

3a2

2
2
β + αβ − 2α
3(β 2 − α2 )

3
⇔ (P (α), P 0 (α), P (β), P 0 (β)) = ~u
5. a)
α
1
β
1
α2
2α
β−α
2(β − α)
b) Soit ~u = (x1 , x2 , x3 , x4 ) ∈ R4 et P = a0 + a1 X + a2 X 2 + a3 X 3 ∈ E. On a
b) Si P ∈ Ker(ϕ), alors P ∈ E = R3 [X] donc est de degr&eacute; inf&eacute;rieur &agrave; 3 et d’apr&egrave;s la
question pr&eacute;c&eacute;dente, P a au moins 4 racines.
Donc : P est nul.
On a montr&eacute; que P ∈ Ker(ϕ) ⇒ P = 0.
Donc :
l’application ϕ est injective.

1
0
A=
1
0

1
0
∼
L 0
0

1
0

∼
0
L
0
α
1
0
1
α2
2α
β2
2β
α3
3α2
β3
3β 2

x1
x2 

x3 
x4
donc : la matrice associ&eacute;e au syst&egrave;me est la matrice A.
Or la matrice A est &eacute;quivalente &agrave; la matrice A0 ∈ M4 (R) qui est de rang 4, donc
inversible.
Donc : le syst&egrave;me a une unique solution.
On a montr&eacute; que pour tout ~u ∈ R4 , il existe un unique polyn&ocirc;me P ∈ E tel que
ϕ(P ) = ~u.
Conclusion :
L’application ϕ est bijective, c’est donc un isomorphisme.
1
&times; L3 avec β − α 6= 0
β−α
L3 ← L3 − L2
L4 ← L4 − L2
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6. Soit f de classe C 1 sur [α, β]. D’apr&egrave;s la question pr&eacute;c&eacute;dente, il existe un unique
polyn&ocirc;me P ∈ E tel que ϕ(P ) = (f (α), f 0 (α), f (β), f 0 (β)) c’est &agrave; dire tel que :
P (α) = f (α), P 0 (α) = f 0 (α), P (β) = P (β) et P 0 (β) = f 0 (β).
Pour tout f de classe C 1 sur [α; β], il existe un unique polyn&ocirc;me P de
degr&eacute; inf&eacute;rieur &agrave; 3 tel que : P (α) = f (α), P 0 (α) = f 0 (α), P (β) = P (β)
et P 0 (β) = f 0 (β).
Lyc&eacute;e Victor Hugo, Besan&ccedil;on
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