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Devoir Maison n&deg;3.
Pour le jeudi 3 novembre.
Exerice 2
&Eacute;tude d’une
complexe
fonction
homographique
Le plan est muni d’un rep&egrave;re orthonorm&eacute; direct (O, e~x , e~y ).
Vous choisirez soigneusement la repr&eacute;sentation des nombres complexes la plus
adapt&eacute;e &agrave; chaque question.
On consid&egrave;re la fonction f : C \ {i} → C d&eacute;finie par
f (z) =
1.
Exerice 1
Equations &agrave; coefficients complexes
2.
3. R&eacute;soudre g&eacute;om&eacute;triquement, puis alg&eacute;briquement les &eacute;quations suivantes d’inconnue z complexe :
1
b) |z| = = |1 − z|.
z
b) Interpr&eacute;ter g&eacute;om&eacute;triquement l’&eacute;galit&eacute; (|a−b|−|a−c|)2 +(|b−a|−|b−c|)2 = 0.
a) D&eacute;terminez les racines carr&eacute;es complexes de 2 i par la m&eacute;thode de votre
choix. Pr&eacute;sentez les solutions trouv&eacute;es sous forme alg&eacute;brique.
d) Montrez que, pour tout z ∈
/ {i, a}, les deux membres de l’&eacute;galit&eacute; suivante
existent, puis que l’&eacute;galit&eacute; est vraie :
a) |z − 1| = |z − i| ;
a) Interpr&eacute;ter g&eacute;om&eacute;triquement l’&eacute;galit&eacute; (|a − b| − |a − c|) (|b − a| − |b − c|) (|c −
a| − |c − b|) = 0.
a) Soit u un nombre complexe diff&eacute;rent de i.
R&eacute;solvez l’&eacute;quation f (z) = u, d’inconnue z ∈ C \ {i}.
En utilisant le vocabulaire associ&eacute; aux fonctions, par rapport au nombre u,
que repr&eacute;sente la solution z0 que vous avez obtenue ?
b) Cherchez les points fixes de la fonction f , c’est-&agrave;-dire les nombres complexes z v&eacute;rifiant f (z) = z. (vous raisonnerez en mettant une expression
sous forme canonique).
Les deux solutions trouv&eacute;es seront not&eacute;es a et b de fa&ccedil;on &agrave; ce que Re(a) &lt;
Re(b).
a−i
. Placez les points associ&eacute;s &agrave; a, b et i dans le plan complexe
c) Calculez
b−i
en expliquant la construction.
(1 − 2i)z 2 − 5z + 15 + 5i = 0.
4. On consid&egrave;re trois points du plan A, B et C, et on note a, b et c les affixes
complexes correspondantes.
o&ugrave; α = 1 + 2 i.
b) Albert pr&eacute;tend que f est &agrave; valeurs dans C \ {i}.
Qu’est-ce que cela signifie ? Est-ce vrai ?
1. D&eacute;terminer les racines carr&eacute;es complexes puis les racines quatri&egrave;mes de 28 − 96i.
2. R&eacute;soudre l’&eacute;quation
iz + α
z−i
b − f (z)
b−z
=−
.
a − f (z)
a−z
3.
a) Soit z = x + i y, o&ugrave; x et y sont des r&eacute;els. D&eacute;terminez la forme alg&eacute;brique
de f (z) pour z 6= i.
b) D&eacute;terminez l’ensemble des complexes z tels que f (z) ∈ iR. Donnez-en une
interpr&eacute;tation g&eacute;om&eacute;trique simple et placez les points associ&eacute;s sur le sch&eacute;ma.
c) M&ecirc;mes questions en rempla&ccedil;ant iR par R.
d) M&ecirc;mes questions en rempla&ccedil;ant iR par U.
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Contrôle sur les Déterminations de coordonnées de points
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