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Introduction
Dans ce m&eacute;moire on s’int&eacute;resse &agrave; la classe des processus croissants dans l’ordre
convexe (PCOC). Nous donnons en particulier plusieurs exemples construits &agrave; l’aide
du mouvement Brownien ou plus g&eacute;n&eacute;ralement des processus d&eacute;finis &agrave; l’aide d’une int&eacute;grale stochastique. Nous montrons aussi que ces processus sont des 1−martingales
et nous exhibons pour des processus croissants dans l’ordre convexe particuliers une
martingales associ&eacute;e.
Nous d&eacute;veloppons les r&eacute;sultats &eacute;tablis dans l’article suivant :
Profeta, C.,Roynette, B., Yor, M., Some examples of processes wich are
increasing in the convexe ordrer. preprint
ce m&eacute;moire est compos&eacute; de trois chapitres
Dans le premier chapitre, nous rappelons des notions tr&egrave;s importantes en th&eacute;orie de probabilit&eacute; concernant les processus gaussiens. Nous donnons les principales
propri&eacute;t&eacute;s du mouvement Brownien, du drap Brownien et des martingales.Nous
abordons ensuite la notion d’int&eacute;grale stochastique qui est &agrave; la base des principaux
exemples cit&eacute;s dans ce m&eacute;moire, nous terminons ce chapitre par quelques rappels
sur les &eacute;quations diff&eacute;rentielles stochastiques.
Le deuxi&egrave;me chapitre est consacr&eacute; aux processus croissants dans l’ordre convexe.
Nous commen&ccedil;ons par d&eacute;finir ces processus et nous montrons qu’on peut remplacer
les fonctions convexes cit&eacute;es dans la d&eacute;finition par une fonction convexe poss&eacute;dant
de bonnes propri&eacute;t&eacute;s. Nous donnons ensuite quelques exemples simples de tels processus. Apr&eacute;s nous passons &agrave; des exemples plus compliqu&eacute;s construits &agrave; partir du
mouvement Brownien ou des processus poss&eacute;dant la propri&eacute;t&eacute; du scalling. Nous
montrons aussi que la solution de certaines &eacute;quations diff&eacute;rentielles stochastiques
est un processus croissant dans l’ordre convexe.
Dans le troisi&egrave;me chapitre, nous introduisons la notion de 1−martingale et nous
montrons l’&eacute;quivalence entre les processus croissants dans l’ordre convexe et les
1−martingale. Nous nous appuyons ensuite sur trois techniques diff&eacute;rentes pour
1
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Introduction
exhiber les 1−martingales associ&eacute;es &agrave; des PCOC particuliers. La premiere technique
fait appel au drap Brownien, la seconde est bas&eacute;e sur l’inversion du temps, elle est
illustr&eacute;e par deux exemples, le premier utilise le mouvement Brownien, le deuxi&eacute;me
les processus de L&eacute;vy. La derni&egrave;re technique est &eacute;labor&eacute;e &agrave; l’aide des EDS .
Mots cl&eacute;s :PCOC, processus stochastique, martingale &agrave; temps continu, mouvement Brownien, EDS.
Chapitre 1
Outils probabilistes
Dans ce chapitre, nous allons rappeler des notions essentielles en th&eacute;orie des processus stochastiques, nous commen&ccedil;ons par d&eacute;finir la classe des processus gaussiens
et nous donnons deux exemples importants dans cette classe : le mouvement Brownien et drap Brownien, nous rappelons ensuite les notions de martingale ainsi que
l’int&eacute;grale stochastique dans ces deux principale version : l’int&eacute;grale stochastique
au sens d’Itô et l’int&eacute;grale stochastique au sens Stratonovich et nous terminons ce
chapitre par les principales propri&eacute;t&eacute;s des fonctions convexes.
1.1
Variables al&eacute;atoires gaussiennes
La loi normale est l’une des principales distributions de probabilit&eacute;. Elle a &eacute;t&eacute;
introduite par le math&eacute;maticien Abraham de Moivre en 1733 qui l’utilisa afin d’approcher des probabilit&eacute;s associ&eacute;es &agrave; des variables al&eacute;atoires binomiales poss&eacute;dant un
param&egrave;tre n tr&egrave;s grand. Cette loi a &eacute;t&eacute; mise en &eacute;vidence par Laplace et Gauss au
XIXe si&egrave;cle et permet de mod&eacute;liser de nombreuses &eacute;tudes biom&eacute;triques. Sa densit&eacute;
de probabilit&eacute; dessine une courbe dite courbe en cloche ou courbe de Gauss.
D&eacute;finition 1.1.1 Soit m ∈ IR, σ ∈ IR+ , on dit qu’une v.a.rX suit une loi normale
d’esp&eacute;rance m, et de variance σ 2 si sa fonction de densit&eacute; fX est donn&eacute;e par
1
1 x−m 2
fX (x) = √ exp(− (
))
2
σ
σ 2π
et on note X ,→ N (m, σ 2 ).
3
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Remarque 1.1.2 Nous avons
– Si X suit la loi normale elle admet pour fonction caract&eacute;ristique, la fonction
ϕX (t) donn&eacute;e par
ϕX (t) = E(eitX ) = eitm−
σ 2 t2
2
, t ∈ IR
– Les v.a.r constantes sont des v.a.r gaussiennes de variance nulle (i.e σ = 0)
Les variables al&eacute;atoires gaussiennes sont tr&egrave;s importantes en th&eacute;orie de probabilit&eacute; car elles poss&egrave;dent de nombreuses propri&eacute;t&eacute;s. La proposition suivante &eacute;tablit
quelques unes.
Proposition 1.1.3 Soit σ ∈ IR+
loi
1. Si X ,→ N (0, σ 2 ), alors X est sym&eacute;trique (X = −X).
2. Si X est une variable al&eacute;atoire gaussienne, alors ∀a, b ∈ IR aX + b est encore
une variable al&eacute;atoire gaussienne.
La famille des variables al&eacute;atoires gaussiennes est ferm&eacute;e pour la convergence en
loi. Le th&eacute;or&egrave;me suivant l’illustre
Th&eacute;or&egrave;me 1.1.4 Soit (mn )n≥1 ; (σn )n≥1 deux suites de IR et IR+ resp, (Xn )n≥1 une
suite de v.a.r avec Xn ,→ N (mn , σn2 ).Si
loi
Xn → X
O&ugrave;
1.2
m = limn→+∞ mn
alors
et
X ,→ N (m, σ 2 )
σ = limn→+∞ σn
Vecteurs gaussiens
D&eacute;finition 1.2.1 Soit X = (X1 , X2 , ..., Xn ), X est un vecteur al&eacute;atoire gaussien si
toutes les combinaisons lin&eacute;aires de ses composantes sont gaussiennes
i.e
n
∀a1 , ..., an ∈ IR
X
i=1
est une v.a.r gaussienne.
ai Xi
1.3. PROCESSUS STOCHASTIQUES
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Proposition 1.2.2 Si X est un vecteur gaussien alors
1. Sa fonction caract&eacute;ristique ϕX est donn&eacute;e par
1
ϕX (u) = exp{i &lt; u, E(X) &gt; − (ut cov(X)u)}
2
O&ugrave;
&lt; u, E(X) &gt;=
2. Si ∀ i 6= j
dantes
Pn
i=1
ui E(Xi ) et cov(X) = (cov(Xi , Xj ))1≤
cov(Xi , Xj ) = 0
i,j≤ n
alors les v.a.r X1 , X2 , ...Xn sont ind&eacute;pen-
3. Si X ,→ N (m, K), o&ugrave; K est la matrice de covariance avec kij = cov(Xi , Xj ),
si K est inversible alors sa fonction de densit&eacute; est donn&eacute;e par
1
fX (x1 , ..., x2 ) = q
1
(2π)n det(K)
e− 2 &lt;K
−1 (x−m),(x−m)&gt;
Proposition 1.2.3 Soit X un vecteur gaussien
1. Si Y est un vecteur gaussien alors
(
loi
X=Y ⇔
E(X) = E(Y )
cov(X) = cov(Y )
loi
2. Si E(X) = 0, alors X est sym&eacute;trique (X = −X)
3. Invariance par transformation lin&eacute;aire i.e si Y = AX + b, o&ugrave; A est une appliquation lin&eacute;aire et b ∈ IRn , alors Y est un vecteur gaussien.
1.3
Processus stochastiques
Un processus stochastique est un ph&eacute;nom&egrave;ne qui &eacute;volue dans le temps d’une mani&egrave;re al&eacute;atoire. La vie quotidienne et la science nous donnent beaucoup d’exemples
de ce genre de ph&eacute;nom&egrave;ne, où en tout cas des ph&eacute;nom&egrave;nes qui peuvent &ecirc;tre compris de cette fa&ccedil;on. La m&eacute;t&eacute;o ; la population d’une ville ; le nombre de personnes
dans une file d’attente et la position d’une particule de pollen dans un fluide, sont
des exemples de processus stochastiques. Ce dernier fut &eacute;tudi&eacute; pour la premi&egrave;re fois
par l’&eacute;cossais Robert Brown en 1827 et re&ccedil;oit le nom de mouvement brownien. Il
joue un r&ocirc;le fondamental dans la th&eacute;orie des processus al&eacute;atoires, un peu comme la
distribution gaussienne dans la th&eacute;orie des probabilit&eacute;s.
En 1923, N. Wiener donne une d&eacute;finition math&eacute;matique du mouvement brownien.
Il &eacute;tudie en particulier ses trajectoires qui sont continues mais nulle part diff&eacute;rentiables. Par la suite, K. It&ocirc; d&eacute;veloppe un calcul diff&eacute;rentiel sp&eacute;cifique au mouvement
brownien : le calcul stochastique.
6
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Dans toute la suite, on consid&egrave;re un espace de probabilit&eacute; (Ω, F, P ) suppos&eacute;
complet de plus nous adaptons les d&eacute;finitions et les notations suivantes :
D&eacute;finition 1.3.1 Un processus stochastique est une famille de variables al&eacute;atoires
(Xt , t ∈ IR+ ) d&eacute;finie sur un espace de probabilit&eacute; (Ω, F, P ), et à valeur dans un
espace mesurable (E, E).
Dans la plupart des cas &eacute;tudi&eacute;s dans ce m&eacute;moire, l’espace (E, E) sera (IR, BIR )
ou (IRn , BIRn ).
D&eacute;finition 1.3.2
Soit (Xt ; t ∈ IR) un processus stochastique ;
1. Pour 0 ≤ s &lt; t, les variables al&eacute;atoires Xt −Xs , sont appel&eacute;es des accroissements
du processus (Xt )t≥0 .
2. Un processus (Xt ; t ∈ IR+ ) est &agrave; accroissements ind&eacute;pendants si pour toute
suite 0 &lt; t1 &lt; ... &lt; tn , les variables al&eacute;atoires Xt1 , Xt2 − Xt1 , ..., Xtn − Xtn−1
sont ind&eacute;pendantes.
3. Un processus (Xt ; t ∈ IR+ ) est à accroissements stastionnaires si, la distribution de la variable Xt+s − Xt ne d&eacute;pend pas de t. En d’autre termes pour tout
t ≥ 0, h &gt; 0, la loi de Xt+h − Xt est &eacute;gale à la loi de Xh − X0 .
4. Un processus (Xt ; t ∈ IR+ ) est un processus de L&eacute;vy, continu si
– X0 = 0 P.p.s
– (Xt ; t ∈ IR+ ) est &agrave; accroissements stationnaires et ind&eacute;pendants
– L’application t 7→ Xt est continue P.p.s
5. Soient (Xt )t≥0 et (Yt )t≥0 deux processus stochastique
– On dit que Y est une modification de X si on a
∀t≥0,
P (Xt = Yt ) = 1
– On dit que X et Y sont indistingable si on a
P (∀ t ≥ 0,
X t = Yt ) = 1
et on note X ≡ Y
D&eacute;finition 1.3.3 Un processus (Xt ; t ∈ IR+ est à trajectoires continues si
P ({ω ∈ Ω : l’application t → Xt (ω) est continue}) = 1.
1.4. PROCESSUS GAUSSIEN
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A pr&eacute;sent, on introduit le premier exemple de processus stochastique : le processus gaussien.
1.4
Processus Gaussien
D&eacute;finition 1.4.1 Un processus stochastique X = (Xt )t≥0 est un processus gaussien
si toutes ses lois de dimension finie sont gaussiennes i.e
∀n ≥ 1; ∀t1 , ..., tn ∈ IR+
(Xt1 , ..., Xtn ) est un vecteur gaussien
D’une mani&egrave;re &eacute;quivalente
X = (Xt )t≥0
est un processus gaussien ⇔ ∀n ≥ 1; ∀t1 , ..., tn ∈ IR+ ∀a1 , ..., an ∈ IR
n
X
ak Xtk
est une V.a.r gaussienne
k=1
Remarque 1.4.2 Si X = (Xt )t≥0 est un processus gaussien alors la fonction a(t) =
E(Xt ) est appel&eacute;e fonction moyenne et la fonction K(s, t) = cov(Xt , Xs ) est appel&eacute;e
fonction de covariance
Proposition 1.4.3 Soit (Xt )t≥0 un processus gaussien
1. Si (Yt )t≥0 est un processus gaussien, alors
(
loi
∀t ≥ 0 , X = Y ⇔
E(Xt ) = E(Yt )
cov(Xt ) = cov(Yt )
loi
2. Si E(Xt ) = 0, alors Xt est sym&eacute;trique (Xt = −Xt )
3. Si Yt = AXt , o&ugrave; A est une application lin&eacute;aire, alors (Yt ) est un processus
gaussien
1.5
Le mouvement Brownien
Comme exemple d’un prcessus gaussien, consid&eacute;rons le mouvement Brownien
D&eacute;finition 1.5.1 On appelle mouvement Brownien (standard) un processus stochastique (Bt ; t ∈ IR+ ) v&eacute;rifiant
8
CHAPITRE 1. OUTILS PROBABILISTES
i) B0 = 0 P.p.s ;
ii)(Bt ; t ∈ IR+ ) est à accroissements ind&eacute;pendants,
iii) ∀0 ≤ s &lt; t, la variable al&eacute;atoire Bt − Bs suit une loi normale N (0, t − s).
iv) L’application t 7→ Bt est continue P.p.s.
Proposition 1.5.2 Les 3 propri&eacute;t&eacute;s suivantes sont &eacute;quivalentes
1.
(
ii)(Bt ; t ∈ IR+ ) est &agrave; accroissements ind&eacute;pendants,
iii)∀0 ≤ s &lt; t, Bt − Bs suit une loi normale N (0, t − s)
2.
3.
(
0
ii )∀t ≥ 0, Bt suit une loi normale N (0, t),
0
iii )∀0 &lt; s ≤ t, Bt − Bs et Bs sont ind&eacute;pendants
(
00
ii )(Bt )t≥0 est un processus gaussien, centr&eacute; ,
00
iii )∀s, t ∈ IR+ , cov(Bt , Bs ) = E[Bt Bs ] = s ∧ t.
Le mouvement Brownien poss&egrave;de trois propri&eacute;t&eacute;s essentielles, et sont donn&eacute;es
par la proposition suivante
Proposition 1.5.3 Soit B = (Bt ; t ∈ IR+ ) un mouvement Brownien, alors
a) Le processus (−B) = (−Bt ; t ∈ IR+ ), est un mouvement Brownien.
b) Pour tout s &gt; 0, le processus
(s)
(Bt = Bt+s − Bs ; t ∈ IR+ )
est un mouvement Brownien ind&eacute;pendant de σ(Bu , u ≤ s) ;
(c’est la propri&eacute;t&eacute; de Markov simple)
c) Si λ &gt; 0, et si Btλ = λ1 Bλ2 t , t ≥ 0 alors le processus B λ = (Btλ )t≥0 est un
mouvement Brownien.(changement d’&eacute;chelle)
Preuve de la proposition .
a) Sym&eacute;trie.
i) −B0 = 0 P p.s.
ii00 ) on a (−Bt ) est de m&ecirc;me loi que Bt . En effet : Bt ,→ N (0, t), donc −Bt
(d)
est sym&eacute;trique, ainsi −Bt = Bt , alors −Bt ,→ N (0, t).
iii00 ) ∀ s, t ∈ IR ; cov((−Bt )(−Bs )) = E[(−Bt )(−Bs )] = E[Bt Bs ] = t ∧ s.
iv) L’application t 7→ −Bt est continue P p.s.
et d’apr&egrave;s la d&eacute;finition(1.5.1) et la proposition(1.5.2), (−B) est un mouvement Brownien.
1.6. DRAP BROWNIEN
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b) Propri&eacute;t&eacute; de Markov simple.
Soit s &gt; 0, alors
(s)
i) B0 = Bs − Bs = 0 P p.s,
(s)
ii) ∀t &gt; 0, Bt suit une loi normale N (0, t),
iii) Si u &lt; v, alors Bu(s) − Bv(s) et Bu(s) sont ind&eacute;pendants, en effet :
∀s &gt; 0, et pour u &lt; v, Bu(s) − Bv(s) = Bv+s − Bs − Bu+s + Bs = Bv+s −
Bu+s . Puisque s &lt; u + s &lt; v + s, alors Bv+s − Bu+s et Bu+s + Bs sont
ind&eacute;pendants.
iv) Les deux applications s 7→ Bt+s et s 7→ −Bs P p.s. sont continues donc
l’application t 7→ Bt+s − Bs l’est aussi.
c) Changement d’&eacute;chelle. Soit λ &gt; 0, on a
i) B0λ = λ1 B0 = 0 P p.s.
ii00 ) Il est clair que (Btλ )t≥0 est un processus gaussien, continu et centr&eacute;.
iii00 ) ∀t, s ∈ IR+ , on a :
1
1
cov(Bsλ , Btλ ) = cov( Bλ2 s , Bλ2 t )
λ
λ
1
=
cov(Bλ2 s , Bλ2 t )
λ2
1 2
(λ s ∧ λ2 t)
=
λ2
= s ∧ t.
iv) L’application t 7→ Btλ est continue P p.s.
D’où B λ = (Btλ )t≥0 est un mouvement Brownien.
1.6
Drap Brownien
Un autre exemple du processus gaussien : Le drap Brownien
D&eacute;finition 1.6.1 Un drap Brownien (Ws,u , s, u ≥ 0) index&eacute; par IR+ &times; IR+ est un
processus gaussien centr&eacute; de fonction de covariance
cov(Ws,u , Ws0 ,u0 ) = K(s, u; s0 , u0 ) = (s ∧ s0 )(u ∧ u0 )
Proposition 1.6.2 Soit (Bt , t ≥ 0) un mouvement Brownien et (Ws,u , s, u ≥ 0)
un drap Brownien.
Alors
10
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loi
1. Pour tout t ≥ 0 fix&eacute; :
(But , u ≥ 0) = (Wu,t , u ≥ 0)
2. Pour tout u ≥ 0 fix&eacute;, ∀s ≤ t
,
Wu,t − Wu,s est ind&eacute;pendant de Wu,s
Preuve La d&eacute;monstartion de cette proposition d&eacute;coule de la d&eacute;finition
loi
1. Montrons que pour t ≥ 0 fix&eacute; (But , u ≥ 0) = (Wu,t , u ≥ 0).
Puisque le drap Brownien est un processus gaussien, il suffit donc de montrer
que pour tout t ≥ 0 fix&eacute;, on a :
(
E(Wu,t ) = E(But )
cov(Wu,t , Wu0 ,t ) = cov(But , Bu0 t )
Puisque le mouvement Brownien et le drap Brownien sont des processus gaussiens centr&eacute;s, alors
E(Wu,t ) = 0 = E(But )
De plus
cov(Wu,t , Wu0 ,t ) = (u ∧ u0 )(t ∧ t)
= (u ∧ u0 )t
= (ut ∧ u0 t)
pour t ≥ 0, on a :
cov(Wu,t , Wu0 ,t ) = cov(But , Bu0 t )
2. Montrons que pour tout u ≥ 0 fix&eacute;, ∀s ≤ t on a :
Wu,t − Wu,s est ind&eacute;pendant de Wu,s
Comme (Wu,t , u, t ≥ 0) est un processus gaussien, la combinaison lin&eacute;aire
suivante
a(Wu,t − Wu,s ) + b(Wu,s ) = a(Wu,t ) + (b − a)Wu,s
est une variable al&eacute;atoire gaussienne. Ainsi (Wu,t − Wu,s , Wu,s )t est un vecteur
al&eacute;atoire gaussien.
Donc il suffit de montrer que cov(Wu,t − Wu,s , Wu,s ) = 0
cov(Wu,t − Wu,s , Wu,s ) = cov(Wu,t , Wu,s ) − cov(Wu,s , Wu,s )
= u(t ∧ s) − us
= us − us
1.7. MARTINGALES &Agrave; TEMPS DISCRET
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Puisque s ≤ t, on obtient
cov(Wu,t − Wu,s , Wu,s ) = 0
Remarque 1.6.3
1. On peut montrer aussi que pour tout u ≥ 0 fix&eacute;,
∀s0 ≤ s ≤ t Wu,t − Wu,s
et
Wu,s0 sont ind&eacute;pendants
Comme
a(Wu,t − Wu,s ) + b(Wu,s0 ) = a(Wu,t ) − aWu,s + bWu,s0
est une variable al&eacute;atoire gaussienne, nous avons
cov(Wu,t − Wu,s , Wu,s0 ) = cov(Wu,t , Wu,s0 ) − cov(Wu,s , Wu,s0 )
= u(t ∧ s0 ) − u(s ∧ s0 )
= us0 − us0
pour s0 ≤ s ≤ t, ainsi
cov(Wu,t − Wu,s , Wu,s0 ) = 0
2. Pour s ≤ t Wu,t − Wu,s est une variable al&eacute;atoire gaussienne puisque c’est une
combinaison lin&eacute;aire des variables d’un processus gaussien.
Avec
var(Wu,t − Wu,s ) =
=
=
=
cov(Wu,t − Wu,s , Wu,t − Wu,s )
cov(Wu,t , Wu,t ) − cov(Wu,t , Wu,s ) − cov(Wu,s , Wu,t ) + cov(Wu,s , Wu,s )
ut − us − us + us
u(t − s)
Donc
Wu,t − Wu,s ∼ N (0, u(t − s))
1.7
Martingales &agrave; temps discret
D&eacute;finitions 1.7.1 − Une filtration (Fn )n≥0 est une suite croissante de sous tribue
de F
12
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− Soit (Fn ) une filtration de (Ω, F, P ) alors (Ω, F, (Fn ), P )est appel&eacute; espace de
probabilit&eacute; filtr&eacute;
− Soit (Xn ) une suite de variables al&eacute;atoires r&eacute;elles, (Fn ) une filtration de (Ω, F, P )
On dit que la suite (Xn ) est &agrave; adapt&eacute;e &agrave; la filtration (Fn ) si
∀n ≥ 0 Xn est Fn −mesurable
− Soit (Fn ) une filtration, soit T : Ω → IN ∪ {∞}
T est un temps d’arrêt par rapport &agrave; (Fn ) si
∀n ∈ IN
,
une application , on dit que
{T ≤ n} ∈ Fn
D&eacute;finition 1.7.2 On dit que la suite de variable al&eacute;atoire (Xn ) est une martingale
si ∀n ∈ IN
1. E|Xn | &lt; ∞
2. Xn est Fn −mesurable
3. E(Xn+1 /Fn ) = Xn
Exemple 1.7.3 Soit Xn une suite de variables al&eacute;atoires r&eacute;elles centr&eacute;es int&eacute;grables
et ind&eacute;pendantes avec Fn = σ(Xk , k ≤ n)
On pose
Sn =
n
X
Xk
k=1
Alors Sn est une martingale
– Sn est Fn − mesurable
P
– E(|Sn |) ≤ nk=1 E|Xk | &lt; ∞
– E(Sn+1 /Fn ) = E(Sn + Xn+1 /Fn ) = Sn + E(Xn+1 /Fn ) = Sn
D&eacute;finition 1.7.4 Une famille de variable al&eacute;atoire (Xn )n∈IN est une surmartingale
(resp. sous martingale) par rapport &agrave; (Fn )n∈IN si pour tout n ≥ 0
1. E|Xn | &lt; ∞
2. Xn est (Fn )−mesurable
3. E(Xn+1 /Fn ) ≤ Xn
(resp
E(Xn+1 /Fn ) ≥ Xn )
Exemple 1.7.5 Si Xn est une martingale alors Xn2 est une sous martingale
1.8. MARTINGALES &Agrave; TEMPS CONTINU
1.8
13
Martingales &agrave; temps continu
D&eacute;finition 1.8.1 − Une filtration (Ft )t≥0 est une suite croissante de sous tribu
de F
− Soit (Ft ) une filtration de (Ω, F, P ) alors (Ω, F, (Ft )t≥0 , P )est appel&eacute; espace de
probabilit&eacute; filtr&eacute;
− Soit (Xt ) un processus, (Ft ) une filtration de (Ω, F, P )
On dit que (Xt ) est &agrave; adapt&eacute; &agrave; la filtration (Ft ) si
∀t ≥ 0 Xt est Ft −mesurable
− Soit (Ft )t≥0 une filtration, on d&eacute;fini la filtration suivante
Ft+ = (
\
Fs )
s&gt;t
− Soit (Ft ) une filtration, T : Ω → IR+ ∪ {∞}
est un temps d’arrêt par rapport &agrave; (Ft ) si
∀t ∈ IR+
une application , on dit que T
{T ≤ t} ∈ Ft
Passons maintenant &agrave; la d&eacute;finition de martingale.
D&eacute;finition 1.8.2 un processus (Xt ) tel que ∀t ∈ IR+ ,
et E|Xt | &lt; ∞ est appel&eacute;
Xt est (Ft )−mesurable
1. Une martingale si
∀ 0 ≤ s ≤ t E(Xt /Fs ) = Xs
2. Une surmartingale si
∀ 0 ≤ s ≤ t E(Xt /Fs ) ≤ Xs
3. Une sousmartingale si
∀ 0 ≤ s ≤ t E(Xt /Fs ) ≥ Xs
Exemple 1.8.3 Le premier exemple de martingale &agrave; temps continu est donn&eacute; par
le mouvement Brownien
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1. (Bt )t≥0 est une martingale par rapport à sa filtration naturelle (FtB , t ∈ IR+ ).
i) Rappellons d’abord que pour tout t &gt; 0, Bt ,→ N (0, t), ainsi
Z +∞
1 − y2
e 2t dy
−∞
2πt
Z +∞
1 − y2
y√
= 2
e 2t dy
0
2πt
s
2t Z +∞ y − y2
=
e 2t dy
π 0
t
E[|Bt |] =
s
=
s
=
|y| √
&middot;
y2
2t
− e− 2t
π
&cedil;+∞
0
2t
&lt; ∞.
π
ii) ∀t &gt; s ≥ 0, on a
E[Bt /FtB ] = E[Bt − Bs /FtB ] + E[Bs /FtB ]
= E[Bt − Bs ] + Bs
= Bt .
2. Pour tout θ ∈ IR , (exp{θBt − 2t θ2 }; t ≥ 0) est une martingale, en effet : Soit
0 ≤ s &lt; t,
t 2
t
E[exp{θBt − θ2 }/Fs ] = e− 2 θ E[eθBt −θBs eθBs /Fs ]
2
t 2
= e− 2 θ +θBs E[eθ(Bt −Bs ) /Fs ]
t 2
+θB
= e− 2 θ
E[eθ(Bt −Bs ) ]
Z +∞
x2
1
− 2t θ2 +θBs
= e
{q
eθx e− 2(t−s) dx}
2π(t − s) −∞
s
car Bs est Fs -mesurable, Bt − Bs est ind&eacute;pendant de Fs
et (Bt − Bs ) ,→ N (0, t − s).
De plus, en appliquant le changement de variable [x =
√
t − sy], nous obtenons
(t−s)
t 2
1 Z +∞ − (y−√t−sθ)2
− 2t θ 2 +θBs + 2 θ2
2
E[exp{θBt − θ }/Fs ] = e
{√
e
dy}
2
2π −∞
s
= exp{− θ2 + θBs }.
2
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D&eacute;finitions 1.8.4 Soit X = (Xt )t≥0 un processus stochastique
1) On dit que X = (Xt )t≥0 est uniform&eacute;m&eacute;nt int&eacute;grable si :
Z
lim sup
α→+∞ t≥0
(|Xt |&gt;α)
|Xt |dP = 0.
2) Si p ≥ 1, on dit que X = (Xt )t≥0 est born&eacute; dans Lp si :
sup E[|Xt |p ] &lt; ∞.
t≥0
Th&eacute;or&egrave;me 1.8.5 Un processus X = (Xt )t≥0 est uniform&eacute;ment int&eacute;grable si et
seulement si
a. X = (Xt )t≥0 est born&eacute; dans L1 .
b. ∀ε &gt; 0, ∃αε &gt; 0 tel que : si A ∈ F avec P (A) &lt; αε alors
Z
sup
t≥0
A
|Xt |dP &lt; ε.
Proposition 1.8.6 Soit X = (Xt )t≥0 un processus stochastique :
1) S’il existe v.a.r Z ≥ 0 avec Z ∈ L1 et |Xt | ≤ Z, ∀t ≥ 0, alors X = (Xt )t≥0 est
uniform&eacute;ment int&eacute;grable.
2) Soit g : IR+ → IR+ tel que :
i) limt→+∞
g(t)
t
= +∞.
ii) supt E[g(|Xt |)] &lt; ∞.
Alors, X = (Xt )t≥0 est uniform&eacute;ment int&eacute;grable.
3)Si X = (Xt )t≥0 est born&eacute;e dans Lp , (p &gt; 1), alors X = (Xt )t≥0 est uniform&eacute;ment
int&eacute;grable
Proposition 1.8.7 Soit B une sous-tribu de F, Y un vecteur al&eacute;atoire &agrave; n composantes B−mesurable et X une variable al&eacute;atoire ind&eacute;pendante de B. Alors, pour
toute fonction mesurable h : IRn+1 → IR,
E[h(Y, X)/B] = φ(Y ), P.p. s,
o&ugrave; φ(t) = E(h(t, X)).
(1.1)
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Preuve de la proposition . Soit h une fonction mesurable born&eacute;e, Z ∈ B et
Z ≥ 0. On a
Z
φ(y) = h(y, x)fX (x)dx,
et
Z
E[Zh(Y, X)) =
n+2
ZIR Z
=
z[
Z
=
zh(y, x)fY,Z (y, z)fX (x)dxdzdy
Z
IRn
( h(y, x)fX (x)dx)fY,Z (y, z)dy]dz
zφ(y)fY,Z (y, z)dydz
= E[Zφ(Y )];
d’où φ(t) = E[h(t, X)].
1.9
L’int&eacute;gration stochastique
Dans ce paragraphe, on s’int&eacute;resse essentiellement aux variables
Z t
0
Hs dXs
Hs et Xs sont des processus stochastiques.
Pour cela, nous &eacute;tudions deux notions essentielles pour le calcul stochastique : &quot;la
martingale locale&quot; et &quot;la semimartingale&quot; . On suppose un espace de probabilit&eacute; filtr&eacute;
(Ω, F, (Ft )t≥0 , P ). donn&eacute;.
1.9.1
Int&eacute;grale de Riemann Stieljes
Pour d&eacute;finir l’int&eacute;grale de Riemann−Stieljes, commen&ccedil;ons d’abors par d&eacute;finir les
fonctions &agrave; variation born&eacute;e
D&eacute;finition 1.9.1.1 1. Soit a, b ∈ IR, ∆ une subdivision de l’intervalle [a, b]
i.e ∆ = {a = x0 &lt; x1 &lt; ... &lt; xn = b} et on note par |∆| = max1≤i≤n |xi −xi−1 |.
Alors la variation de la fonction f sur [a, b] est la quantit&eacute;
S∆ (f, [a, b]) =
n
X
|f (xi ) − f (xi−1 )|
i=1
2. La variation totale de f sur [a, b] est
Vab (f ) = sup S∆ (f, [a, b])
∆
1.9. L’INT&Eacute;GRATION STOCHASTIQUE
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3. Finalement, on dit que f est &agrave; variation born&eacute;e sur [a, b] si
Vab (f ) &lt; ∞
Exemples 1.9.1.2 Les fonctions monotones, lipshitziennes ou de classe C 1 sont &agrave;
variation born&eacute;e
En effet
1. supposons que f est une fonction croissante (resp d&eacute;croissante), alors
S∆ (f, [a, b]) =
=
n
X
|f (xi ) − f (xi−1 )|
k=0
n
X
[f (xi ) − f (xi−1 )]
k=0
= f (xn ) − f (x0 )
= f (b) − f (a)(respf (a) − f (b))
2. Si f est une fonction lipschitzienne, ∃ c &gt; 0, ∀x, y ∈ [a, b]
|f (x) − f (y)| ≤ c|x − y|
Alors
S∆ (f, [a, b]) =
n
X
|f (xi ) − f (xi−1 )|
k=0
n
X
≤ c
[xi − xi−1 ]
k=0
≤ c(b − a)
Ainsi Vab (f ) ≤ c(b − a) &lt; ∞
3. Si f est d&eacute;rivable, par le th&eacute;or&egrave;me des accroissements finis, on obtient
pour u ∈ [x, y],
|f (x) − f (y)| = |f 0 (u)||x − y|
Alors f est &agrave; variation born&eacute;e par le même raisonnement que le point 2)
D&eacute;finition 1.9.1.3 Soit f et φ deux fonctions definies sur [a, b],
(n)
(n)
= b} une suite subdivision de [a, b], avec
∆n = {a = x0 &lt; x1 &lt; ... &lt; xp(n)
n
|∆n |
limn→+∞
→
(n)
0 et (ξi )1≤i≤n une suite de [a, b] v&eacute;rifiant
(n)
(n)
∀ 1 ≤ i ≤ n xi−1 ≤ ξi
(n)
≤ xi
18
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On dit que f est int&eacute;grable par rapport &agrave; φ au sens de Riemann Stieljes si
I := lim
pn
X
n→+∞
(n)
(n)
(n)
f (ξi )(φ(xi ) − φ(xi−1 ))
i=1
existe et fini
Dans ce cas on note
I=
Z b
a
f (x)dφ(x)
Th&eacute;or&egrave;me 1.9.1.4 Si f est une fonction continue sur [a, b] et si φ est &agrave; variation
born&eacute;e sur [a, b], alors
Z b
a
1.9.2
f (x)dφ(x) &lt; ∞
Processus &agrave; variations born&eacute;es
D&eacute;finition 1.9.2.1 Soit At un processus continu, adapt&eacute;
1. On dit que At est croissant, si pour tout ω ∈ Ω
t → At (ω)
est croissante
2. On dit que At est &agrave; variation born&eacute;e, si pour tout ω ∈ Ω
t → At (ω)
est &agrave; variation born&eacute;
Remarque 1.9.1 1. Soit At un processus continu, adapt&eacute;, At est un processus &agrave;
variation born&eacute;e si et seulment s’il existe A1t , A2t deux processus croissants tel
que At = A1t − A2t
2. Le mouvement Brownien est un exemple d’un processus qui est &agrave; variation non
born&eacute;e sur n’importe quel intervalle [a, b] de IR+ , car
P (Vab (Bt ) &lt; ∞) = 0
1.9.3
Variations quadratiques
D&eacute;finition 1.9.3.1 Soit (∆n )n≥0 une suite de subdivision de [0,t], v&eacute;rifiant
n→+∞
|∆n | → 0 et (Xt )t≥0 un processus continu
Posons
Tt∆n (X) =
pX
n −1
i=1
(Xtni+1 ∧t − Xtni ∧t )2
1.9. L’INT&Eacute;GRATION STOCHASTIQUE
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On dit que le processus (Xt )t≥0 est &agrave; variation quadratique fini sur [0, t], si
lim Tt∆n (X) existe en probabilit&eacute;
n→+∞
Dans ce cas, on note par
&lt; X, X &gt;t = lim Tt∆n (X)
n→+∞
Exemple 1.9.3.2 Soit (Bt , t ≥ 0) un mouvement Brownien, alors
∀t ≥ 0
(n)
(n)
t0
&lt; B, B &gt;t = t
(n)
t1
&lt;
&lt; ... &lt; t(n)
En effet Soit ∆ = {0 =
pn = t} une suite de subdivision de
n→+∞
[0, t], avec |∆n | → 0, on a d’une autre part
pn
X
(n)
(ti
i=1
(n)
(n)
− ti−1 ) = t(n)
pn − t0 = t
D’autre part
Tt∆n (B) − t =
=
pn
X
i=1
pn
X
i=1
(Bt(n) − Bt(n) )2 − t
i
i−1
(n)
[(Bt(n) − Bt(n) )2 − (ti
i
i−1
Posons
(n)
Xin = [(Bt(n) − Bt(n) )2 − (ti
i
i−1
(n)
− ti−1 )]
(n)
− ti−1 )]
Alors les variables al&eacute;atoires (Xin )1≤i≤pn v&eacute;rifient
1. E(Xin ) = 0
2. les variables al&eacute;atoires (Xin )1≤i≤pn sont ind&eacute;pendantes
3. E(Xin Xjn ) = 0 , pour i 6= j
Donc
pn
X
E[(Tt∆n (B) − t)2 ] = E[(
(n)
Xi )2 ]
i=1
=
pn
X
(n) 2
E[Xi
]+2
i=1
=
pn
X
pn
X
(n)
(n)
E[Xi Xj ]
i=1
(n) 2
E[Xi
i=1
pn
X
= 2
(n)
(ti
]
(n)
− ti−1 )2
i=1
(n)
≤ 2 max |ti
(n)
− ti−1 |
pn
X
(n)
|ti
i=1
≤ 2t|∆n |
(n)
− ti−1 |
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D’o&ugrave;
lim E[(Tt∆n (B) − t)2 ] = 0
n→+∞
Parsuite
L2
proba
Tt∆n (B) → t ⇒ Tt∆n (B) → t =&lt; B, B &gt;t
D&eacute;finition 1.9.2 Un processus adapt&eacute;, continu M = (Mt )t≥0
est une (Ft , P )−martingale locale, s’il existe une famille de temps d’arr&ecirc;ts {Tn , n ≥
1}, telle que
1) la suite (Tn )n≥1 est croissante et limt→∞ Tn = +∞ p.s.,
2) pour tout n, le processus M Tn 1[Tn &gt;0] = (MtTn 1[Tn &gt;0] )t≥0 est une (Ft , P )martingale
uniform&eacute;ment int&eacute;grable.
Exemple 1.9.3
Le mouvement brownien, ou g&eacute;n&eacute;ralement, toute martingale continue est une martingale locale, en effet : il suffit de prendre Tn = n, on a
1)
Tn % +∞.
2)
pour tout n, on a ∀t ≥ 0, MtTn 1[Tn &gt;0] = Mtn 1[n&gt;0] = Mtn = Mt∧n est uniform&eacute;ment int&eacute;grable par rapport à t, pour tout n, en effet
si t &lt; n
d’apr&egrave;s la proposition(1.8.6), si on prend g(t) = t2 , alors i) et
ii) sont &eacute;videmment v&eacute;rifi&eacute;s, donc Mt est uniform&eacute;ment int&eacute;grable.
si t ≥ n
Mn est uniform&eacute;ment int&eacute;grable par rapport à t, pour tout n.
D&eacute;finition 1.9.4 Soit X = (Xt )t≥0 un processus continu, on dit que X est une
semimartingale s’il s’&eacute;crit
Xt = X0 + Mt + At
O&ugrave; Mt est une martingale locale continue issue de 0 et At est un processus continu
&agrave; variation born&eacute;e issu de 0
Th&eacute;or&egrave;me 1.9.5 1. Si M = (Mt )t≥0 est une martingale locale continue et
A = (At )t≥0 un processus continu &agrave; variation born&eacute;e , alors
&lt; A, A &gt;≡ 0 ≡&lt; M, A &gt;
2. Si Xt = X0 + Mt + At
alors
et
Yt = Y0 + Nt + Bt sont deux semimartingales,
&lt; X, Y &gt;≡&lt; M, N &gt;
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Remarque 1.9.6 Soit (Ht ; t ∈ IR+ ) un processus continu et (Vt ; t ∈ IR+ ) un processus à variation born&eacute;e. On d&eacute;finit
Z t
(
0
Hs dVs )(ω) =
Z t
0
Hs (ω)dVs (ω),
cette int&eacute;grale est d&eacute;finie trajectoire par trajectoire, puisque c’est l’int&eacute;grale au sens
de Riemann-Stieltjes.
D&eacute;finition 1.9.7 Si M est une martingale locale continue, on note par L2loc (M )
l’espace des processus continus et adapt&eacute;s H = (Ht )t≥0 v&eacute;rifiants
∀t ≥ 0
Notation
On note par
E(
Z t
0
Z t
0
Hs2 d &lt; M, M &gt;s ) &lt; ∞
Hs dXs = (H.X)t
Th&eacute;or&egrave;me 1.9.8 1. Soit M = (Mt )t≥0 une martingale locale continue issu de 0,
alors il existe une martingale locale continue issue de 0 not&eacute;e H.M tel que pour
toute martingale locale N = (Nt )t≥0
∀t ≥ 0
O&ugrave;
&lt; M, N &gt;= lim
n→+∞
&lt; H.M, N &gt;t = (H. &lt; M, N &gt;)t
pX
n −1
i=1
(Mtni+1 ∧t − Mtni+1 ∧t )(Ntni+1 ∧t − Ntni+1 ∧t )
en probabilit&eacute;
2. Soit X = (Xt )t≥0 une semimartingale continue telle que Xt = X0 + Mt + Vt o&ugrave;
M = (Mt )t≥0 est une martingale locale continue et V = (Vt )t≥0 un processus
continu &agrave; variation born&eacute;e alors
(H.X)t =
Z t
0
Hs dMs +
Z t
0
Hs dVs
Le th&eacute;or&egrave;me suivant pr&eacute;sente quelques propri&eacute;t&eacute;s de l’int&eacute;grale stochastique
Th&eacute;or&egrave;me 1.9.9 1. Si X est une martingale locale continue alors H.X est une
martingale locale continue
2. Si X est une martingale continue, born&eacute;e dans L2 alors H.X l’est aussi
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3. Si X est un processus continue &agrave; variation born&eacute;e alors H.X est un processus
&agrave; variation born&eacute;e
4. Si X est une semimartingale continue alors H.X l’est aussi
5. Soit M = (Mt , t ≥ 0) une martingale, si
Z t
E(
0
Hs2 d &lt; M, M &gt;s ) &lt; ∞
∀t ≥ 0
Alors H.X est une martingale De plus
E[(
Z t
0
Z t
Hs dMs )2 ] = E(
0
Hs2 d &lt; M, M &gt;s )
En particulier, si H = (Ht )t≥0 un processus de L2loc (B), alors
(Mt =
Z t
0
Hs dBs , t ≥ 0)
est une martingale
Th&eacute;or&egrave;me 1.9.10 Soit X une semimartingale continue, H = (Ht )t≥0 un processus
n→+∞
continu adapt&eacute; et (∆n )n≥0 une suite de subdivision de [0,t], v&eacute;rifiant |∆n | → 0
Alors
pX
n −1
i=1
H (X
tin
tn
i+1
−X )→
tn
i
Z t
0
Hs dXs
,
en probabilit&eacute;
Th&eacute;or&egrave;me 1.9.11 (Formule d’Itô)
1. Soit X et Y deux semimartingales continues, alors
Xt Yt = X0 Y0 +
Z t
0
Xs dYs +
Z t
0
Ys dXs + &lt; X, Y &gt;t
Cette formule est celle d’int&eacute;gration par partie
2. Soit X une semimartingale continue et f ∈ C 2 (IR, IR) ; alors f (X) est une
semimartingale continue et
f (Xt ) = f (X0 ) +
Rt 0
1 R t 00
0 f (Xs )dXs + 2 0 f (Xs )dhX, Xis .
(1.2)
3. Soit X et Y deux semimartingales continues, F : IR2 → IR2 de classe C 2 , alors
F (Xt , Yt ) est une semimartingale et on a
F (Xt , Yt ) = F (X0 , Y0 ) +
+
2 Z t
X
∂
i
i=1 0 ∂x
F (Xs , Ys ) dXsi
2 Z t
1 X
∂2
F (Xs , Ys ) d &lt; X i , X j &gt;s
2 i,j=1 0 ∂xi xj
1.10. L’INT&Eacute;GRALE DE STRATONOVICH
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L’int&eacute;grale de Stratonovich
L’int&eacute;grale de Stratonovich d&eacute;velopp&eacute;e par Ruslan L. Stratonovich et D. L. Fisk
est une int&eacute;grale stochastique. G&eacute;n&eacute;ralement l’int&eacute;grale d’Itô est la plus utilis&eacute;e, malgr&eacute; que parfois l’int&eacute;grale de Stratonovich est plus simple &agrave; utiliser.
Il est possible de passer d’une &agrave; l’autre en effectuant des changements de variables
simple ce qui les rend &eacute;quivalentes. Le choix entre les deux int&eacute;grales est une question
de convenance.
n→+∞
D&eacute;finition 1.10.1 Soit (∆n )n≥0 une suite de subdivision de [0,t], v&eacute;rifiant |∆n | →
0 et X, Y deux semimartingales continues
Posons
pn
1X
∆n
S =
(Xtn − Xtni )(Ytni+1 − Ytni )
2 i=1 i+1
si
lim S ∆n existe en proba
n→+∞
Alors, on pose
Z t
0
Xs ◦ dYs = lim S ∆n
n→+∞
On remarque qu’il y a une diff&eacute;rence entre cette int&eacute;grale et l’int&eacute;grale d’Itô, mais il
y a une relation entre eux, la proposition suivante nous donne cette relation.
Proposition 1.10.2 Soient X et Y deux semimartingales continues et f de classe
C 1 , alors
1.
Z t
Z t
1
Xs ◦ dYs =
Xs dYs + &lt; X, Y &gt;t
2
0
0
2.
Z t
Z t
1Z t 0
f (Xs ) d &lt; X, Y &gt;s
f (Xs ) ◦ dYs =
f (Xs )dYs +
2 0
0
0
3. De cette proposition, on en d&eacute;duit la relation suivante
– Soit (Bt , t ≥ 0) un mouvement brownien, σ est de classe C 2 telle que les
fonctions σ et σσ 0 sont lipshitziennes, tel que
Xt =
Alors nous avons
Z t
0
σ(Xs ) ◦ dBs
1Z t 0
σ (Xs )σ(Xs )ds
2 0
0
– Soit f une fonction deux fois d&eacute;rivable on a le r&eacute;sultat suivant
Xt =
Z t
σ(Xs )dBs +
f (Xt ) =
Z t
0
f 0 (Xs )σ(Xs ) ◦ dBs
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En effet
Z t
1 Z t 00
f (Xt ) =
f (Xs )dXs +
f (Xs ) d &lt; X, X &gt;s
2 0
0
Z t
1Z t 0
0
f (Xs )σ(Xs )dBs +
f (Xs )σ 0 (Xs )σ(Xs )ds
=
2 0
0
1 Z t 00
2
f (Xs )σ (Xs )ds
+
2 0
Z t
1Z t 0
0
=
f (Xs )σ(Xs )dBs +
(f (Xs )σ(Xs ))0 σ(Xs )ds
2 0
0
=
Z t
0
0
f 0 (Xs )σ(Xs ) ◦ dBs
Contrairement &agrave; l’int&eacute;grale d’Itô, on a en g&eacute;n&eacute;rale
Z t
E(
0
Xs ◦ dBs ) 6= 0
O&ugrave; (Xt )t≥0 un processus continu.
1.11
Equations diff&eacute;rentielles stochastiques
Le calcul diff&eacute;rentiel donne un cadre &agrave; la notion d’&eacute;quation diff&eacute;rentielle ordinaire, qui sert de mod&egrave;le pour des ph&eacute;nom&egrave;nes variables dans le temps. Quand on a
voulu ajouter &agrave; ces &eacute;quations des perturbations al&eacute;atoires, on a &eacute;t&eacute; g&eacute;n&eacute; par
la non
Rt
diff&eacute;rentiabilit&eacute; du MB. Pour cela on a commenc&eacute; par donner un sens &agrave; 0 Hs dBs ,
pour ensuite d&eacute;finir la notion d’&eacute;quation diff&eacute;rentielle stochastique.
Dans toute cette partie, on s’int&eacute;ressera &agrave; l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle stochastique
dXt = b(t, Xt )dt + σ(t, Xt )dBt
∀t ∈ [0, T ]
Avec
b : [0, T ] &times; IR → IR
et
σ : [0, T ] &times; IR → IR
sont deux fonctions mesurables
D&eacute;finition 1.11.1 On dit que (Xt ) est une solution de l’EDS, si elle verifie l’&eacute;quation int&eacute;grale
Z t
Z t
Xt = X0 +
b(s, Xs )ds +
σ(s, Xs )dBs
0
0
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Th&eacute;or&egrave;me 1.11.2 (Existance et unicit&eacute;)
On suppose qu’il existent deux constantes K, C tel que pour tout t ∈ [0, T ], x, y ∈ IR
1. Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps
|b(t, x) − b(t, y)| + |σ(t, x) − σ(t, y)| ≤ K|x − y|
2. Croissance lin&eacute;aire
|b(t, x)| + |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|)
Equation de Fokker−Planck
L’&eacute;quation de Fokker−Planck est une &eacute;quation aux d&eacute;riv&eacute;es partielles.
A une dimension, l’&eacute;quation de Fokker−Planck avec un coefficient de diffusion D2 (X, t)
et de d&eacute;rive (drift) D1 (X, t) s’&eacute;crit
∂
∂
1 ∂2
P (x, t) = − (D1 (x, t)P (x, t)) +
(D2 (x, t)P (x, t))
∂t
∂x
2 ∂x2
O&ugrave; P (x, t) est la probabilit&eacute; que la particule soit au point x et &agrave; l’instant t
Relation avec les EDS
L’&eacute;quation de Fokker−Planck peut être utilis&eacute;e pour le calcul de la densit&eacute; de probabilit&eacute; pour un processus stochastique d&eacute;crit par une EDS. Consid&eacute;rons l’&eacute;quation
diff&eacute;rentielle stochastique
dXt = &micro;(Xt , t)dt + σ(Xt , t)dBt
La densit&eacute; de probabilit&eacute; f (x, t) de Xt satisfait l’&eacute;quation de Fokker−Planck de d&eacute;rive
D1 (X, t) = &micro;(Xt , t) et de diffusion D2 (X, t) = σ(Xt , t)
Introduisons maintenant la d&eacute;finition et une proposition importante pour le chapitre suivant concernant les fonctions convexes
1.12
Fonctions convexes
D&eacute;finition 1.12.1 Soit f une fonction r&eacute;elle d&eacute;finie sur E, on note domaine de f
par
domf = {x ∈ E; f (x) &lt; +∞}
f est une fonction convexe si pour tout x, y ∈ domf et pour tout t ∈ [0, 1]
f ((1 − t)x + ty) ≤ (1 − t)f (x) + tf (y)
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Proposition 1.12.2 Si f est une fonction convexe, alors f est lipschitzienne sur
tout convexe compact inclu dans domf
Proposition 1.12.3 Si f est une fonction de classe C 2 , alors f est convexe si et
seulement si f 00 ≥ 0
Chapitre 2
Les processus croissants dans l’ordre
convexe
Dans ce chapitre, nous &eacute;tudions les processus croissants dans l’ordre convexe
(PCOC). Nous pr&eacute;sentons quelques exemples construits &agrave; partir du mouvement Brownien, martingales, EDS en d&eacute;veloppant l’article :
Profeta, C.,Roynette, B., Yor, M., Some examples of processes wich are
increasing in the convexe ordrer. preprint
2.1
D&eacute;finitions
D&eacute;finition 2.1.1 Soit X, Y deux variables al&eacute;atoires r&eacute;elles int&eacute;grables. On dit que
X domine Y pour l’ordre convexe si pour toute fonction convexe ψ : R → R tel que
E(|ψ(X)|) &lt; ∞ et E(|ψ(y)|) &lt; ∞ on a
E(ψ(X)) ≥ E(ψ(Y ))
On note cette relation par
(c)
X≥Y
(2.1)
G&eacute;n&eacute;ralement ,il n’est pas &eacute;vident de montrer qu’un processus (Xt , t ≥ 0 )soit un
PCOC en utilisant cette d&eacute;finition ,pour cela nous introduisons une nouvelle classe
de fonction convexe not&eacute;e C.
D&eacute;finition 2.1.2 On note par C l’ensemble des fonctions ψ convexes, positives, de
classe C 2 et tel qu’il existent a, a0 , b, b0 tels que :
ψ(x) = ax + b pour x assez grand
ψ(x) = −a0 x + b0 pour x assez petit
27
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Exemple 2.1.3 Soit la fonction ψ d&eacute;finie par
ψ(x) =















0
+ x2 + 2x + 8/6
x2
+ 3x
+ 7/6
2
2
x3
− 6 + x2 + x + 8/6
3x
x3
6
si x ∈] − ∞, −2]
si x ∈ [−2, −1]
si x ∈ [−1, 1]
si x ∈ [1, 2]
si x ∈ [2, +∞[
une telle fonction ψ appartient bien &agrave; C :elle est convexe de classe C 2 ,2 fois d&eacute;rivable
en points de jonctions, positive et c’est des droites sur ] − ∞, −2] et [2, +∞[
Proposition 2.1.4 Si ψ ∈ C alors
1) |ψ 0 | est born&eacute;e.
2)ψ 00 est &agrave; support compact
3)∃k1 , k2 positives telle que ψ(x) = |ψ(x)| ≤ k1 + k2 |x|.
Preuve Soit ψ ∈ C. Donc ils existent M et M 0 tels que

0
0

 −a x + b
ψ(x) = 

si x ∈] − ∞, M 0 ]
ϕ(x) si x ∈ [M 0 , M ]
ax + b si x ∈ [M, +∞[
o&ugrave; ϕ est une fonction de classe C 2 , convexe, positive
1) |ψ 0 | est born&eacute;e
En effet

0

 −a
x ∈] − ∞, M 0 ]
ϕ0 (x) si x ∈ [M 0 , M ]
ψ 0 (x) =


a si x ∈ [M, +∞[
si
ψ 0 est continue sur [M 0 , M ] donc |ψ 0 (x)| ≤ (supx∈[M 0 ,M ] |ψ 0 (x)|)
Ainsi |p∗0 (x)| ≤ max(supx∈[M 0 ,M ] |ψ 0 |(x), à, a).
2) ψ 00 est a support compact
Puisque ψ est convexe de classe C 2 ,



0 si x ∈] − ∞, M 0 ]
ψ (x) = ϕ00 (x) si x ∈ [M 0 , M ]


0 si x ∈ [M, +∞[
00
2.1. D&Eacute;FINITIONS
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Alors
(
00
ψ (x) =
ϕ00 (x) si
0 si
x ∈ [M 0 , M ]
ailleurs
3) Si on pose k2 = max(à, a) ;k1 ≥ ψ(0) d’o&ugrave; la majoration
ψ(x)(= |ψ(x)|) ≤ k1 + k2 |x|
On remarque qu’il est plus facile de travailler avec la classe C qui poss&egrave;de plusieurs
propri&eacute;t&eacute;s que d’utiliser une fonction ψ convexe quelconque. La proposition suivante
nous permet de passer &agrave; la classe C
Proposition 2.1.5 soit X et Y deux variables al&eacute;atoires r&eacute;elles int&eacute;grables alors
on a l’&eacute;quivalence entre :
(c)
i)X ≥ Y
ii)E(X) = E(Y ) et pour tout ψ ∈ C, E[ψ(X)] ≥ E[ψ(Y )]
Preuve
1)Montrons que i) ⇒ ii)
(c)
Si X ≥ Y ⇒ ∀ ψ convexe E[(ψ(X))] ≥ E[(ψ(Y ))]
Appliquons l’in&eacute;galit&eacute; une fois pour ψ(x) = x et une fois pour ψ(x) = −x,on
obtient alors :
E(X) ≥ E(Y ) ⇒ E(X) − E(Y ) ≥ 0
Et
E(−X) ≥ E(−Y ) ⇒ E(X) − E(Y ) ≤ 0
Ainsi E(X) − E(Y ) = 0 ⇒ E(X) = E(Y )
De plus pour toute fonction ψ convexe E[ψ(X)] ≥ E[ψ(Y )]. Donc, en particulier pour ψ ∈ C.
D’une autre part, pour un ψ ∈ C , E[|ψ(X)|] = E[ψ(X)] ≤ k1 +k2 E[|X|] ≤ ∞
et
E[|ψ(Y )|] = E[ψ(Y )] ≤ k1 + k2 E[|Y |] ≤ ∞
2)Montrons que ii) ⇒ i)
Soit ψ une fonction convexe quelconque, montrons que E[ψ(X)] ≥ E[ψ(Y )]
Nous voulons construire une suite ψn ∈ C qui cro&icirc;t vers ψ
Soit ψ une fonction convexe, positive et
ϕn (x) =


 αn x + βn


si x ∈] − ∞, −n]
ψ(x) si x ∈ [−n, n]
an x + bn si x ∈ [n, +∞[
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Pour x fix&eacute; et n assez grand |x| &lt; n alors |ϕn (x) − ψ(x)| → 0
De plus ϕn ainsi d&eacute;finie est une suite de fonctions croissantes convexes continues par construction mais elle n’est pas de classe C 2
Pour r&eacute;gulariser nous proc&eacute;dons comme suit Soit ρn une suite r&eacute;gularisante &agrave;
support compact
On pose ψn (x) = ϕ ∗ ρ(x), alors
 R1
y

−1 (αn (x − n ) + βn )ρ(y)dy







R x+ 1


n ψ(y)ρ(n(x − y))dy

f
(x,
y)
+
n





 R
1
ψn (x) =  −1
ψ(x − ny )ρ(y)dy





1
R



gn (x, y) + x+ n ψ(y)ρ(n(x − y))dy







 R1
y
−1 (an (x
− n ) + bn )ρ(y)dy
si
x ∈] − ∞, −n − n1 ]
si
x ∈] − n − n1 , −n + n1 ]
si
x ∈ [−n + n1 , n − n1 ]
si
x ∈]n − n1 , n + n1 ]
si
x ∈ [n + n1 , +∞[
(2.3)
O&ugrave;
Z
fn (x, y) =
et
1
n
x+n
Z
gn (x, y) =
(αn (x − y) + βn )ρ(ny)dy
1
n
x−n
(an (x − y) + βn )ρ(ny)dy
• V&eacute;rifions que ψn est convexe
ψn (θx + (1 − θ)y) = ϕ ∗ ρ(θx + (1 − θ)y)
Z
=
Z
=
1
n
1
−n
1
n
1
−n
ϕ(θx + (1 − θ)y − z)ρ(nz)dz
ϕ(θ(x − z) + (1 − θ)(y − z))ρ(nz)dz
Mais, puisque ϕn est convexe
Z
ψn (θx + (1 − θ)y) = θ
1
n
1
−n
Z
ϕ(x − z)ρ(nz)dz + (1 − θ)
= θψn (x) + (1 − θ)ψn (y)
1
n
1
−n
ϕ(y − z)ρ(nz)dz
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Or ψn est croissante car ϕn (x) et ρn (x) sont croissantes par construction
De plus, pour x fix&eacute; et n assez grand |x| &lt; n − n1
y
) − ψ(x))|ρ(y)dy
n→+∞ −1
n
Z 1
y
lim |ψ(x − ) − ψ(x)|ρ(y)dy
≤
n
−1 n→+∞
→ 0
(car ψ est continue)
lim |ψn (x) − ψ(x)| ≤
n→+∞
Z 1
lim
|(ψ(x −
Si ψ est convexe quelconque, il existe a, b tels que la fonction ψ(x) + ax + b soit
positive. Autrement dit, on peut toujours se ramener &agrave; une fonction positive
convexe. Donc si nous montrons que
E(ψ(X) + aX + b) ≥ E(ψ(Y ) + aY + b)
nous aurons alors
E(ψ(x)) ≥ E(ψ(y))
Car par hypoth&egrave;se E(X) = E(Y ).
Soit ψn ∈ C. Par hypoth&egrave;se
E[ψn (X)] ≥ E[ψn (Y )]
Par passage &agrave; la limite (en utilisant th&eacute;or&egrave;me de convergence monotone) nous
aboutissons au r&eacute;sultat voulu.
D&eacute;finition 2.1.6 Un processus (Xt , t ≥ 0) est croissant dans l’ordre convexe (PCOC)
si, pour tout s ≤ t
(c)
Xs ≤ Xt
2.2
Exemples
Nous donnons quelques exemples des processus croissants dans l’ordre convexe.
Lemme 2.2.1 Soient X, Y deux v.a.r int&eacute;grables
1)
a) Si E(Y /X) = 0 alors le processus (Xt = X + tY, t ≥ 0) est un PCOC
b) Soit α : IR+ → IR+ une fonction croissante
Si E(Y /X) = 0 alors le processus (Xt = X + α(t)Y, t ≥ 0) est un PCOC
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2) Soit ϕ : IR → IR de classe C 1 , impaire, strictement croissante
loi
Si Y est sym&eacute;trique i.e Y = −Y alors
a) le processus (Xt = ϕ(tY ), t ≥ 0) est un PCOC
b) Soit α : IR+ → IR+ une fonction strictement croissante
le processus (Xt = ϕ(α(t)Y ), t ≥ 0) est un PCOC
3)
a) Soient ϕ : IR → IR de classe C 2 , impaire,strictement croissante et telle que
sgn[ϕ00 (x)] = sgn[x] α, β : IR+ → IR+ deux fonctions croissantes .
Si X et Y sont 2 V.a.r sym&eacute;triques et ind&eacute;pendantes
alors le processus (Xt = ϕ(α(t)X + β(t)Y ), t ≥ 0) est un PCOC
b) Soit ϕ : IR → IR de classe C 2 , impaire ,strictement croissante et telle que
sgn[ϕ00 (x)] = sgn[x] α1 , ...αn : IR+ → IR+ n fonctions croissantes .
Si X1 , X2 .....Xn sont n V.a.r sym&eacute;triques et ind&eacute;pendantes
alors le processus (Xt = ϕ(α1 (t)X1 + ... + αn (t)Xn ), t ≥ 0) est un PCOC
Nous allons utiliser la proposition (2.1.5)
Preuve
1)
a) • Montrons d’abord que E(Xt ) = E(Xs )
E(Xt ) = E(X + tY ) = E(E(X + tY /X)) = E(X) + E(t E(Y /X) = E(X)
|
{z
}
=0
• Montrons que ∀ t ≥ 0 E[|ψ(Xt )|] ≤ ∞
Soit ψ ∈ C E[|ψ(Xt )|] ≤ k1 + k2 E[|X + tY |] ≤ k1 + k2 E[|X|] + E[|tY |] &lt; ∞
• Montrons que ∀ψ ∈ C E(ψ(Xt )) ≥ E(ψ(Xs ))
Soit ψ ∈ C : R
R +∞
+∞ 0
ψ 0 (x) ≤ α ⇒ −∞
ψ (x)dP (w) &lt; α −∞
dP (w) = α
Ainsi on peut permuter l’esperance et la d&eacute;riv&eacute;e (par Lebesgue )
∂E(ψ(X + tY ))
= E[Y ψ 0 (X + tY )]
∂t
= E[Y {ψ 0 (X) +
0
Z X+tY
X
= E[Y ψ (X)] + E(Y
ψ 00 (u)du}]
Z X+tY
X
0
= E[E(Y ψ (X)/X)] + E(Y
= E[ψ 0 (X)E(Y /X)] + E(Y
ψ 00 (u)du)
Z X+tY
X
Z X+tY
X
ψ 00 (u)du)
ψ 00 (u)du)
2.2. EXEMPLES
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= E(Y
Z X+tY
ψ 00 (u)du)
X
Comme ψ 00 (u) ≥ 0
R
Si Y ≥ 0 ⇒ tY ≥ 0 ⇒ X + tY ≥ X ⇒ RY XX+tY ψ 00 (u)du ≥ 0
Si Y R≤ 0 ⇒ tY ≤ 0 ⇒ X + tY ≤ X ⇒ XX+tY ψ 00 (u)du ≤ 0
⇒ Y XX+tY ψ 00 (u)du ≥ 0
Ainsi
∂E(ψ(X + tY ))
≥0
∂t
Donc
∀s ≤ t E[ψ(Xt )] ≥ E[ψ(Xs )]
b) • Montrons que ∀ψ ∈ C E(ψ(Xt )) ≥ E(ψ(Xs ))
soit ψ ∈ C, E[(ψ(Xt ) − ψ(Xs ))] = E[(ψ(Xt ) − ψ(Xs ))1{Y ≥0} ] + E[(ψ(Xt ) −
ψ(Xs ))1{Y ≤0} ]
– Si y ≥ 0, Appliquons le th&eacute;or&egrave;me des accroissements finis
pour u ∈ [X + α(s)Y, X + α(t)Y ]
E[(ψ(Xt ) − ψ(Xs ))1{Y ≥0} ]
=
ψ convexe
≥
E[ψ 0 (u)(α(t) − α(s))Y 1{Y ≥0} ]
E[1{Y ≥0} Y (α(t) − α(s))
0
{ψ (X) +
≥
Z X+α(s)Y
X
(α(t) − α(s))[E 1{Y ≥0} [Y ψ 0 (X)]
+E(1{Y ≥0} Y
≥
Z X+α(s)Y
X
ψ 00 (u)du)]
(α(t) − α(s))[E1{Y ≥0} [E(Y ψ 0 (X)/X)]
+E(1{Y ≥0} Y
≥
ψ 00 (u)du}]
Z X+α(s)Y
X
ψ 00 (u)du)]
(α(t) − α(s))[E1{Y ≥0} [ψ 0 (X) E(Y /X)
|
+E(1{Y ≥0} Y
Z X+α(s)Y
X
{z
}
=0
ψ 00 (u)du)]
≥
(α(t) − α(s))[E1{Y ≥0} (Y
≥
0
Z X+α(s)Y
X
(car Y ≥ 0,α croissante , X + α(s)Y ≥ X et ψ 00 ≥ 0)
ψ 00 (u)du)]
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– Si Y ≤ 0 Appliquons le th&eacute;or&egrave;me des accroissements finis
pour u ∈ [X + α(t)Y, X + α(s)Y ]
E[(ψ(Xs ) − ψ(Xt )1{Y ≤0} ]
E[ψ 0 (u)(α(s) − α(t))Y 1{Y ≤0} ]
=
ψ convexe
≤
E[ψ 0 (Xs )(α(s) − α(t))Y 1{Y ≤0} ]
Ainsi
E[(ψ(Xt ) − ψ(Xs )) 1{Y ≤0} ] ≥ E[ψ 0 (Xs )(α(t) − α(s))Y ) 1{Y ≤0} ]
≥ (α(t) − α(s))E[1{Y ≤0} Y
0
{ψ (X) +
Z X+α(s)Y
X
ψ 00 (u)du}]
≥ (α(t) − α(s))E[ 1{Y ≤0} Y
≥ 0
Z X+α(s)Y
X
ψ 00 (u)du]
(car Y ≤ 0, X + α(t)Y ≤ X et ψ 00 ≥ 0)
2)
a) • Montrons d’abord que E(Xt ) = E(Xs )
loi
loi
nous avons Y = −Y . Puisque ϕ est impaire alors ϕ(Y ) = −ϕ(Y ).
Donc ∀ t ≥ 0 E(Xt ) = E(Xs ) = 0
• Montrons que ∀ t ≥ 0 E[|ψ(Xt )|] ≤ ∞
Soit ψ ∈ C E[|ψ(Xt )|] ≤ k1 + k2 E[| ϕ(tY ) |]
Appliquons le théorème des accroissements finis | ϕ(tY ) |= tϕ0 (θ),
pour (θ ∈ [0, Y ]) mais ϕ0 est continue sur le compact [0, Y ] donc la fonction
ϕ0 est born&eacute;e sur [0, Y ]
Ainsi E[| ψ(Xt ) |] ≤ k1 + tαk2 E[| Y ] |] ≤ ∞
• Montrons que ∀ψ ∈ C E(ψ(Xt )) ≥ E(ψ(Xs ))
Soit ψ ∈ C :
∂E(ψ ◦ ϕ(tY ))
= E[Y ϕ0 (tY )ψ 0 ◦ ϕ(tY )]
∂t
0
0
= E[Y ϕ (tY ){ψ (0) +
Z ϕ(tY )
0
ψ 00 (u)du}]
= E[Y ϕ0 (tY )ψ 0 (0)] + E(Y ϕ0 (tY )
Z ϕ(tY )
0
ψ 00 (u)du)
Puisque Y est symétrique et l’application y → yϕ0 (ty) est impaire alors
E[Y ϕ0 (tY )ψ 0 (0)] = 0.
2.2. EXEMPLES
35
Donc
Z ϕ(tY )
∂E(ψ ◦ ϕ(tY ))
0
= E(Y ϕ (tY )
ψ 00 (u)du)
∂t
0
Comme ψ 00 (u) ≥ 0 et ϕ0 (x) ≥ 0 (car ϕ est croissante )
R ϕ(tY ) 00
ϕ impaire
Si Y ≥ 0 ⇒ ϕ(tY ) ≥ 0 ⇒ Y ϕ0 (tY ) 0
ψ (u)du ≥ 0
ϕ impaire
R ϕ(tY )
ψ 00 (u)du ≤ 0, alors
Si Y ≤ 0 ⇒ ϕ(tY ) ≤ 0 ⇒ 0
R
ϕ(tY ) 00
ψ (u)du ≥ 0
Y ϕ0 (tY ) 0
Ainsi
∂E(ψ ◦ ϕ(tY ))
≥0
∂t
Donc
∀s ≤ t E[ψ(Xt )] ≥ E[ψ(Xs )]
b) E[(ψ(Xt ) − ψ(Xs ))] = E[(ψ(Xt ) − ψ(Xs )) 1{Y ≥0} ] + E[(ψ(Xt ) − ψ(Xs )) 1{Y ≥0} ]
Si Y ≥ 0 pour u ∈ [ϕ(α(s)Y ), ϕ(α(t)Y )]
E[(ψ(Xt ) − ψ(Xs )) 1{Y ≥0} ]
=
ψ convexe
≥
E[ 1{Y ≥0} ψ 0 (u)(ϕ(α(t)Y ) − ϕ(α(s)Y )]
E[1{Y ≥0} (ϕ(α(t)Y ) − ϕ(α(s)Y )
0
{ψ (0) +
≥
Z ϕ(α(s)Y )
0
ψ 00 (u)du}]
[E 1{Y ≥0} [(ϕ(α(t)Y ) − ϕ(α(s)Y ))ψ 0 (0)]
+E[1{Y ≥0} (ϕ(α(t)Y ) − ϕ(α(s)Y ))
≥
E[1{Y ≥0} (ϕ(α(t)Y ) − ϕ(α(s)Y ))
≥
0
Z ϕ(α(s)Y )
0
Z ϕ(α(s)Y )
0
ψ 00 (u)d
ψ 00 (u)du]
Car ϕ croissante, ϕ(α(s)Y ) ≥ 0 et ψ 00 ≥ 0)
Si Y ≤ 0 pour u ∈ [ϕ(α(t)Y ), ϕ(α(s)Y )]
E[(ψ(Xt ) − ψ(Xs )) 1{Y ≤0} ]
=
ψ convexe
≤
E[ 1{Y ≤0} ψ 0 (u)(ϕ(α(s)Y ) − ϕ(α(t)Y ))]
E[ 1{Y ≤0} ψ 0 (Xs )(ϕ(α(s)Y ) − ϕ(α(t)Y ))]
Ainsi
E[(ψ(Xt ) − ψ(Xs )) 1{Y ≤0} ] ≥ E[ 1{Y ≥0} ψ 0 (Xs )(ϕ(α(t)Y ) − ϕ(α(s)Y )]
≥ E[ 1{Y ≥0} (ϕ(α(t)Y ) − ϕ(α(s)Y )
{ψ 0 (0) +
Z ϕ(α(s)Y )
0
ψ 00 (u)du}]
≥ E[ 1{Y ≥0} (ϕ(α(t)Y ) − ϕ(α(s)Y ))
≥ 0
Z ϕ(α(s)Y )
0
ψ 00 (u)du]
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Car ϕ(α(s)Y ) ≤ 0, ϕ(α(t)Y ) ≤ ϕ(α(s)Y ) et ψ 00 ≥ 0
3)
a) • Montrons d’abord que E(Xt ) = E(Xs )

 Y loi
= −Y ϕ impaire
loi
⇒ ϕ(α(t)X + β(t)Y ) = −ϕ(α(t)X + β(t)Y )
loi
 X = −X
donc E(Xt ) = E(Xs ) = 0
• Montrons que ∀ψ ∈ C E(ψ(Xt )) ≥ E(ψ(Xs ))
Soit ψ ∈ C, on d&eacute;finit θ(x) par :
θ(x) =
Z x
0
(x − u)ψ 00 (u)du
Alors θ ainsi d&eacute;finie est une fonction convexe de classe C 2 ,sgnθ0 (x) = sgn(x)
et θ(0) = θ0 (0) = 0, de plus pour tour x, y
ψ(x) − ψ(y) = ψ 0 (0)(x − y) + θ(x) − θ(y)
ψ 00 est continue ⇒
En effet :
0
00
θ (x) = xψ (x) +
Z x
0
Rx
0
00
(x − u)ψ 00 (u)du est continue d&eacute;rivable
00
ψ (u)du − xψ (x) =
0
Z x
0
ψ 00 (u)du = ψ 0 (x) − ψ 0 (0)
0
θ est continue d&eacute;rivable car ψ l’est aussi
θ00 = ψ 00 ≥ 0 ⇒ θ est convexe et de classe C 2
θ(0) = 0 = θ0 (0)
(
1 si θ0 (x) ≥ 0
−1 si θ0 (x) ≤ 0
(
1 si ψ 0 (x) ≥ ψ 0 (0)
=
−1 si ψ 0 (x) ≤ ψ 0 (0)
&frac12;
1 si x ≥ 0
=
−1 si x ≤ 0
= sgn(x)
sgnθ0 (x) =
car ψ 00 (x) ≥ 0 donc ψ 0 est croissante i.e ψ 0 (x) ≥ ψ 0 (0) si x ≥ 0 et ψ 0 (x) ≤ ψ 0 (0)
si x ≤ 0.
De plus
θ(x) = x
Z x
0
ψ 00 (u)du −
Z x
0
(u)ψ 00 (u)du = x[ψ 0 (x) − ψ 0 (0)] −
Z x
0
u ψ 00 (u)du
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En int&eacute;grant par parties
θ(x) = xψ 0 (x) − xψ 0 (0) − xψ 0 (x) + ψ(x) − ψ(0)
= ψ(x) − ψ(0) − xψ 0 (0)
θ(y) = ψ(y) − ψ(0) − yψ 0 (0)
Ainsi
θ(x) − θ(y) = ψ(x) − ψ(y) − ψ 0 (0)(x − y)
Par suite
ψ(x) − ψ(y) = ψ 0 (0)(x − y) + θ(x) − θ(y)
Rempla&ccedil;ons dans la relation pr&eacute;c&eacute;dente x par At = ϕ(α(t)X + β(t)Y )
et y par As = ϕ(α(s)X + β(s)Y ), on obtient alors :
E(ψ◦ϕ(At ))−E(ψ◦ϕ(As )) = ψ 0 (0) E[ϕ(At ) − ϕ(As )] +E(θ◦ϕ(At ))−E(θ◦ϕ(As ))
|
{z
}
=0
Avec θ ◦ ϕ une fonction convexe, puisque sa d&eacute;riv&eacute;e second est positive par le
fait que sgn[ϕ00 ] = sgn[θ0 ](x) = sgn(x) et θ est convexe
(θ ◦ ϕ)00 = (ϕ0 )2 (θ00 ◦ ϕ) + ϕ00 (θ0 ◦ ϕ)
D’autre part, en utilisant le th&eacute;or&egrave;me des accroissements finis
– Si Y ≥ 0
θ ◦ ϕ(α(t)X + β(t)Y ) − θ ◦ ϕ(α(t)X + β(s)Y ) = (θ ◦ ϕ)0 (u)(β(t) − β(s))Y
avec u ∈ [α(t)X + β(s)Y, α(t)X + β(t)Y ]
Posons Aet,s = α(t)X + β(s)Y , puisque θ ◦ ϕ est convexe alors (θ ◦ ϕ)0 est
croissante.
Ainsi
(θ ◦ ϕ)(At ) − (θ ◦ ϕ)(Aet,s ) ≥ (θ ◦ ϕ)0 (α(t)X + β(s)Y )(β(t) − β(s))Y
Z α(t)X+β(s)Y
≥ [
α(t)X
(θ ◦ ϕ)00 (u)du + (θ ◦ ϕ)0 (α(t)X)]
(β(t) − β(s))Y
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Comme X et Y sont sym&eacute;triques et ind&eacute;pendantes alors
E[1{Y ≤0} (θ ◦ ϕ)0 (α(t)X)(β(t) − β(s))Y ] = 0
et
E[1{Y ≥0} (θ ◦ ϕ)0 (α(t)X)(β(t) − β(s))Y ] = 0
Et par suite
E[1{Y ≥0} (θ ◦ ϕ)(At ) − (θ ◦ ϕ)(Aet,s )] ≥ E[1{Y ≥0} Y (β(t) − β(s))
Z α(t)X+β(s)Y
α(t)X
(θ ◦ ϕ)00 (u)du]
≥ 0
(Puisque Y ≥ 0, α(t)X + β(s)Y ≥ α(t)X)
– Si Y ≤ 0 pour u ∈ [α(t)X + β(t)Y, α(t)X + β(s)Y ]
θ ◦ ϕ(Aet,s ) − θ ◦ ϕ(At )
=
θ◦ϕ convexe
≤
(θ ◦ ϕ)0 (u)(β(s) − β(t))Y
(θ ◦ ϕ)0 (Aet,s )(β(s) − β(t))Y
Ainsi
(θ ◦ ϕ)(At ) − (θ ◦ ϕ)(Aet,s ) ≥ (θ ◦ ϕ)0 (Aet,s )(β(t) − β(s))Y
Z α(t)X+β(s)Y
≥ [
α(t)X
(θ ◦ ϕ)00 (u)du + (θ ◦ ϕ)0 (α(t)X)]
(β(t) − β(s))Y
Et par suite
E[(θ ◦ ϕ)(At ) − (θ ◦ ϕ)(Aet,s )1{Y ≤0} ] ≥ E[1{Y ≤0} Y (β(t) − β(s))
Z α(t)X+β(s)Y
α(t)X
(θ ◦ ϕ)00 (u)du]
≥ 0.
(Puisque Y ≤ 0, α(t)X + β(s)Y ≥ α(t)X).
Donc
E[(θ ◦ ϕ)(α(t)X + β(t)Y )] ≥ E[(θ ◦ ϕ)(α(t)X + β(s)Y ).]
Ainsi ∀ s ≤ t
E[ψ◦ϕ(At )]−E[ψ◦ϕ(As )] ≥ E(θ◦ϕ)(α(t)X+β(s)Y )−E(θ◦ϕ)(α(s)X+β(s)Y )
on refait le même raisonnement ,en appliquant cette fois−ci le th&eacute;or&egrave;me des
accroissements finis
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– Si X ≥ 0 pour u ∈ [α(s)X + β(s)Y, α(t)X + β(s)Y ]
θ ◦ ϕ(Aet,s ) − θ ◦ ϕ(As ) = (θ ◦ ϕ)0 (u)(α(t) − α(s))X
Ainsi
(θ ◦ ϕ)(Aet,s ) − (θ ◦ ϕ)(As )
θ◦ϕ convexe
≥
(θ ◦ ϕ)0 (As )(α(t) − α(s))X
≥
[
Z α(s)X+β(s)Y
β(s)Y
(θ ◦ ϕ)00 (u)du + (θ ◦ ϕ)0 (β(s)Y )]
(α(t) − α(s))X
Comme X et Y sont deux v.a.r sym&eacute;triques et ind&eacute;pendantes alors
E[(θ ◦ ϕ)0 (β(s)Y )(α(t) − α(s))X1{X≥0} ] = 0
Par cons&eacute;quent
E[1{X≥0} [(θ ◦ ϕ)(Aet,s ) − (θ ◦ ϕ)(At )]] ≥ E[1{X≥0} X(α(t) − α(s))
Z α(s)X+β(s)Y
β(s)Y
(θ ◦ ϕ)00 (u)du]
≥ 0
(car α(s)X + β(s)Y ≥ β(s)Y et X ≥ 0)
– Si X ≤ 0 pour u ∈ [α(t)X + β(s)Y, α(s)X + β(s)Y ]
θ ◦ ϕ(As ) − θ ◦ ϕ(Aet,s ) = (θ ◦ ϕ)0 (u)(α(s) − α(t))X
Ainsi
(θ ◦ ϕ)(Aet,s ) − (θ ◦ ϕ)(As )
θ◦ϕ convexe
≥
(θ ◦ ϕ)0 (As )(α(t) − α(s))X
≥
[
Z α(s)X+β(s)Y
β(s)Y
(θ ◦ ϕ)00 (u)du + (θ ◦ ϕ)0 (β(s)Y )]
(α(t) − α(s))X
Comme X et Y sont sym&eacute;triques et ind&eacute;pendantes alors
E[(θ ◦ ϕ)0 (β(s)Y )(α(t) − α(s))X1{X≤0} ] = 0
D’o&ugrave;
E[1{X≥0} [(θ ◦ ϕ)(Aet,s ) − (θ ◦ ϕ)(At )]] ≥ E[1{X≥0} X(α(t) − α(s))
Z α(s)X+β(s)Y
β(s)Y
≥ 0
(car α(s)X + β(s)Y ≤ β(s)Y et X ≤ 0)
(θ ◦ ϕ)00 (u)du]
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Donc
E[(θ ◦ ϕ)(α(t)X + β(s)Y )] ≥ E[(θ ◦ ϕ)(α(s)X + β(s)Y )]
Ainsi ∀s ≤ t
E[ψ◦ϕ(At )]−E[ψ◦ϕ(As )] ≥ E(θ◦ϕ)(α(s)X+β(s)Y )−E(θ◦ϕ)(α(s)X+β(s)Y )
En conclusion
E(ψ(Xt )) ≥ E(ψ(Xs ))
b) • Montrons que ∀ψ ∈ C
n
X
ϕ(
E(ψ(Xt )) ≥ E(ψ(Xs ))
n−1
X
αi (t)Xi ) = ϕ(
i=1
(c)
i=1
n−1
X
≥ ϕ(
αi (t)Xi + αn (t)Xn )
αi (t)Xi + αn (s)Xn )
i=1
(par le point 3)a) du lemme (2.2.1))
n−2
X
= ϕ(
(c)
i=1
n−2
X
(c)
i=1
n
X
≥ ϕ(
≥ ϕ(
αi (t)Xi + αn−1 (t)Xn−1 + αn (s)Xn )
αi (t)Xi + αn−1 (s)Xn−1 + αn (s)Xn )
αi (s)Xi )
i=1
Ce qui clos la d&eacute;monstration du lemme.
D&eacute;finition 2.2.2 On note par
1. I = {ϕ : IR → IR de classe C 1 ,impaire, strictement croissante et ϕ(+∞) =
+∞ }
2. J = {ϕ : IR → IR de classe C 2 ,impaire, strictement croissante ϕ(+∞) = +∞
et sgnϕ00 (x) = sgn(x)}
Il est facile de voir que la fonction x −→ x (resp x −→ x3 ) appartient &agrave; I (resp &agrave; J)
Proposition 2.2.3 a)Soit ϕ ∈ I, alors (ϕ(Bt ), t ≥ 0) est un PCOC
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b)Soient Y une V.a sym&eacute;trique ,ϕ ∈ I et α : IR+ → IR+ une fonction croissante
Alors (α(t)ϕ(tY ), t ≥ 0) est un PCOC
c)
1. Soit (Yu , u ≥ 0) un processus tel que :
•∀u ≥ 0, E(Yu ) = 0
loi
•∃β ≥ 0 tel queR ∀c ≥ 0 (Yct , t ≥ 0) = (cβ Yt , t ≥ 0)
Alors (Xt = 1t 0t Yu du, t ≥ 0) est un PCOC
loi
2. Si de plus (Yu , u ≥ 0) est sym&eacute;trique i.e(Yu , u ≥ 0) = (−Yu , u ≥ 0) et
si ϕ ∈ I alors (ϕ(Xt ), t ≥ 0) est un P.C.O.C
d) Soit σ une fonction strictement positive paire de classe C 2 telle que les fonctions
σ et σσ 0 sont lipshitziennes, soit (Xt , t ≥ 0) l’unique solution de
(Xt =
Z t
0
σ(Xu ) ◦ dBu , t ≥ 0)
(O&ugrave; ◦dBs est l’int&eacute;grale de Stratonovich d&eacute;finie dans le chapitre pr&eacute;c&eacute;dent proposition (1.10.2))
Alors (Xt , t ≥ 0) est un PCOC
preuve
a) Soit ϕ ∈ I,E[ϕ(Bt )] = 0
loi
ϕ(Bt ) = ϕ(t1/2 B1 )
B1 est une V.a int&eacute;grable, sym&eacute;trique, et t1/2 est une fonction de IR+ → IR+
croissante, alors par le point 2)b) du Lemme (2.2.1), le processus
(ϕ(Bt ), t ≥ 0) est un PCOC
b) Soit ψ ∈ C
– Si Y ≥ 0 pour u ∈ [α(t)ϕ(sY ), α(t)ϕ(tY )]
E[(ψ(α(t)ϕ(tY )) − (ψ(α(t)ϕ(sY )))1{Y ≥0} ]
=
ψ convexe
≥
α(t)E[1{Y ≥0} ψ 0 (u)(ϕ(tY ) − ϕ(sY ))]
α(t)E[1{Y ≥0} (ϕ(tY ) − ϕ(sY ))
{ψ 0 (0) +
≥
≥
Z α(t)ϕ(sY )
0
ψ 00 (u)du}]
α(t)E[1{Y ≥0} (ϕ(tY ) − ϕ(sY ))
Z α(t)ϕ(sY )
0
0
ψ 00 (u)du}]
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(car ϕ croissante, α(t)ϕ(sY ) ≥ 0 et ψ 00 ≥ 0)
– Si Y ≤ 0 pour u ∈ [α(t)ϕ(tY ), α(t)ϕ(sY )]
E[1{Y ≤0} (ψ(α(t)ϕ(sY )) − (ψ(α(t)ϕ(tY )))]
=
E[1{Y ≤0}
ψ 0 (u)(ϕ(sY ) − ϕ(tY ))]
ψ convexe
≤
E[1{Y ≤0} ψ 0 (α(t)ϕ(sY ))
(ϕ(tY ) − ϕ(sY ))]
Ainsi
E[1{Y ≤0} (ψ(α(t)ϕ(tY )) − (ψ(α(t)ϕ(sY )))] ≥ α(t)E[1{Y ≤0} ψ 0 (α(t)ϕ(sY ))
(ϕ(tY ) − ϕ(sY ))]
≥ α(t)E[1{Y ≤0} (ϕ(tY ) − ϕ(sY ))
{ψ 0 (0) +
Z α(t)ϕ(sY )
0
ψ 00 (u)du}]
≥ α(t)E[1{Y ≤0} (ϕ(tY ) − ϕ(sY ))
Z α(t)ϕ(sY )
0
ψ 00 (u)du]
≥ 0
(car ϕ(sY ) ≤ 0, ϕ(tY ) ≤ ϕ(sY ) et ψ 00 ≥ 0)
Alors
E(ψ(α(t)ϕ(tY )) ≥ E(ψ(α(t)ϕ(sY ))
loi
Appliquons le point 2)b) du lemme (2.2.1) pour Y = ϕ(sY ) = −ϕ(sY ) et
ϕ(x) = x, ainsi (Xt = α(t)ϕ(tY ), t ≥ 0) est un PCOC
c)
1. le point c)1) est une cons&eacute;quence du point 1)b) du lemme (2.2.1)
En effet
1Z t
Xt =
Yu du
t 0
En utilisant le changement de variable [u = tv], nous obtenons
Xt =
loi
Z 1
0
= tβ
Ytv dv
Z 1
0
Yv dv
(par hypoth&egrave;se)
R
Pour X = 0 , Y = 01 Yv dv et α(t) = tβ , β ≥ 0 (une fonction croissnate
positive),R alors
(Xt = 1t 0t Yu du, t ≥ 0) est un PCOC
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Z 1
0
loi
Yu du = −
Z 1
0
Yu du
Pour ϕ ∈ I, α(t) = tβ , β ≥ 0
le point 2)b)du lemme (2.2.1), (ϕ(Xt ), t ≥ 0) est un PCOC
d) Pour la d&eacute;monstration nous introduisons la fonction h telle que
h : IR → IR
R
x → h(x) = 0x
dy
σ(y)
une telle fonction est continue, d&eacute;rivable et de d&eacute;riv&eacute;e h0 (x) =
En appliquant Itô-Stratonovich, on obtient
h(Xt ) =
=
=
Z t
0
Z t
0
Z t
0
1
σ(x)
h0 (Xs ) ◦ σ(Xs ) ◦ dBs
h0 (Xs )σ(Xs ) ◦ dBs
1
σ(Xs ) ◦ dBs
σ(Xs )
= Bt
Alors h(Xt ) = Bt ; notre but est d’&eacute;crire Xt = ϕ(Bt ), pour ce cas ϕ = h−1
Donc, assurons nous que
1. h−1 existe
2. h−1 ∈ I
1
h−1 existe puisque h est continue, croissante (car sa d&eacute;rive&eacute; σ(x)
est postive
−1
par hypoth&egrave;se sur σ), donc h est continue croissante, d&eacute;rivable
1
(h−1 )0 (x) = h0 (h−1
= σ(h−1 ) de d&eacute;riv&eacute;e continue, de plus v&eacute;rifions que h−1
(x))
est impaire
Z −x
dy
h(−x) =
σ(y)
0
En appliquant le changement de variable [y = −z] on obtient
h(−x) =
Z x
−dz
0
= −
σ(−z)
Z x
dz
0
σ(z)
car σ est paire, ainsi h est impaire donc h−1 l’est aussi
Par suite (Xt , t ≥ 0) est un PCOC
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D&eacute;finition 2.2.4 Soit (Mt , t ≥ 0) une (Ft , t ≥ 0) martingale.
On dit que (Mt , t ≥ 0) ∈ H1loc si, pour tout t ≥ 0
E(sup |Ms |) &lt; ∞
s≤t
Th&eacute;or&egrave;me 2.2.5 Soient (Mt , t ≥ 0) une (Ft , t ≥ 0) martingale continue appartenant &agrave; H1loc , et α : IR+ → IR+ une fonction continue croissante telle que α(0) = 0.
1 Rt
α(t) 0
1. Posons (Xt =
PCOC
Ms dα(s), t &gt; 0) et X0 = M0 , alors (Xt , t ≥ 0) est un
f = R t M dα(s), t ≥ 0) est un PCOC
2. Si M0 = 0, (X
t
s
0
Preuve
1.
Xt =
1 Zt
Ms dα(s)
α(t) 0
Appliquons la formule d’int&eacute;gration par parties
α(t)Mt =
o&ugrave; It =
Rt
0
Z t
0
Z t
0
1 Zt
Ms dα(s)
α(t) 0
1
⇒ Xt = Mt −
It
α(t)
Ms dα(s) ⇒ Mt = Xt +
α(s)dMs est une martingale car
Z t
0
alors
α(s)dMs +
α(s)2 E &lt; M, M &gt;s ≤ sup α(s)2 E &lt; M, M &gt;t &lt; ∞
s≤t
−
dXt = dMt + It dα(t)
α2 (t)
dα(t)
= dMt + It α2 (t) −
.
= It dα(t)
α2 (t)
1
dIt
α(t)
1
α(t)dMt
α(t)
D’une autre part pour s ≤ t
1
It /Fs )
α(t)
1
E(It /Fs )
= E(Mt /Fs ) +
α(t)
1
= Ms −
Is
α(t)
E(Xt /Fs ) = E(Mt −
(2.4)
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Alors
1
1
1
Is +
Is −
Is
α(t)
α(s)
α(s)
1
1
1
= Ms −
Is + (
−
)Is
α(s)
α(s) α(t)
1
1
= Xs + (
−
)Is
α(s) α(t)
E(Xt /Fs ) = Ms −
soit ψ ∈ C pour s ≤ t
E(ψ(Xt )) = E(E(ψ(Xt )/Fs ))
≥ E(ψ(E(Xt )/Fs ))(in&eacute;galit&eacute; de Jensen)
1
1
≥ E(ψ(Xs + (
−
)Is ))
α(s) α(t)
en appliquant le th&eacute;or&egrave;me des accroissements finis pour
1
1
u ∈]Xs , Xs + ( α(s)
− α(t)
)Is [
ψ(Xs + (
1
1
1
1
−
)Is − ψ(Xs) = (
−
)Is ψ 0 (u)
α(s) α(t)
α(s) α(t)
1
1
≥ (
−
)Is ψ 0 (Xs ) + ψ(Xs)
α(s) α(t)
Car ψ est convexe, donc
E(ψ(Xt )) ≥ E(ψ(Xs )) + (
1
1
−
)E(ψ 0 (Xs )Is )
α(s) α(t)
Il suffit alors de montrer que E(ψ 0 (Xs )Is ) ≥ 0, en appliquant la formule d’Itô
&agrave; F (Xs , Is ) = ψ 0 (Xs )Is pour 0 &lt; ε &lt; s, car (Xs , s &gt; ε) est un processus &agrave;
variation born&eacute;. On obtient
Z s
E[ψ 0 (Xs )Is ] = E[ψ 0 (Xε )Iε ] + E[
Z s 2
∂
+1/2 E[
ε
∂y 2
ε
Z s
ψ 00 (Xu )Iu dXu ] + E[
ε
ψ 0 (Xu )dIu ]
(ψ 0 (Xu )Iu )d &lt; I, I &gt;u ]
Mais
(a)
∂2
(ψ 0 (Xu )Iu )
∂y 2
=0
(b) (Xs , s &gt; ε) est &agrave; variation born&eacute;e donc &lt; X, X &gt;≡ 0 ≡&lt; X, I &gt;
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(c) puisque
ψ ∈ C donc ψ 0 est born&eacute;e,de plus It est une martingale alors
Rt 0
0 ψ (Xu )dIu est une martingale continue avec I0 = 0, ainsi
ε→0
E[ψ 0 (Xε )Iε ] → 0
, cepenAlors il suffit de montrer que E[ψ 00 (Xu )Iu dXu ] ≥ 0, or dXu = Iu dα(u)
α2 (u)
dant
ψ 00 (Xu )Iu dXu = ψ 00 (Xu )
Iu2
dα(u)
α2 (u)
≥ 0
puisque α est croissante ,ψ 00 , α2 , I 2 sont positives
Nous avons prouv&eacute; que Xt est un PCOC sur ]0, +∞[, mais le r&eacute;sultat s’obtient
sur [0, +∞[ par continuit&eacute; du processus (Xt , t ≥ 0)
En effet
|Xt − M0 |
1 Zt
|Ms − M0 |dα(s)
α(t) 0
Z t
1
sup |Mt − M0 | dα(s)
α(t) s∈[0,t]
0
≤
≤
t→0
→ 0
Car (Mt , t ≥ 0) est continue
2. Par d&eacute;finition
f =
X
t
Z t
0
Ms dα(s)
pour s ≤ t
Z t
f /F ) = E(
E(X
t
s
=
=
Z s
Z0s
0
0
Mu dα(u)/Fs )
E(Mu /Fs )dα(u) +
Z t
s
E(Mu /Fs )dα(u)
Mu dα(u) + (α(t) − α(s))Ms
f + (α(t) − α(s))M
= X
s
s
Pour ψ ∈ C
f) =
E(ψ(X
t
≥
=
≥
f )/F ]
E(E[ψ(X
t
s
f
E[ψ(E(Xt /Fs ))](l’in&eacute;galit&eacute; de Jensen)
f + (α(t) − α(s))M ))
E(ψ(X
t
s
f )) + (α(t) − α(s))E(ψ 0 (X
f )M )
E(ψ(X
t
t
s
(ψ est convexe)
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Alors le point 2) du th&eacute;or&egrave;me (2.2.5) sera &eacute;tabli une fois que nous aurons
f )M ] ≥ 0. Par Itô
d&eacute;montrer que E[ψ 0 (X
s
s
f )M ]
E[ψ (X
s
s
0
Z s
0
= E[ψ (0)M0 ] + E(
Z s
+E(
Z s0
= E(
0
0
f )dX
f)
Mu ψ 00 (X
u
u
f )dM )
ψ 0 (X
u
u
f )dα(u)
Mu2 ψ 00 (X
u
≥ 0
f ) = M dα(u))
(M0 = 0, α croissante et (dX
u
s
Remarque 2.2.6
1. En fait le point 1)du th&eacute;or&egrave;me (2.2.5) est une cons&eacute;quence
R
du point 2)du même th&eacute;or&egrave;me,puisque dXt = It dα(t)
⇒ Xt = 0t Is dα(s)
α2 (t)
α2 (s)
Donc
Xt =
=
Z t
0
Z t
0
Is d(−
1
)
α(s)
Is dβ(s)
1
est une fonction croissante
o&ugrave; β(t) = − α(t)
2. Le th&eacute;or&egrave;me est plus fort que la croissance de (Xt , t ≥ 0), il nous fournit les
deux relations suivantes
Z s
E[ψ(Xt )] − E[ψ(Xt )] ≥ E(
et
0
Z s
f )] − E[ψ(X
f )] ≥ E(
E[ψ(X
t
t
0
Iu2 ψ 00 (Xu )
dα(u)
)
α2 (s)
f )dα(u))
Mu2 ψ 00 (X
u
3. Soit (Bt , t ≥ 0) un mouvement Brownien, ν ∈ IR, on sait que
(ενt = exp{νBt −
ν 2t
}, t ≥ 0)
2
est une martingale. Un r&eacute;sultat dû &agrave; Carr,Ewald et Xiao &eacute;tablit que
(ν)
(Xt
1Z t ν
=
ε ds, t ≥ 0)
t 0 s
est croissant pour l’ordre convexe. Ainsi le point 1) th&eacute;or&egrave;me (2.2.5) est donc
une extension du r&eacute;sultat de Carr,Ewald et Xiao
Du th&eacute;or&egrave;me pr&eacute;c&eacute;dent on peut d&eacute;duire la version discr&egrave;te suivante :
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Th&eacute;or&egrave;me 2.2.7 Soit (Mn , n ≥ 1) une martingale index&eacute;e par (IN ∗ ) et (ak , k ≥
P
1)une suite de nombres r&eacute;els positifs, on d&eacute;finit la suite α(n) = nk=1 ak alors
1.
n
1 X
(Xn =
ak Mk , n ≥ 1)
α(n) k=1
est une suite al&eacute;atoire croissante dans l’ordre convexe
2. Si E(M1 ) = 0, alors
f =
(X
n
n
X
ak Mk , n ≥ 1)
k=1
est aussi une suite al&eacute;atoire croissante dans l’ordre convexe
Preuve Ce th&eacute;or&egrave;me est une cons&eacute;quence directe du th&eacute;or&egrave;me pr&eacute;c&eacute;dent en
remarqunat que
1. ak = αk − αk−1 , alors
Xn =
n
1 X
(αk − αk−1 )Mk
αn k=1
Z k
n
1 X
Mk
=
dα(s)
αn k=1
k−1
=
n
1 Z nX
Mk 1[k−1,k[ (s)dα(s)
αn 0 k=1
P
• Montrons que Mt = nk=1 Mk 1[k−1,k[ (t) est une martingale pour la filtration
Ft = Fk pour k − 1 ≤ t &lt; k
On distinque deux cas
(a) Pour k − 1 ≤ s ≤ t &lt; k
E(Mt − Ms /Fs ) = E(Mk − Mk /Fs ) = 0
(b) Pour j − 1 ≤ s &lt; j ≤ k − 1 ≤ s ≤ t &lt; k
E(Mt /Fs ) =
=
=
=
E(Mk /Fs )
E(Mk /Fj )
Mj
Ms
En appliquant le point 1) du th&eacute;or&egrave;me (2.2.5) pour la martingale Mt d&eacute;finie
plus haut et β(t) une fonction croissante tel que β(0) = 0 et avec la contrainte
β(k) = α(k), k ≥ 1. Le th&eacute;or&egrave;me pr&eacute;c&eacute;dent nous fournit que ∀s ≤ t
E(ψ(Xt )) ≥ E(ψ(Xs ))
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En particulier pour tout l = s ≤ t = n
E(ψ(Xn )) ≥ E(ψ(Xl ))
2. En utilisant le point 2) du th&eacute;or&egrave;me (2.2.5) pour la même martingale, on en
d&eacute;duit que pour tout 1 ≤ l ≤ n
f )] ≥ E[ψ(X
f )]
E[ψ(X
n
l
Proposition 2.2.8 Soit (Ls , s ≥ 0)un processus &agrave; accroissements ind&eacute;pendants
(pas necessairement stationaires) tel que
a) pour tout s ≥ 0, E(L2s ) &lt; ∞ et E(Ls ) = 0
Soit a : IR+ &times; IR+ → IR+ une fonction bor&eacute;lienne telle que pour tout T ≥ 0
Z T
a(t, s)dE(L2s ) &lt; ∞
0
(2.5)
b) ∀s ≥ 0, t → a(t, s) est croissante
Le processus
(XtT =
Z T
0
a(t, s)dLs , t ≥ 0)
est un PCOC
Preuve Pour simplifier, on suppose que T = 1 et on note par Xt = Xt1
1. Pour u ≤ v nous avons
E(Lv − Lu )2 =
=
=
=
E(Lv )2 + E(Lu )2 − 2E(Lu Lv )
E(Lv )2 + E(Lu )2 − 2E[E(Lu Lv )/Fu ]
E(Lv )2 + E(Lu )2 − 2E[Lu E(Lv − Lu + Lu )/Fu ]
E(Lv )2 + E(Lu )2 − 2E(Lu )2 E(Lv − Lu )
car Lv − Lu est ind&eacute;pendant de Fu , par cons&eacute;quent
E(Lv − Lu )2 = E(Lv )2 − E(Lu )2
Ainsi Pour u ≤ v E(Lv )2 − E(Lu )2 ≥ 0 ⇒ E(Ls )2 est croissante en s
Par suite E(Ls )2 est &agrave; variation born&eacute;e et comme a(t, s) est une fonction
bor&eacute;lienne
Z T
a2 (t, s)dE(L2s )
0
existe au sens de Lebesgue−Stieljes
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2.
Xt =
Z 1
0
L2
n−1
X
k
a(t, )(L k+1 − L k )
n
n→+∞
n
n
k=0
a(t, s)dLs = lim
v&eacute;rifions que
Xn (u) =
n−1
X
k
a(u, )(L k+1 − L k )
n
n
n
k=0
est convergente dans L2
kXn k2L2 = E(Xn )2
=
n−1
X
k
a2 (t, )E(L k+1 − L k )2
n
n
n
k=0
Puisque les accroissements sont ind&eacute;pendants centr&eacute;s, les termes
mixtes valent 0, ainsi d’apr&eacute;s le point 1 ci dessus
kXn k2L2
=
=
n−1
X
k
a2 (t, )E(L k+1 )2 − E(L k )2
n
n
n
k=0
n−1
X
k
a2 (t, )(fk+1 − fk )
n
k=0
Avec fk+1 = E(L k+1 )2 , alors
n
kXn k2L2
→
Z 1
0
a2 (t, s)dE(L2s ) ≤ ∞
n→+∞
Donc Xn (u) → Xu dans L2
3. Par d&eacute;finition (Xn (t))n≥0 est une suite de sommes partielles de variables al&eacute;aP.S
toires ind&eacute;pendantes convergentes vers Xt . Donc
Xn (u) → Xu aussi.
P.S
Et pour ψ ∈ C, ψ(Xn (u)) → ψ(Xu ) ( puisque ψ est continue)
4. Soit ψ ∈ C, puisque ψ est de classe C 2 , elle admet un developpement limit&eacute;
d’ordre 1, pour y au voisinage de x
ψ(y) = ψ(x) + (y − x)ψ 0 (x) + O(y − x)
y→x
Avec O(y − x) → 0
Ainsi pour y = Xn (t) et x = Xt , on obtient
ψ(Xn (t)) = ψ(Xt ) + (Xn (t) − Xt )ψ 0 (Xt ) + O(Xn (t) − Xt )
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O&ugrave;
|ψ(Xn (t)) − ψ(Xt )| = |(Xn (t) − Xt )ψ 0 (Xt ) + O(Xn (t) − Xt )|
≤ |Xn (t) − Xt ||ψ 0 (Xt )| + |O(Xn (t) − Xt )|
≤ c1 |Xn (t) − Xt |
D’apr&eacute;s la proposition ψ 0 est born&eacute;e et ψ 00 est positive continue &agrave; support
compact, donc born&eacute;e. Par cons&eacute;quent
E|ψ(Xn (t)) − ψ(Xt )| ≤ c1 E|Xn (t) − Xt |
|
{z
}
↓0
L1
Ceci montre que ψ(Xn (t)) → ψ(Xt ), ainsi on a
E[ψ(Xn (u))] → E[ψ(Xu )]
Donc pour d&eacute;montrer la proposition il suffit de montrer que ∀s ≤ t
E[ψ(Xn (s))] ≤ E[ψ(Xn (t))]
Nous avons
n−2
X
E[ψ(Xn (s))] = E[ψ(
k
n−1
a(s, )(L k+1 − L k ) + a(s,
)(L nn − L n−1 ))]
n
n
n
n
n
k=0
Mais par le point 1)a)du lemme (2.2.1)pour Y = (L nn − L n−1 ) et
n
X=
n−2
X
k
a(s, )(L k+1 − L k )
n
n
n
k=0
n−2
X
E[ψ(Xn (s))] ≤ E[ψ(
n−1
k
)(L nn − L n−1 ))]
a(s, )(L k+1 − L k ) + a(t,
n
n
n
n
n
k=0
n−3
X
k
n−1
)(L nn − L n−1 )
a(s, )(L k+1 − L k ) + a(t,
n
n
n
n
n
k=0
n−2
)(L n−1 − L n−2 ))]
+a(s,
n
n
n
≤ E[ψ(
On applique le lemme encore une fois pour Y = (L n−1 − L n−2 ) et
n
X=
n−3
X
n
n−1
k
)(L nn − L n−1 )
a(s, )(L k+1 − L k ) + a(t,
n
n
n
n
n
k=0
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On obtient
n−3
X
E[ψ(Xn (s))] ≤ E[ψ(
k
n−1
a(s, )(L k+1 − L k ) + a(t,
)(L nn − L n−1 )
n
n
n
n
n
k=0
n−2
)(L n−1 − L n−2 ))]
n
n
n
On refait la même d&eacute;marche jusqu’&agrave; l’obtention du r&eacute;sultat E[ψ(Xs )] ≤ E[ψ(Xt )]
par passage &agrave; la limite
+a(s,
Remarque 2.2.9 Suite &agrave; ce raisonnement avec (Ls , s ≥ 0)un processus &agrave; accroissements ind&eacute;pendants quelconques, plusieurs applications d&eacute;coulent
1. Si Ls est un processus &agrave; accroissements sym&eacute;triques et ind&eacute;pendants alors pour
ϕ∈J
Z
ϕ(
T
0
a(t, s)dLs , t ≥ 0)
est un PCOC
En effet Par le point 3)b) du lemme (2.2.1) pour αi (t) = a(t, ni )
et Xi = L i+1 − L i
n
n
E[ψ ◦ ϕ(
n−1
X
n−1
X
αi (t)Xi )] ≥ E[ψ ◦ ϕ(
i=0
αi (s)Xi )]
i=0
Comme ϕ est continue, par passage &agrave; la limite, on obtient
Z T
E[ψ(ϕ(
0
Z T
a(t, u)dLu ))] ≥ E[ψ(ϕ(
0
a(t, s)dLs ))]
2. En supposant que (Ls , s ≥ 0) est un processus de L&eacute;vy, ∀ s ≤ t
E[ψ(
Ls
Ls
)] = E[Eψ( )/Ft+ ]
s
s
Ls
≥ E[ψE( )/Ft+ ](par l’in&eacute;galit&eacute; de Jensen)
s
Lt
≥ E[ψ( )]
t
Ainsi ( Ltt , t ≥ 0) est un processus d&eacute;croissant dans l’ordre convexe, il peut
s’&eacute;crire
Lt Z T
=
a(t, s)dLs avec T = ∞ et a(t, s) = 1t 1s≤t
t
0
Mais a(t, s) ainsi d&eacute;fini n’est pas croissant en t
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3. Si dans laR proposition (2.2.8) (Ls , s ≥ 0) est le mouvement brownien, pour
ϕ ∈ I, (ϕ( 0T a(t, s)dBs ), t ≥ 0)R est un PCOC,ce point est une cons&eacute;quence du
2)b) du lemme (2.2.1)
puisque 0T a(t, s)dBs est un processus al&eacute;atoire gaussien
RT 2
centr&eacute; de variance 0 a (t, s)ds
En effet
Z t
n−1
X
k
L2
a(t, s)dBs = lim
a(t, )(B k+1 − B k )
n
n→+∞
n
n
0
k=0
Ainsi
m
X
k0
L2
αk0 (XtTk0 ) =
L2
=
m
X
lim
n→+∞
lim
n−1
X
k
a(tk0 , (B k+1 − B k )
n
n
n
k=0
αk0
k0
n−1
X
m
X
k=0
k0
(
n→+∞
k
αk0 a(tk0 , )(B k+1 − B k )
n
n
n
O&ugrave; le second membre est une limite dans L2 d’une suite de variables al&eacute;atoires
gaussiennes centr&eacute;es car c’est une combinaison lin&eacute;aire de variables al&eacute;atoires
gaussiennes centr&eacute;es ind&eacute;pendantes. D’autre part XtT est une martingale,
Z T
E(XtT )2 = E[
=
De plus
Z T
ϕ(
O&ugrave; G ,→ N (0, 1) et
0
a2 (t, s)d &lt; B, B &gt;s ]
a2 (t, s)ds
loi
s
Z T
a(t, s)dBs ) = ϕ(
0
qR
Z T
0
T
0
0
a2 (t, s)ds.G)
a2 (t, s)ds est croissante en t
Proposition 2.2.10 Soient σ, b : IR+ &times; IR → IR tels que l’equation differentielle
stochastique suivante
Xt =
Z t
0
σ(s, Xs )dBs +
Z t
0
b(s, Xs )ds
admet une solution unique en loi
En outre nous supposons
• pour tout s ≥ 0 σs = σ(s, .) est une fonction paire
• pour tout s ≥ 0 bs = b(s, .) est une fonction impaire tel que
sgn b(x) = sgn(x)
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Alors
1. (Xt , t ≥ 0) est un PCOC
2. Plus g&eacute;n&eacute;ralement ,pour ϕ ∈ J, (ϕ(Xt ), t ≥ 0) est un PCOC
Preuve Montrons d’abord que le processus (Xt , t ≥ 0) est sym&eacute;trique
Nous avons
−Xt = −
loi
=
Z t
Z t
0
0
σs (Xs )dBs −
f +
σs (−Xs )dB
s
Z t
0
Z t
0
bs (Xs )ds
bs (−Xs )ds
loi
f = −B = B )
(B
s
s
s
Si on pose Yt = −Xt on obtient Yt est solution de
Yt =
Z t
0
σ(s, Ys )dBs +
Z t
0
b(s, Ys )ds
loi
Par unicit&eacute; de solution en loi, Yt = Xt d’o&ugrave; la sym&eacute;trie de (Xt , t ≥ 0)
1. Soit ψ ∈ C, par Itô
E[ψ(Xt )] = E[
Z t
0
1
ψ 0 (Xs )bs (Xs ) + ψ 00 (Xs )σs2 (Xs )ds]
2
Donc
∂
1
E[ψ(Xt )] = E[ψ 0 (Xt )bt (Xt ) + ψ 00 (Xt )σt2 (Xt )]
∂t
2
≥ E[ψ 0 (Xt )bt (Xt )]
0
≥ E[bt (Xt ){ψ (0) +
≥ E[bt (Xt )
Si Xt ≥ 0 ⇒ bt (Xt )
Si Xt ≤ 0 ⇒ bt (Xt )
Ainsi
R Xt
0
R Xt
0
Z Xt
0
Z Xt
0
ψ 00 (u)du}]
ψ 00 (u)du]
ψ 00 (u)du ≥ 0 puisque sgn[bt (Xt )] = sgn(Xt )
ψ 00 (u)du ≥ 0
∂
E[ψ(Xt )] ≥ 0
∂t
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2. Soit ϕ ∈ J et ψ ∈ C pour θ d&eacute;finie dans 3)a) du lemme (2.2.1) on obtient
E[ψ ◦ ϕ(Xt )] − E[ψ ◦ ϕ(Xs )] = E[θ ◦ ϕ(Xt )] − E[θ ◦ ϕ(Xs )]
On sait que (Xt , t ≥ 0) est un PCOC, donc en particulier pour θ ◦ ϕ convexe
E[θ ◦ ϕ(Xt )] − E[θ ◦ ϕ(Xs )] ≥ 0
Ce qui clos cette d&eacute;monstration.
Remarque 2.2.11 L’hypoth&egrave;se impos&eacute;e dans la proposition sgn(bs (x)) = sgn(x)
n’est pas n&eacute;cessaire, voil&agrave; deux exemples de processus (Xt , t ≥ 0) croissants dans
l’ordre convexe solution de l’&eacute;quation, o&ugrave; cette hypoth&egrave;se n’est pas satisfaite
Exemple 1)Soit (Xt , t ≥ 0) le processus de Ornstein−Uhlenbeck d&eacute;fini par
Xt = Bt − c
Z t
0
Xs ds
Evidemment si c ≤ 0, alors bs (x) = −cx satisfait l’hypoth&egrave;se
Or si c ≥ 0, sgn(bs (x)) = −sgn(x) mais on peut montrer que (Xt , t ≥ 0) est un
PCOC en r&eacute;solvant l’EDS
dXt + cXt dt = dBt
par la m&eacute;thode de la variation de la constante
1. La r&eacute;solution de l’EDS sans second membre
dXt + cXt dt = 0 ⇒ dXt = −cXt dt
dXt
= −cdt
⇒
Xt
⇒ ln|Xt | = −ct
⇒ ln|Xt | = −ct + c0
⇒ Xt = Ke−ct
2. Pour r&eacute;soudre l’EDS avec second membre on proc&egrave;de comme suit
Xt = K(t)e−ct ⇒ dXt = dK(t)e−ct − cK(t)e−ct
. En rempla&ccedil;ant Xt et dXt dans l’EDS, on obtient
dK(t)e−ct − cK(t)e−ct + cK(t)e−ct = dBt ⇒ dK(t)e−ct = dBt
⇒ K(t) =
Par suite la solution se l’EDS est donn&eacute;e par
X(t) =
Z t
0
ec(s−t) dBs
Z t
0
ecs dBs .
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Ainsi Xt est un processus gaussien centr&eacute; de variance
E[Xt2 ] =
Z t
0
e2c(s−t) ds
1 2c(s−t) t
[e
]0
2c
1
1
=
− e−2ct
2c 2c
1 − e−2ct
=
2c
=
Donc
s
loi
Xt =
O&ugrave;
1 − e−2ct
.G
2c
G ,→ N (0, 1).
Exemple 2) Soit ϕ ∈ I, et de classe C 2 on sait que (Xt = ϕ(Bt ), t ≥ 0) est un
PCOC, en appliquant la formule d’Itô &agrave; la fonction ϕ, on obtient
ϕ(Bt ) =
Z t
0
1 Z t 00
ϕ (Bs )dBs +
ϕ (Bs )ds
2 0
0
Puisque ϕ est une fonction continue croissante, elle admet donc une fonction r&eacute;ciproque ϕ−1 continue croissante de plus impaire
Ainsi
Xt =
Z t
0
1 Z t 00
ϕ ◦ ϕ (Xs )dBs +
ϕ ◦ ϕ−1 (Xs )ds
2 0
0
−1
La fonction ϕ0 ◦ ϕ−1 est paire car ϕ0 l’est aussi, et la fonction ϕ00 ◦ ϕ−1 est impaire
car ϕ00 l’est aussi, mais nous n’avons pas forc&eacute;ment sgn[ϕ00 ◦ ϕ−1 ] = sgn(x)
Chapitre 3
Les processus 1−martingale
Dans cette partie, nous allons exhiber des martingales (Mt , t ≥ 0) pour plusieurs
processus (Xt , t ≥ 0)croissants dans l’ordre convexe telles que pour tout t fix&eacute;
loi
Xt = Mt
en d&eacute;veloppant les r&eacute;sultats de l’article Pour des processus particuliers ,on sait expliciter les martingales associ&eacute;es cas par cas, mais une m&eacute;thode g&eacute;n&eacute;rale reste inconnue
&agrave; notre connaissance &agrave; l’exception de la construction abstraite faite par Strassen
(voir[10]), Doob (voir[3]) et Kellerer (voir[6]).
3.1
D&eacute;finitions
D&eacute;finition 3.1.1 Un processus (Xt , t ≥ 0) est un 1−martingale s’il existe une martingale (Mt , t ≥ 0) tel que pour tout t fix&eacute;
loi
Xt = Mt
Th&eacute;or&egrave;me 3.1.2 Les propri&eacute;t&eacute;s suivantes sont &eacute;quivalentes
1. (Xt , t ≥ 0) est croissant dans l’ordre convexe
2. (Xt , t ≥ 0) est un 1−martingale
Preuve
loi
i) 2) ⇒ 1) est trivial, pour ψ ∈ C et s ≤ t, par hypoth&egrave;se Xt = Mt
E[ψ(Xt )] = E[ψ(Mt )]
= E[E[ψ(Mt )]/Fs ]
≥ E[ψE[(Mt )/Fs ]](par l’in&eacute;galit&eacute; de Jensen)
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Puisque Mt est une martingale
E[ψ(Xt )] ≥ E[ψ(Ms )]
≥ E[ψ(Xs )]
i) 1) ⇒ 2) est difficille &agrave; &eacute;tablir elle est dû aux travaux de V.Strassen, J.L.Doob et
H.G.Kellerer (voir[8]).
Nous allons maintenant d&eacute;crire plusieurs m&eacute;thodes (plutôt limit&eacute;es) et les illustrer
avec des exemples.
3.2
M&eacute;thode du Drap Brownien
Cette m&eacute;thode a &eacute;t&eacute; d&eacute;couverte par D.Baker et M.Yor, (voir[1]), Voici l’illustration de cette m&eacute;thode par son exemple fondateur.
Soit (Bs , s ≥ 0) un mouvement Brownien et (Ws,u , s, u ≥ 0) un Drap Brownien
(ν)
Th&eacute;or&egrave;me 3.2.1 Soit ν ∈ IR et (Xt
Alors
(ν)
R
=
1 Rt
t 0
exp(νBu −
ν2u
)du, t
2
≥ 0)
2
1. (Mt = 01 exp(νWu,t − ν 2ut )du, t ≥ 0) est une martingale pour la filtration
(gt = σ(Wu,s , u ≥ 0, s ≤ t), t ≥ 0)
2. Pour tout t fix&eacute;
(ν) loi
Xt
(ν)
= Mt
Preuve
(ν)
1. Montrons que (Mt ), t ≥ 0) est une (gt , t ≥ 0) martingale
Z 1
(ν)
E[Mt /gs ] = E[
=
Z 1
0
0
exp(νWu,t −
ν 2 ut
)du/gs ]
2
E[exp(ν(Wu,t − Wu,s + Wu,s ) −
ν 2 ut
)/gs ]du
2
Wu,s est gs mesurable, de plus d’apr&eacute;s la remarque (1.6.3) Wu,t − Wu,s est
ind&eacute;pendant de gs , ainsi
(ν)
E[Mt /gs ]
=
Z 1
0
exp(νWu,s −
ν 2 ut
)E[exp(ν(Wu,t − Wu,s )]du
2
Avec
E[exp(ν(Wu,t − Wu,s )] = q
1
2πu(t − s)
Z +∞
−∞
exp(νy)exp(−
y2
)dy
2u(t − s)
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En appliquant le changement de variable
z=√ y
⇒ √ 1 dy = dz, on obtient
u(t−s)
u(t−s)
q
1 Z +∞
z2
√
E[exp(ν(Wu,t − Wu,s )] =
exp(νz u(t − s))exp(− )dz
2
2π −∞
Z +∞
1
= √
2π
= exp(
−∞
2
q
2
exp(
ν u(t − s)
)exp(−
2
(z − ν u(t − s))2
2
ν u(t − s)
)
2
D’o&ugrave;
(ν)
E[Mt /gs ]
(ν) loi
2. Montrons que Xt
Nous avons
Z 1
ν 2 ut ν 2 u(t − s)
+
)du
2
2
0
Z 1
ν 2 us
du
=
exp(νWu,s −
2
0
= Ms(ν)
=
exp(νWu,s −
(ν)
= Mt
ν 2u
1Z t
exp(νBu −
)du
=
t 0
2
En utilisant le changement de variable [u = vt], on obtient
(ν)
Xt
(ν)
Xt
=
Z 1
0
exp(νBvt −
ν 2 vt
)dv
2
Or d’apr&eacute;s la proposition (1.6.2), pour tout t ≥ 0 fix&eacute;
loi
(But , u ≥ 0) = (Wu,t , u ≥ 0).
Par suite
(ν)
Xt
loi
=
Z 1
0
exp(νWv,t −
ν 2 vt
)dv
2
(ν)
= Mt
3.3
M&eacute;thode d’inversion du temps
Nous allons montrer par des exemples comment on peut construire des processus croissants dans l’ordre convexe et leurs martingales associ&eacute;es li&eacute;s aux fonctions
suivantes
)dz
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h : IR+ &times;IR → IR de classe C 1 par rapport &agrave; la 1re variable et C 2 par rapport &agrave; la 2me
avec h(0, 0) = 0 et satisfait
∂h 1 ∂ 2 h
=0
+
∂s 2 ∂x2
qui se concr&eacute;tisent par l’exemple suivant
h(s, x) = exp[(λx −
λx2
s)] − 1,
2
λ ∈ IR.
Th&eacute;or&egrave;me 3.3.1 Soit (Bs , s ≥ 0) un mouvement brownien, h une fonction d&eacute;finie
pr&eacute;c&eacute;demment et telle que (h(s, Bs ), s ≥ 0) soit une martingale.
Soient
Z
(h)
(Xt
et
(h)
(Mt
=
Z t
0
t
=
0
h(s, Bs )ds, t ≥ 0)
h(t − s, Bt − Bs )ds, t ≥ 0).
Alors
(h)
1. (Mt , t ≥ 0) est une martingale.
2. Pour tout t ≥ 0 fix&eacute; ,
(h) loi
Xt
(h)
= Mt .
(h)
Contrairement au th&eacute;or&egrave;me (3.2.1) ,ici la martingale (Mt , t ≥ 0) est d&eacute;finie
dans le même espace que (Bt , t ≥ 0) et c’est une martingale pour la même filtration.
Preuve
(h)
1. Montrons que (Mt ), t ≥ 0) est une martingale, en utilisant la formule d’Itô
entre s et t, on peut &eacute;crire :
h(t − s, Bt − Bs ) = h(s − s, Bs − Bs ) +
Z t
∂h
Z t
∂h
s
[
∂u
+
(u − s, Bu − Bs )dBu
∂u
Z t
∂h
=
(u − s, Bu − Bs )dBu
s ∂u
(car h(0, 0) = 0)
+
s
1 ∂ 2h
](u − s, Bu − Bs )du
2 ∂x2
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Ainsi
(h)
Mt
Z t
=
0
Z t
=
0
Z t
=
h(t − s, Bt − Bs )ds
ds
Z t
∂h
∂u
s
(u − s, Bu − Bs )dBu
Z u
∂h
dBu
∂u
(par Fubini)
0
0
(u − s, Bu − Bs )ds
Mais h est de classe C 2 par rapport &agrave; x, continue sur le compact [0, u] elle est
de deriv&eacute;e partielle born&eacute;e ,par suite
E
Z t
0
Z u
∂h
du(
0
∂u
(u − s, Bu − Bs )ds)2 &lt; ∞
(h)
Donc (Mt ), t ≥ 0) est une martingale
(h) loi
2. Montrons que Xt
Nous avons
(h)
= Mt
(h)
Xt
Z t
=
0
h(s, Bs )ds
En appliquant le changement de variable (s = t − u)
(h)
Xt
= −
=
loi
=
Z 0
Z t
0
Z t
0
t
h(t − u, Bt−u )du
h(t − u, Bt−u )du
h(t − u, Bt − Bu )du
loi
Par d&eacute;finition de h et (Bu , u ≤ t) = (Bt − Bt−u , u ≤ t)
loi
alors (Bt−u , u ≤ t) = (Bt − Bu , u ≤ t) .
Ainsi
(h)
(h)
Xt = Mt .
La version discr&egrave;te du th&eacute;or&egrave;me
Soit (Z1 , Z2 , ..., Zn , ..) des variables al&eacute;atoires iid et (Yn , n ≥ 1) une (Fn , n ≥ 1)
une martingale centr&eacute;e, o&ugrave; Fn = σ(Z1 , Z2 , ..., Zn ). Il existe une suite de fonctions
borelienne fn : IRn → IR telle que
Yn = fn (Z1 , Z2 , ..., Zn )
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Th&eacute;or&egrave;me 3.3.2 En plus des hypoth&egrave;ses pr&eacute;c&eacute;dentes nous supposons que (fn )n∈IN
est une suite de fonctions sym&eacute;triques par rapport &agrave; leurs arguments i.e f2 (Z2 , Z1 ) =
f2 (Z1 , Z2 )..., fn (Zn , Zn−1 ..., Z1 ) = fn (Z1 , Z2 , ..., Zn )
Soit
n
(Xn =
X
Yj , n ≥ 1).
j=1
Et
Mn = f1 (Zn ) + f2 (Zn , Zn−1 ) + ... + fn = (Zn , Zn−1 , ...Z1 )
=
n
X
fj (Zn , Zn−1 , ..., Zn−j+1 ).
j=1
Alors
1. (Mn , n ≥ 1) est une Fn martingale
2. pour tout n ≥ 1 fix&eacute;
loi
Xn = Mn
Preuve
1. Montrons que (Mn , n ≥ 1) est une (Fn ) martingale
Pour la d&eacute;monstartion il faut d’abord remarquer que pour tout n ≥ 1 et tout
x1 , x2 ...xn−1 r&eacute;elles,
E[fn (x1 , x2 , ..., xn−1 , Z)] = fn−1 (x1 , x2 , ..., xn−1 )
et E[f1 (Z)] = 0, o&ugrave; Z est une variable al&eacute;atoire de même loi que les Zi , i ≥ 1.
En effet puisque (Yn , n ≥ 1) est une martingale centr&eacute;e, E[f1 (Z)] = E(Y1 ) =
0. De plus, par le fait que Yn est une martingale
E[fn (Z1 , Z2 , ..., Zn−1 , Zn )/Fn−1 ] = fn−1 (Z1 , Z2 , ..., Zn−1 )
= φ((Z1 , Z2 , ..., Zn−1 )
Car (Z1 , Z2 , ..., Zn−1 ) ∈ Fn−1 et Zn est ind&eacute;pendante de Fn−1
O&ugrave;
φ(x1 , x2 , ..., xn−1 ) = E[fn (x1 , x2 , ..., xn−1 , Z)]
= fn−1 (x1 , x2 , ..., xn−1 )
Avec Z, Zn de même loi.
Retournons maintenant &agrave; la preuve de notre th&eacute;or&egrave;me, nous avons
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E[Mn /Fn−1 ] = E[f1 (Zn )/Fn−1 ] + E[f2 (Zn , Zn−1 )/Fn−1 ]
+... + E[fn (Zn , Zn−1 , ..., Z2 , Z1 )/Fn−1 ]
et puisque fn est sym&eacute;trique par rapport &agrave; ses arguments
E[Mn /Fn−1 ] = E[f1 (Zn )/Fn−1 ] + E[f2 (Zn−1 , Zn )/Fn−1 ]
+... + E[fn (Z1 , Z2 , ..., Zn−1 , Zn )/Fn−1 ]
= 0 + φ(Zn−1 ) + ... + φ(Z1 , Z2 , ..., Zn−1 )
= E[f2 (Zn−1 , Zn )] + ... + E[fn (Zn , Zn−1 , ..., Z2 , Z1 )]
= f1 (Zn−1 ) + ... + fn−1 (Zn−1 , ..., Z2 , Z1 )
= Mn−1
loi
2. Montrons que Xn = Mn
Xn =
=
n
X
j=1
n
X
Yj
fj (Z1 , ..., Zj )
j=1
= f1 (Z1 ) + f2 (Z1 , Z2 ) + ... + fn (Z1 , ..., Zn )
loi
= f1 (Zn ) + f2 (Zn , Zn−1 ) + ... + fn (Zn , ..., Z1 )
car les Zi sont ind&eacute;pendantes de même loi &brvbar;
Le th&eacute;or&egrave;me suivant est une g&eacute;n&eacute;ralisation du th&eacute;oreme (3.3.1) au processus
de L&eacute;vy
Th&eacute;or&egrave;me 3.3.3 Soit (Ls , s ≥ 0)un processus de L&eacute;vy continu et h : IR+ &times; IR → IR
une fonction borelienne, tel que (h(s, Ls ), s ≥ 0) soit une (Fs , s ≥ 0)−martingale
centr&eacute;e, on d&eacute;finit par
Z
(Xt =
Et
(Mt =
Z t
0
t
0
h(s, Ls )ds, t ≥ 0)
h(t − s, Lt − Ls )ds, t ≥ 0)
Alors
1. (Mt , t ≥ 0) est une (Ft , t ≥ 0) martingale
2. Pour tout t ≥ 0 fix&eacute;
loi
Xt = Mt
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preuve
1. Montrons que (Mt , t ≥ 0) est une Ft martingale
Pour s ≤ t
Z t
E[Mt /Fs ] = E[
Z s
=
0
0
h(t − u, Lt − Lu )du/Fs ]
E[h(t − u, Lt − Lu )/Fs ]du +
Z t
s
E[h(t − u, Lt − Lu )/Fs ]du
Comme pour s ≤ u ≤ t, Lt − Lu est ind&eacute;pendent de Ls
E[h(t − u, Lt − Lu )/Fs ] = E[h(t − u, Lt − Lu )]
loi
Mais Lt − Lu = Lt−u , ainsi
E[h(t − u, Lt − Lu )/Fs ] = E[h(t − u, Lt−u )]
D’autre part (h(t, Lt ), t ≥ 0) est une martingale et E[h(v, Lv )] = 0, d’o&ugrave;
E[h(t − u, Lt − Lu )/Fs ] = 0
Pour u ≤ s ≤ t
E[h(t − u, Lt − Lu )/Fs ] = E[h(t − u, Lt − Ls + Ls − Lu )/Fs ]
= φ(t − u, Ls − Lu )
Car Ls − Lu ∈ Fs et Lt − Ls est ind&eacute;pendant de Fs Avec
e
φ(t − u, Ls − Lu ) = E[h(t
− u, Ls − Lu + Lt g
− Ls )]
e
g
= E[h(t − u, Ls − Lu + Lt−s )]
Parsuite
Z s
0
E[h(t − u, Lt − Lu )/Fs ]du =
Z s
0
e
E[h(t
− u, Ls − Lu + Lg
t−s )]du
Posons [v = s − u], on peut &eacute;crire
Z s
0
E[h(t − u, Lt − Lu )/Fs ]du =
Z s
0
e
E[h(t
+ v − s, Lv + Lg
t−s )]dv
Or 0 ≤ v ≤ s, donc Lt−s est ind&eacute;pendant de Fv , par cons&eacute;quent
e
E[h(t
+ v − s, Lv + Lg
t−s )] = E[h(t + v − s, Lv + Lt−s )/Fv ]
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et comme s − v ≤ t
et
t − s + v ≥ v, on a
E[h(t + v − s, Lv + Lt−s )/Fv ] = E[h(t + v − s, Lt−s+v )/Fv ]
= h(v, Lv )
car h(u, Lu ) est une martingale.
En appliquant encore une fois le changement de variable [v = s − u]
Z s
0
e
E[h(t
− u, Ls − Lu + Lg
t−s )]du =
Par suite
E[Mt /Fs ] =
Z s
0
Z s
0
h(s − u, Ls − Lu )
h(s − u, Ls − Lu ) = Ms
loi
2. Montrons que Xt = Mt
Z t
Mt =
0
Z t
loi
=
0
h(t − s, Lt − Ls )ds
h(t − s, Lt−s )ds
loi
Car (Ls , 0 ≤ s ≤ t) = (Lt − L(t−s) , 0 ≤ s ≤ t) et en appliquant le changement
de variable [t − s = u]
loi
Mt =
Z t
0
h(u, Lu )du
loi
= Xt
3.4
M&eacute;thode des EDS
Soit ϕ ∈ I, nous avons d&eacute;ja montr&eacute; que (ϕ(Bt ), t ≥ 0) est un PCOC, nous allons
maintenant voir au prix de quelques hypoth&egrave;ses suppl&eacute;mentaires sur ϕ qu’il existe
une martingale (Mt , t ≥ 0) solution de
Mt =
Z t
0
σ(u, Mu )dBu
(pour une fonction σ bien choisie) tel que, pour tout t ≥ 0 fix&eacute; on aurait
loi
Mt = ϕ(Bt )
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Hypoth&egrave;ses et notations
1. Soit ϕ ∈ J tel que, pour tout t ≥ 0
E(|ϕ(Bt )|) &lt; ∞
E(|ϕ00 (Bt )|) &lt; ∞
et
2. Soit H : IR+ &times; IR → IR− une fonction d&eacute;finie par
H(u, x) =
Z x
−∞
ϕ00 (y)exp{−
y2
}dy
2u
Nous avons que H(u, x) ainsi d&eacute;fini v&eacute;rifie 2 propri&eacute;t&eacute;s qui sont les suivantes
–
≤
≤
≤
&lt;
Z x
y2
}dy|
2u
−∞
Z x
y2
|ϕ00 (y)|exp{− }dy
2u
−∞
Z +∞
y2
|ϕ00 (y)|exp{− }dy
2u
−∞
E(|ϕ00 (Bt )|)
∞
|H(u, x)| = |
ϕ00 (y)exp{−
– Pour tout u ≥ 0 et x ∈ IR nous avons H(u, x) ≤ 0
Si x ∈ IR− ,
Z x
y2
ϕ00 (y)exp{− }dy ≤ 0
2u
−∞
Car ϕ00 (y) ≤ 0
Si x ∈ IR+ , sgn varphi00 (x) = sgn(x) ≥ 0, ainsi
Z x
Z +∞
y2
y2
}dy ≤
ϕ00 (y)exp{− }dy
2u
2u
0
0
Z x
Z +∞
2
y
y2
00
00
⇒
−
ϕ (y)exp{− }dy ≥ −
ϕ (y)exp{− }dy
2u
2u
0
0
En appliquant le changement de variable [z = −y]
−
Ainsi
ϕ00 (y)exp{−
Z x
0
Z 0
y2
z2
00
ϕ (y)exp{− }dy ≥
ϕ (z)exp{− }dz
2u
2u
−∞
00
Z x
−∞
ϕ00 (y)exp{−
y2
}dy ≤ 0
2u
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3. Soit σ : IR+ &times; IR → IR+ une fonction d&eacute;finie par
σ 2 (u, y) = (ϕ0 ◦ ϕ−1 )2 (y) − (ϕ0 ◦ ϕ−1 )(y)H(u, ϕ−1 (y))exp{
(ϕ−1 )2 (y)
}
2u
Puisque H(u, x) ≤ 0 et ϕ0 (x) ≥ 0, alors σ 2 (u, x) ≥ 0
On note par H1) les Hypoth&egrave;se que doit v&eacute;rifier ϕ
i) ϕ ∈ J
ii) ϕ0 ◦ ϕ−1 est lipschitzienne et ϕ0 (0) &gt; 0
iii) Pour tout c &gt; 1 il existe une constante Kc telle que pour tout x ∈ IR
|xϕ0 (x)| ≥ c|ϕ00 | − Kc
On peut trouver des exemples de fonctions qui v&eacute;rifient les hypoth&egrave;ses H1), parmi
elles consid&eacute;rons ϕ(x) = sh(x) qui v&eacute;rifie bien les hypoth&egrave;ses H1)
En effet
La fonction ϕ(x) = sh(x) est croissante impaire de classe C 2 , et sgn[ϕ00 (x)] =
sgn[sh(x)] = sgn(x)
De plus
√
ϕ0 ◦ ϕ−1 (x) = ch[argsh(x)] = x2 + 1
Ainsi
[ϕ0 ◦ ϕ−1 ]0 (x) = √
x
x2 + 1
√
Mais
x2 + 1 est une fonction paire convexe, donc ∃k ≥ 0 une constante tel que
√
2
x + 1 ≥ k 0 |x|, par suite
|[ϕ0 ◦ ϕ−1 ]0 (x)| = | √
x
1
|≤ 0
k
+1
x2
D’o&ugrave; ϕ0 ◦ ϕ−1 est lipschitzienne
Enfin, soit x0 tel que |x0 ϕ0 (x0 )| = c|ϕ00 (x0 )|
Avec c &gt; x0 &gt; 0, Alors
Kc = c|ϕ00 (x0 )|
Le lemme suivant nous fournit l’existence et l’unicit&eacute; de la solution de l’EDS
dMt = σ(t, Mt )dBt
Lemme 3.4.1 Sous H1), avec la fonction σ d&eacute;finie plus haut
– σ est localement lipshitzienne en x uniform&eacute;ment dans les compacts contenant
u
– La croissance lin&eacute;aire de σ en x uniform&eacute;ment dans les compacts contenant u
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Alors l’EDS admet une solution unique
Admettons un instant ce lemme que nous montrons &agrave; la fin de cette section
Th&eacute;or&egrave;me 3.4.2 Sous H1), soit (Mt , t ≥ 0) solution de
Mt =
Z t
0
σ(s, Ms )dBs
Alors la martingale (Mt , t ≥ 0) est telle que pour t ≥ 0
loi
Mt = ϕ(Bt )
Avant de d&eacute;montrer ce th&eacute;or&egrave;me, nous allons justifier le choix de l’expression de σ
Soit τ : IR+ &times; IR → IR et (Mt , t ≥ 0) solution de
Mt =
Z t
0
τ (s, Ms )dBs
En utilisant la formule d’Itô, pour toute fonction f r&eacute;guli&egrave;re &agrave; support compact
appliqu&eacute;e &agrave; Mt , nous avons
Z t
1 Z t 00
f (Mt ) =
f (Ms )dMs +
f (Ms )d &lt; M, M &gt;s
2 0
0
Z t
1Z t 2
0
τ (s, Ms )f 00 (Ms )ds
=
τ (s, Ms )f (Ms )dBs +
2 0
0
0
Ainsi
Z t
E[f (Mt )] = E[
|
0
1 Zt
τ (s, Ms )f 0 (Ms )dBs ] + E[ τ 2 (s, Ms )f 00 (Ms )ds]
0
{z
} 2
0
Donc
∂
1
E[f (Mt )] = E[τ 2 (t, Mt )f 00 (Mt )]
∂t
2
et d’un autre côt&eacute; en utilisant la formule d’Itô, pour toute fonction f r&eacute;guli&egrave;re &agrave;
support compact appliqu&eacute;e &agrave; ϕ(Bt ), nous avons
f ◦ ϕ(Bt ) =
Z t
0
1 Z t 00
[f ◦ ϕ(Bs )(ϕ0 )2 (Bs ) + ϕ00 (Bs )f 0 ◦ ϕ(Bs )]ds
ϕ (Bs )f ◦ ϕ(Bs )dBs +
2 0
0
0
Ainsi
Z t
E[f ◦ϕ(Bt )] = E[
|
0
1 Zt
ϕ0 (Bs )f 0 ◦ ϕ(Bs )dBs ] + E[ [f 00 ◦ϕ(Bs )(ϕ0 )2 (Bs )+ϕ00 (Bs )f 0 ◦ϕ(Bs )]ds]
0
{z
} 2
0
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Donc
∂
1
E[f ◦ ϕ(Bt )] = E[f 0 ◦ ϕ(Bt )ϕ00 (Bt ) + f 00 ◦ ϕ(Bt )(ϕ0 )2 (Bt )]
∂t
2
Comme nous souhaitons obtenir
loi
Mt = ϕ(Bt )
On doit avoir,
Z
IR
τ 2 (t, ϕ(x))f 00 ◦ ϕ(x) √
1
x2
1 Z 0
x2
exp{− }dx = √
f ◦ ϕ(x) ϕ00 (x)exp{− } dx
2t
2t }
2πt
2πt IR
|
{z
dH
Z
1
x2
exp{− }dx
2t
IR
2πt
Puisque f est r&eacute;guli&egrave;re &agrave; support compact, en int&eacute;grant par partie on obtient
f 00 ◦ ϕ(x)(ϕ0 )2 (x) √
+
Z
IR
τ 2 (t, ϕ(x))f 00 ◦ ϕ(x) √
1
x2
1
exp{− }dx = √
[f 0 ◦ ϕ(x)H(t, x)]+∞
−∞
{z
}
2t
2πt
2πt |
0
1 Z 00
−√
f ◦ ϕ(x)ϕ0 (x)H(t, x)dx
2πt IR
Z
1
x2
+ f 00 ◦ ϕ(x)(ϕ0 )2 (x) √
exp{− }dx
2t
IR
2πt
Z
2
1
x
√
=
exp{− }[f 00 ◦ ϕ(x)]
2t
IR
2πt
x2
[(ϕ0 )2 (x) − ϕ0 (x)H(t, x)exp{ }]dx
2t
D’o&ugrave; le choix de σ
σ 2 (t, ϕ(x)) = (ϕ0 )2 (x) − ϕ0 (x)H(t, x)exp{
x2
}
2t
et en rempla&ccedil;ant y par ϕ(x), on aura
(ϕ−1 )2 (y)
σ (t, y) = (ϕ ◦ ϕ ) (y) − ϕ ◦ ϕ (y)H(t, ϕ (y))exp{
}
2t
Passons maintenant &agrave; la d&eacute;monstration du th&eacute;or&egrave;me
2
0
−1 2
0
−1
−1
Preuve du th&eacute;or&egrave;me Soit la fonction σ d&eacute;finie plus haut et Mt solution de
l’EDS, on note par p(t, dy) la loi de Mt et q(t, dy) la loi de ϕ(Bt )
Mt satisfait aux &eacute;quations de Fokker-Planck et nous avons
1 ∂2 2
∂
p(t, dy) =
(σ (t, y)p(t, dy))
∂t
2 ∂y 2
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au sens des distributions
De même, soit Xt = ϕ(Bt ) solution de
Xt =
Z t
0
1 Z t 00
ϕ ◦ ϕ (Xs )dBs +
ϕ ◦ ϕ−1 (Xs )ds
2 0
0
−1
Xt satisfait aux &eacute;quations de Fokker-Planck et nous avons
∂
∂ 00
1 ∂2
q(t, dy) = [ 2 ((ϕ0 ◦ ϕ−1 (y))2 q(t, dy)) −
ϕ ◦ ϕ−1 (y)q(t, dy)]
∂t
2 ∂y
∂y
Mais ces &eacute;quations sont les mêmes, puisque nous avons choisi σ pour qu’il en soit
ainsi. D’un autre côt&eacute; ϕ(B0 ) = M0 = 0, alors
p(0, dy) = q(0, dy) = δ0 (dy)
Ainsi p(t, dy) et q(t, dy) satisfaient aux mêmes &eacute;quations parabolliques avec les
mêmes conditions initiales. Par cons&eacute;quent
loi
Mt = ϕ(Bt )
&brvbar;
Retournons &agrave; la preuve du lemme qui pr&eacute;c&egrave;de le th&eacute;or&egrave;me
Preuve du lemme L’expression de sigma donne
v
u
u
0
σ(u, ϕ(x)) = ϕ (x)t1 −
Puisque H(u, x) ≤ 0 et |H(u, x)| =
L’expression de σ devient
v
u
u
0
σ(u, ϕ(x)) = ϕ (x)t1 +
R +∞
|x|
1
x2
H(u,
x)exp{
}
ϕ0 (x)
2u
2
y
ϕ00 (y)exp{− 2u
}dy
1 Z +∞ 00
y2
x2
(
ϕ
(y)exp{−
}dy)exp{
}
ϕ0 (x) |x|
2u
2u
– Montrons que σ(u, y) est localement lipschitzienne en x unifom&eacute;ment dans les
compacts contenant u
Pour cela nous avons besoin de d&eacute;montrer les deux majorations suivantes
1. pour x ≥ 0
x2 Z +∞ − y2
e 2u dy ≤
exp{ }
2u x
r
π√
u
2
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En effet
En appliquant le changement de variable [y = z + x], nous obtenons
x2 Z +∞ − y2
x2 Z +∞ − (z+x)2
2u
exp{ }
e dy = exp{ }
e 2u dz
2u x
2u 0
x2 Z +∞ − (z2 +2zx+x2 )
2u
= exp{ }
e
dz
2u 0
1 Z +∞ − z2
≤
e 2u dz
2 −∞
r
π√
u
≤
2
2.
x
exp{ 2u
} Z +∞ 00
y2
(
ϕ
(y)exp{−
}dy) ≤ K0
ϕ0 (x)
2u
|x|
2
∃K0 , ∀x ∈ IR
sup
u∈[0,a]
2
x
il suffit de la d&eacute;montrer pour x ≥ 0, car ϕ0 , |x| et exp{ 2u
} sont paires
En int&eacute;grant par partie, nous aurons
x
x
2
} Z +∞ 00
exp{ 2u
}
exp{ 2u
y2
0
− y2u +∞
(
ϕ
(y)exp{−
}dy)
=
{[ϕ
(y)e
]x
ϕ0 (x)
2u
ϕ0 (x)
x
Z +∞
yϕ0 (y) − y2
+
e 2u dy}
u
x
x2 Z +∞
y2
}
exp{ 2u
= −1 + 0
yϕ0 (y)e− 2u dy
ϕ (x)u x
2
2
Par la 3eme condition de H1), en choisissant c ≥ a
x
x
2
exp{ 2u
} Z +∞ 00
exp{ 2u
} Z +∞ 00
y2
− y2u
dy
(
ϕ
(y)exp{−
}dy)
≥
−1
+
(cϕ
(y)
−
K
)e
c
ϕ0 (x)
2u
ϕ0 (x)u x
x
2
2
x
} Z +∞ 00
c exp{ 2u
y2
≥ −1 +
(
ϕ (y)exp{− }dy)
u ϕ0 (x)
2u
x
2 Z +∞
2
y
Kc
x
− 0 exp{ }
e− 2u dy
uϕ (x)
2u x
2
x
} Z +∞ 00
c exp{ 2u
y2
≥ −1 +
(
ϕ
(y)exp{−
}dy)
u ϕ0 (x)
2u
x
K0 √
− 0
u
uϕ (x)
2
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Puisque ϕ0 est paire, positive et ϕ0 (x) ≥ ϕ0 (0), alors
√
√
x2
exp{ 2u
} Z +∞ 00
ϕ0 (0) u + K 0 u
y2
(
ϕ (y)exp{− }dy) ≤
ϕ0 (x)
2u
ϕ0 (0)
c−u
x
Ainsi, si on pose
σ(u, y) = ϕ0 ◦ ϕ−1 (y)α(u, y) ,
o&ugrave;
v
u
u
α(u, y) = t1 +
Par cons&eacute;quent
Z +∞
y2
1
(ϕ−1 )2 (y)
00 (z)exp{−
ϕ
(
}dz)exp{
}.
ϕ0 ◦ ϕ−1 (y) |ϕ−1 (y)|
2u
2u
√
√
ϕ0 (0) a + K 0 a
sup α(u, y) ≤ 1 +
=D.
ϕ0 (0)
c−a
u∈[0,a]
Donc ∀x, y ∈ [β, γ]
|σ(u, x) − σ(u, y)| = |ϕ0 ◦ ϕ−1 (x)α(u, x) − ϕ0 ◦ ϕ−1 (y)α(u, y)|
= |ϕ0 ◦ ϕ−1 (x)α(u, x) − ϕ0 ◦ ϕ−1 (y)α(u, x)
+ϕ0 ◦ ϕ−1 (y)α(u, x) − ϕ0 ◦ ϕ−1 (y)α(u, y)|
≤ α(u, x)|ϕ0 ◦ ϕ−1 (x) − ϕ0 ◦ ϕ−1 (y)|
+ϕ0 ◦ ϕ−1 (y)|α(u, x) − α(u, y)|
≤ kα(u, x)|x − y| + ϕ0 ◦ ϕ−1 (y)|α0 (u, θ)||x − y|
Car ϕ0 ◦ ϕ−1 est lipshitzienne
De plus α est de classe C 1 par rapport &agrave; y, alors en appliquant le th&eacute;or&egrave;me
des accroissements finis &agrave; α(u, x)
On obtient
sup |σ(u, x) − σ(u, y)| ≤ KD |x − y| .
u∈[0,a]
– Montrons maintenant que ∀x ∈ IR
|σ(u, x)| ≤ &micro;(1 + |x|) .
Par le fait que
|σ(u, x)| ≤ |ϕ0 ◦ ϕ−1 (x) − ϕ0 ◦ ϕ−1 (0)|α(u, x) + ϕ0 ◦ ϕ−1 (0)α(u, x)
Ainsi
sup |σ(u, x)| ≤ D(k|x| + ϕ0 (0)) ≤ &micro;(1 + |x|) ,
u∈[0,a]
0
o&ugrave; &micro; = D max(ϕ (0), k) &brvbar;
Conclusion
Dans ce travail nous nous sommes int&eacute;ress&eacute;s &agrave; la classe des processus croissants
dans l’ordre convexe, nous avons propos&eacute; plusieurs exemples de tels processus issus
principalement du calcul stochastique et de solution de certaines &eacute;quations diff&eacute;rentielles stochastiques. Nous avons ensuite montr&eacute; que tout processus 1−martingale est
un processus croissant dans l’ordre convexe, mais la r&eacute;ciproque est difficile &agrave; &eacute;tablir
elle est dûe aux travaux de Kellerer. En abscence d’une m&eacute;thode g&eacute;n&eacute;rale permettant de donner une expression explicite des martingales associ&eacute;es aux PCOC, nous
nous sommes appuy&eacute;s sur trois diff&eacute;rentes m&eacute;thodes en exhibant des martingales
pour des processus croissants dans l’ordre convexe particuliers.
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