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Correction du contr&ocirc;le no 1
I QCM
C’est du cours !
1. La somme de deux fonctions d&eacute;croissantes est d&eacute;croissante.
2. La compos&eacute;e de deux fonctions croissantes est croissante (tout comme la compos&eacute;e de deux fonctions
d&eacute;croissantes).
1
1
1
3. Si u(x) = x 2 et v (x) =
, alors v ◦ u(x) = v (u(x)) =
= 2
.
x +1
u(x) + 1 x + 1
4. Il n’y a aucun th&eacute;or&egrave;me sur les variations d’un quotient connaisssant celles du num&eacute;rateur et du d&eacute;nominateur : cela d&eacute;pend.
II
On a clairement h = f + g .
f est d&eacute;croissante sur R donc sur ]0 ; +∞[ (fonction affine de coefficient directeur -2 n&eacute;gatif).
g est la fonction inverse, donc d&eacute;croissante sur ce m&ecirc;me intervalle (r&eacute;sultat connu !).
La somme de deux fonctions d&eacute;croissantes sur le m&ecirc;me intervalle est d&eacute;croissante, donc h est d&eacute;croissante.
(remarque : attention &agrave; ne pas confondre les notations f (x) et f : c’est une fonction qui est d&eacute;croissante, donc
f alors que f (x) est un nombre )
III
1. Pour tous nombres a et b :
g (b)[ f (b) − f (a)] + f (a)[g (b) − g (a)] = g (b) f (b) − f (a)g (b) + f (a)g (b) − f (a)g (a) = f (b)g (b) − f (a)g (a).
Par cons&eacute;quent : g (b)[ f (b) − f (a)] + f (a)[g (b) − g (a)] = f (b)g (b) − f (a)g (a) .
2. On suppose que f et g sont croissantes et positives.
Il faut &eacute;videmment utiliser la question 1) et toutes les hypoth&egrave;ses !.
On prend deux nombres a et b quelconques dans R avec a &lt; b.
On veut alors comparer f (a)g (a) et f (b)g (b). Pour cela, on calcule la diff&eacute;rence et on en &eacute;tudie le signe.
D’apr&egrave;s 1), on a : g (b)[ f (b) − f (a)] + f (a)[g (b) − g (a)] = f (b)g (b) − f (a)g (a).
Comme f est croissante, f (b) − f (a) &gt; 0.
Comme g est positive, on a : g (b) &Ecirc; 0.
On en d&eacute;duit que g (b)[ f (b) − f (a)] &Ecirc; 0 (produit de nombres positifs).
De m&ecirc;me : f (a) et g (b) − g (a) sont positifs donc leur produit aussi.
Finalement, g (b)[ f (b) − f (a)] + f (a)[g (b) − g (a)] = f (b)g (b) − f (a)g (a) &Ecirc; 0 comme somme de nombres
positifs.
D’o&ugrave; : f (a)g (a) &Eacute; f (b)g (b) : la fonction f g est donc croissante.
IV
f est d&eacute;finie sur Rpar f (x) =
Alors, pour tout x ∈ R :
1
x2 + 1
et g (x) par g (x) = 2x + 3.
f ◦ g (x) = f (g (x)) = f (2x + 3) = f (y) (avec y = 2x + 3) =
g ◦ f (x) = g ( f (x)) = 2 f (x) + 3 = 2 &times;
Finalement : f ◦ g (x) =
1
x2 + 1
+3 =
2
x2 + 1
1
y2 + 1
+ 3.
1
2
+3 .
et g ◦ f (x) = 2
2
(2x + 3) + 1
x +1
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=
1
.
(2x + 3)2 + 1
V
f (x) = (x − 3)2 − 1.
Comment, en partant de x, arrive-t-on &agrave; (x − 3)2 − 1 ?
On a : f : x 7→ x − 3 7→ (x − 3)2 7→ (x − 3)2 − 1.
On utilise successivement les fonctions u, g et h donc : f = h ◦ g ◦ u .
VI
g (x) = f (x) + 3 donc on ajoute &agrave; toutes les ordonn&eacute;es et les variations restent les m&ecirc;mes.
1
1
h(x) = − f (x) : on multiplie donc f (x) par -1 (les variations de f changent), puis .
2
2
Les tableaux de variations sont donc :
x
2
−1
6
4
8
x
2
−1
ց
g (x)
4
1
ր
4
5
ց
h(x)
ր
ր
1
1
−
2
8
ց
−1
3
−
2
VII
g (x) = f (x + 2) − 1 = f (x − (−2)) + 1. D’apr&egrave;s le cours, Cg s’obtient &agrave; partir de C f par la translation de vecteur
→
− →
−
−2 i − j .
On obtient :
Cf
Cg
→
−
j
O
→
−
i
VIII
g est paire, donc pour tout x ∈ R : g (−x) = g (x).
Alors : pour tout x ∈ R, on a : f ◦ g (−x) = f (g (−x)) = f (g (x)) = f ◦ g (x) car g (−x) = g (x).
Par cons&eacute;quent, f ◦ g (−x) = f ◦ g (x).
On en d&eacute;duit que f ◦ g est paire .
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