








Studylib





Les documents


Flashcards


























S'identifier





Téléverser le document


Créer des cartes mémoire











×

















S'identifier






Flashcards



Des collections





Les documents




Dernière Activité






Mes documents






Documents sauvegardés











Profil















Ajouter à ...



Ajouter à la (aux) collection (s)


Ajouter à enregistré





	
Mathématiques

	
Calculus



TS-2016-2017-correctionfeuilleexosbac_1_.pdf (104.23 KB)



publicité











[image: ]
Correction de la feuille d’exercices
I Polyn&eacute;sie juin 2016
Partie A
Voici deux courbes C 1 et C 2 qui donnent pour deux personnes P 1 et P 2 de corpulences diff&eacute;rentes la concentration C d’alcool
dans le sang (taux d’alcool&eacute;mie) en fonction du temps t apr&egrave;s ingestion de la m&ecirc;me quantit&eacute; d’alcool. L’instant t = 0 correspond au
moment o&ugrave; les deux individus ing&egrave;rent l’alcool.
C est exprim&eacute;e en gramme par litre et t en heure.
D&eacute;finition : La corpulence est le nom scientifique correspondant au volume du corps
C
1,5
C1
1,0
C2
0,5
t
0
0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0
4,5
5,0
5,5
6,0
1. La fonction C est d&eacute;finie sur l’intervalle [0 ; +∞[ et on note C ′ sa fonction d&eacute;riv&eacute;e. &Agrave; un instant t positif ou nul, la vitesse
d’apparition d’alcool dans le sang est donn&eacute;e par C ′ (t ).
&Agrave; quel instant cette vitesse est-elle maximale ?
La vitesse est visiblement maximale pour t = 0 car c’est la tangente aux courbes en O(0 ; 0) qui semble avoir le coefficient
directeur le plus &eacute;lev&eacute; parmi toutes les tangentes.
On dit souvent qu’une personne de faible corpulence subit plus vite les effets de l’alcool.
2. Sur le graphique pr&eacute;c&eacute;dent, identifier la courbe correspondant &agrave; la personne la plus corpulente. Justifier le choix effectu&eacute;.
La courbe C 1 montre que le taux d’alcool&eacute;mie de P 1 admet un maximum plus &eacute;lev&eacute; que pour P 2 .
On en d&eacute;duit que la personne la moins corpulente est P 1
3. Une personne &agrave; je&ucirc;n absorbe de l’alcool. On admet que la concentration C d’alcool dans son sang peut &ecirc;tre mod&eacute;lis&eacute;e par la
fonction f d&eacute;finie sur [0 ; +∞[ par
f (t ) = At e−t
o&ugrave; A est une constante positive qui d&eacute;pend de la corpulence et de la quantit&eacute; d’alcool absorb&eacute;e.
(a) On note f ′ la fonction d&eacute;riv&eacute;e de la fonction f . D&eacute;terminer f ′ (0).
premi&egrave;re m&eacute;thode (longue mais utilisable dans la partie B) :
f est d&eacute;rivable sur [0 ; +∞[ comme produit de fonctions d&eacute;rivables sur [0 ; +∞[.
(
(
u ′ (t ) = A
u(t ) = At
′
′
′
=⇒
f = uv =⇒ f = u v + uv avec
v ′ (t ) = −e−t
v(t ) = e−t
∀t ∈ [0 ; +∞[ , f ′ (t ) = A(1 − t )e−t et f ′ (0) = A
deuxi&egrave;me m&eacute;thode (peut-&ecirc;tre un peu plus astucieuse) :
f ′ (h) − f (0)
= lim Ae−h = A (limite finie)
lim
h→0
h→0
h
On en d&eacute;duit que f est d&eacute;rivable en 0 et f ′ (0) = A
(b) L’affirmation suivante est-elle vraie ?
&laquo; &Agrave; quantit&eacute; d’alcool absorb&eacute;e &eacute;gale, plus A est grand, plus la personne est corpulente. &raquo;
L’affirmation est FAUSSE
si A 1 &gt; A 2 alors A 1 t e−t &gt; A 2 t e−t car t e−t &gt; 0 sur [0 ; +∞[
On en d&eacute;duit que la courbe associ&eacute;e &agrave; A 1 est au dessus de celle associ&eacute;e &agrave; A 2 donc la personne associ&eacute;e &agrave; A 1 est de plus
faible corpulence que la personne associ&eacute;e &agrave; A 2
Partie B - Un cas particulier
Paul, &eacute;tudiant de 19 ans de corpulence moyenne et jeune conducteur, boit deux verres de rhum. La concentration C d’alcool
dans son sang est mod&eacute;lis&eacute;e en fonction du temps t , exprim&eacute; en heure, par la fonction f d&eacute;finie sur [0 ; +∞[ par
f (t ) = 2t e−t .
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1. &Eacute;tudier les variations de la fonction f sur l’intervalle [0 ; +∞[.
On a vu dans la partie pr&eacute;c&eacute;dente que ∀t ∈ [0 ; +∞[ , f ′ (t ) = A(1 − t )e−t or Ae−t &gt; 0
donc f ′ (t ) est du signe de 1 − t , on peut donc d&eacute;terminer les variations de f sur [0 ; +∞[
x 0
f ′ (t )
1
+
f (t )
0
2
e
+∞
−
0
2. &Agrave; quel instant la concentration d’alcool dans le sang de Paul est-elle maximale ? Quelle est alors sa valeur ? Arrondir &agrave; 10−2
pr&egrave;s.
La concentration d’alcool dans le sang de Paul est maximale 1h apr&egrave;s l’absorption.
Elle est alors d’environ 0,74 g .l −1
et
lorsque t tend vers +∞ et en d&eacute;duire celle de f (t ) en +∞.
t
Interpr&eacute;ter le r&eacute;sultat dans le contexte de l’exercice.
et
lim
= +∞
t →+∞ t


3. Rappeler la limite de
lim f (t ) = lim 2 &times;
t →+∞
t →=∞


1
t


=
lim
+∞
2
&times;
=
0

 par quotient
&micro;
&para;


et t →+∞
et
t
On en d&eacute;duit que l’alcool finit par s’&eacute;liminer totalement.
4. Paul veut savoir au bout de combien de temps il peut prendre sa voiture. On rappelle que la l&eacute;gislation autorise une concentration maximale d’alcool dans le sang de 0, 2 g.L−1 pour un jeune conducteur.
(a) D&eacute;montrer qu’il existe deux nombres r&eacute;els t1 et t2 tels que
f (t1 ) = f (t2 ) = 0, 2.
&cedil;
&middot;
2
f est continue et strictement croissante sur [0 , 1] &agrave; valeurs dans 0 ;
e
&middot;
&cedil;
2
or 0, 2 ∈ 0 ;
donc d’apr&egrave;s le th&eacute;or&egrave;me des valeurs interm&eacute;diaires,
e
l’&eacute;quation f (t ) = 0, 2 admet une unique solution t1 sur [0 , 1].
&cedil;
&cedil;
2
de m&ecirc;me, f est continue et strictement d&eacute;croissante sur [1 , +∞[ &agrave; valeurs dans 0 ;
e
&cedil;
&cedil;
2
or 0, 2 ∈ 0 ;
donc d’apr&egrave;s le th&eacute;or&egrave;me des valeurs interm&eacute;diaires,
e
l’&eacute;quation f (t ) = 0, 2 admet une unique solution t2 sur [1 , +∞[.
(b) Quelle dur&eacute;e minimale Paul doit-il attendre avant de pouvoir prendre le volant en toute l&eacute;galit&eacute; ?
Donner le r&eacute;sultat arrondi &agrave; la minute la plus proche.
Par balayage, on obtient t1 ≈ 0, 112 et t2 ≈ 3, 577
donc Paul doit attendre au minimum 3 heures et 35 minutes avant de reprendre le volant.
5. La concentration minimale d’alcool d&eacute;tectable dans le sang est estim&eacute;e &agrave;
5 &times; 10−3 g.L−1 .
(a) Justifier qu’il existe un instant T &agrave; partir duquel la concentration d’alcool dans le sang n’est plus d&eacute;tectable.
On sait que lim f (t ) = 0 donc par d&eacute;finition de la limite, pour tout ǫ &gt; 0 il existe T ∈ R tel que pour tout t &gt; T , f (t ) ∈
t →+∞
] − ǫ ; ǫ[
ici on pose ǫ = 5 &times; 10−3
Donc il existe un instant T &agrave; partir duquel l’alcool n’est plus d&eacute;tectable dans le sang.
(b) On donne l’algorithme suivant o&ugrave; f est la fonction d&eacute;finie par
f (t ) = 2t e−t .
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Initialisation :
Traitement :
Sortie :
t prend la valeur 3, 5
p prend la valeur 0, 25
C prend la valeur 0, 21
Tant que C &gt; 5 &times; 10−3 faire :
t prend la valeur t + p
C prend la valeur f (t )
Fin Tant que
Afficher t
Recopier et compl&eacute;ter le tableau de valeurs suivant en ex&eacute;cutant cet algorithme.
Arrondir les valeurs &agrave; 10−2 pr&egrave;s.
p
t
C
Initialisation
0,25
3,5
0,21
&Eacute;tape 1
0,25
3,75
0,18
&Eacute;tape 2
0,25
4
0,15
Que repr&eacute;sente la valeur affich&eacute;e par cet algorithme ?
La valeur affich&eacute;e par l’algorithme est le temps n&eacute;cessaire, en heure, pour que l’alcool ne soit plus d&eacute;tectable dans le
sang.
Si on poursuit l’algorithme jusqu’&agrave; son terme, on obtient 8, 25 &agrave; l’affichage donc il faut 8 h et 15 minutes pour que l’alcool
ne soit plus d&eacute;tectable dans le sang
II Centres &eacute;trangers juin 2015
On consid&egrave;re la suite (un ) d&eacute;finie par :
u0 = a
et, pour tout n de N,
un+1 = e2un − eun .
1. Soit g la fonction d&eacute;finie pour tout r&eacute;el x par :
g (x) = e2x − ex − x.
(a) g est d&eacute;rivable comme somme et compos&eacute;e de fonctions d&eacute;rivables.
&sup3; &iexcl; &cent;
&acute;
2
Pour tout x ∈ R, g ′ (x) = 2e2x − ex − 1 = 2 ex − ex − 1 = 2X 2 − X − 1 en posant X = ex .
&micro;
&para;
1
1
2
2
= (X − 1) (2X + 1).
2X − X − 1 a pour racines 1 et − donc 2X − X − 1 = 2(X − 1) X +
2
&iexcl; x
&cent; &iexcl; 2x
&cent;
′
On en d&eacute;duit : g (x) = e − 1 2e + 1
&iexcl;
&cent;
(b) Pour tout x r&eacute;el, ex &gt; 0 donc 2ex + 1 &gt; 0 donc g ′ (x) est du signe de ex − 1 .
ex−1 = 0 pour x = 0 et ex − 1 &gt; 0 ⇐⇒ ex &gt; 1 ⇐⇒ x &gt; 0.
On en d&eacute;duit le tableau de variation de g :
x
′
0
−∞
g (x)
−
g (x)
❅
❅
0
+∞
+
✒
❅
❘
0
g a donc pour minimum 0, atteint pour x = 0.
&iexcl;
&cent;
(c) Pour tout n ∈ N, un+1 − un = e2un − eun − un = g (un ) &Ecirc; 0 puisque le minimum de g est 0.
On en d&eacute;duit que la suite (un ) est croissante.
2. Dans cette question, on suppose que a &Eacute; 0.
(a) D&eacute;montrons par r&eacute;currence que, pour tout entier naturel n, un &Eacute; 0.
— Initialisation : u0 = a &Eacute; 0 donc la propri&eacute;t&eacute; est vraie au rang 0.
vraie
— H&eacute;r&eacute;dit&eacute; : on suppose la propri&eacute;t&eacute;
&iexcl;
&cent; pour un rang n quelconque, donc un &Eacute; 0.
On a : un+1 = e2un − eun = eun eun − 1 .
D’apr&egrave;s l’hypoth&egrave;se de r&eacute;currence, un &Eacute; 0 donc eun &Eacute; 1 d’o&ugrave;
eun − 1 &Eacute; 0.
Comme eun &gt; 0, on en d&eacute;duit que un+1 &Eacute; 0.
La propri&eacute;t&eacute; est donc h&eacute;r&eacute;ditaire.
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D’apr&egrave;s l’axiome de r&eacute;currence, la propri&eacute;t&eacute; est vraie pour tout n.
(b) La suite (un ) est alors croissante et major&eacute;e par 0, donc convergente vers une r&eacute;el ℓ &Ecirc; 0.
(c) On suppose que a = 0. Le premier terme de la suite vaut 0. La suite est croissante et major&eacute;e par 0, donc tous les termes
de la suite valent 0 et la suite converge vers 0.
3. Dans cette question, on suppose que a &gt; 0.
La suite (un ) &eacute;tant croissante, la question 1. permet d’affirmer que, pour tout entier naturel n, un &Ecirc; a.
(a) Pour tout n ∈ N, un+1 − un = g (un ).
Comme un &Ecirc; a &gt; 0, tous les termes de la suite sont positifs. D’apr&egrave;s les variations de g sur [0 ; = ∞[, on a g (un ) &Ecirc; g (a)
donc un+1 —un &Ecirc; g (a) .
(b) D&eacute;montrons par r&eacute;currence que, pour tout entier naturel n, on a : un &Ecirc; a + n &times; g (a).
— Initialisation : Pour n = 0, a + n &times; g (a) = a + 0 &times; g (a) = a ; or un &Ecirc; a, donc la propri&eacute;t&eacute; est vraie au rang n = 0. La
propri&eacute;t&eacute; est initialis&eacute;e.
— H&eacute;r&eacute;dit&eacute; : on suppose que, pour un entier n quelconque,
un &Ecirc; a + n &times; g (a).
Alors
&iexcl; : un+1 − un&cent; = g (un ) ⇐⇒ un+1 = un + g (un )
&Ecirc; a + n &times; g (a)) + g (un ) (d’apr&egrave;s l’hypoth&egrave;se de r&eacute;currence).
Or un &Ecirc; a &gt; 0 donc&iexcl; g (un ) &Ecirc; g (a)&cent; puisque la fonction g est croissante sur [0 ; +∞[.
Par cons&eacute;quent &Ecirc; a + n &times; g (a)) + g (un ) &Ecirc; a + n &times; g (a) + g (a)
= a + (n + 1)g (a).
La propri&eacute;t&eacute; est donc h&eacute;r&eacute;ditaire.
D’apr&egrave;s l’axiome de r&eacute;currence, la propri&eacute;t&eacute; est vraie pour tout n, donc, pour tout n ∈ N, un+1 &Ecirc; a + n &times; g (a) .
(c) a &gt; 0 donc g (a) &gt; g (0) = 0.
&iexcl;
&cent;
On en d&eacute;duit que lim a + n &times; g (a) = +∞, donc lim un = +∞ d’apr&egrave;s le th&eacute;or&egrave;me des gendarmes.
n→+∞
n→+∞
4. Dans cette question, on prend a = 0, 02.
D’apr&egrave;s la question pr&eacute;c&eacute;dente, la suite (un ) tend vers +∞.
(a) La partie &agrave; compl&eacute;ter de l’algorithme est :
Tant que u &Eacute; M
&iexcl;
&cent;
u prend la valeur eu eu − 1
n prend la valeur n + 1
Fin Tant que
(b) Pour M = 60, on trouve n = 36
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