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DM Equations Diff&eacute;rentielles
EXERCICE 2
On se propose de d&eacute;terminer toutes les fonctions f d&eacute;finies et d&eacute;rivables sur l’intervalle ]0 ; +∞[ v&eacute;rifiant
l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle (E) : x f ′(x)−(2x +1) f (x) = 8x2.
1. a. D&eacute;montrer que si f est solution de (E) alors la fonction g d&eacute;finie sur l’intervalle ]0 ; +∞[ par
f (x)
g (x) =
est solution de l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle (E′) : y′ = 2y +8.
x
b. D&eacute;montrer que si h est solution de (E′) alors la fonction f d&eacute;finie par f (x) = xh(x) est solution de (E).
2. R&eacute;soudre (E′) et en d&eacute;duire toutes les solutions de (E),
3. Existe-t-il une fonction f solution de l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle (E) dont la repr&eacute;sentation graphique dans un
rep&egrave;re donn&eacute; passe par le point A(ln2 ; 0) ? Si oui la pr&eacute;ciser.
EXERCICE 4
Un laboratoire de recherche &eacute;tudie l’&eacute;volution d’une population animale qui semble en voie de disparition.
Partie A
En 2000, une &eacute;tude est effectu&eacute;e sur un &eacute;chantillon de cette population dont l’effectif initial est &eacute;gal &agrave; mille.
Cet &eacute;chantillon &eacute;volue et son effectif, exprim&eacute; en milliers d’individus, est approch&eacute; par une fonction f du temps
t (exprim&eacute; en ann&eacute;es &agrave; partir de l’origine 2000).
D’apr&egrave;s le mod&egrave;le d’&eacute;volution choisi, la fonction f est d&eacute;rivable, strictement positive sur [0,+ ∞[, et satisfait
1
l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle :(E) y’ = y( 3 - lny).
20
1. D&eacute;montrer l’&eacute;quivalence suivante :
Une fonction f, d&eacute;rivable, strictement positive sur [0, + ∞[, v&eacute;rifie, pour tout t de [0, + ∞[,
1
f’(t) = - f(t) [3 - ln (f(t))] si et seulement si la fonction g = ln ( f ) v&eacute;rifie, pour tout t de [0, + ∞[,
20
3
1
g’(t) = g(t) –
20
20
2. Donner la solution g&eacute;n&eacute;rale de l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle :
1
3
(H) z’ =
z–
20
20
3. En d&eacute;duire qu’il existe un r&eacute;el C tel que, pour tout t de [0, + ∞ [ :
t
f(t) = exp 3 + C exp( )
20 

(La notation exp d&eacute;signe la fonction exponentielle naturelle ex).
4. La condition initiale conduit donc &agrave; consid&eacute;rer la fonction f d&eacute;finie par :
t
f (t) = exp 3 – 3 exp ( )
20 

a. D&eacute;terminer la limite de la fonction f en +∞.
b. D&eacute;terminer le sens de variation de f sur [0,+ ∞[.
c. R&eacute;soudre dans [0,+ ∞[ l’in&eacute;quation f (t) &lt; 0,02. Au bout de combien d’ann&eacute;es, selon ce mod&egrave;le, la taille de
l’&eacute;chantillon sera-t-elle inf&eacute;rieure &agrave; vingt individus ?
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