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Chapitre 1
SYSTEMES LINEAIRES-METHODE DU
PIVOT
INTRODUCTION
De nombreux probl&egrave;mes math&eacute;matiques peuvent &ecirc;tre traduits par des &eacute;quations alg&egrave;briques
et notamment par des syst&egrave;mes lin&eacute;aires. L’objet du chapitre est la pr&eacute;sentation de la m&eacute;thode
du pivot dans un corps commutatif K, appel&eacute;e aussi m&eacute;thode d’&eacute;limination de Gauss , et qui
permet la r&eacute;solution de tels syst&egrave;mes. Dans ce chapitre, le corps K d&eacute;signe Q, R, ouC.
1. Syst&egrave;mes lin&eacute;aires
1.1. D&eacute;finition
D&eacute;finition 1
Un syst&egrave;me lin&eacute;aire est la donn&eacute;e d’un nombre fini d’&eacute;quations lin&eacute;aires telles que :

a 11 x1 +a 12 x2 +a 13 x3





a 21 x1 +a 22 x2 +a 23 x3




..
..
..

.
.
.
(1)

a i1 x1 +a i2 x2 +a i3 x3



..
..
..



.
.
.



a p1 x1 +a p2 x2 +a p3 x3
+ &middot;&middot;&middot;
+ &middot;&middot;&middot;
+a 1n xn
+a 2n xn
..
.
= b1
= b2
.
= ..
(← &eacute;quation 1)
(← &eacute;quation 2)
+ &middot;&middot;&middot;
+a in xn
..
.
= bi
.
= ..
(← &eacute;quation i )
+ &middot;&middot;&middot;
+a pn xn = b p
(← &eacute;quation p)
Les &eacute;l&eacute;ments x1 , x2 , ....., xn sont les inconnues du syst&egrave;me (1).
Les termes a i j , b i pour 1 &Eacute; i &Eacute; p et 1 &Eacute; j &Eacute; n sont donn&eacute;s dans le corps IK et s’appellent
respectivement les coefficients et les seconds membres du syst&egrave;me (1).
R&eacute;soudre le syst&egrave;me (1), c’est d&eacute;terminer l’ensemble S de toutes les solutions . Nous allons
montrer que si S n’est pas vide, il est soit r&eacute;duit &agrave; un singleton, soit c’est un ensemble infini.
3
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1.2. Exemples
Exemple 1
En se pla&ccedil;ant dans R , nous cherchons &agrave; r&eacute;soudre le syst&egrave;me suivant :


(L 1 )
 2 x − y +4 z = −4
3 x 2 y −3 z = 17
(L 2 )


5 x −3 y +8 z = −10
(L 3 )
Notons L 1 , L 2 , L 3 les trois lignes de ce syst&egrave;me.Rempla&ccedil;ons la ligne L 2 par L02 = 2L 2 − 3L 1
puis L 3 par L03 = 2L 3 − 5L 1 , nous obtenons le syst&egrave;me :


 2 x − y +4 z = −4
7 y −18 z = 46


− y −4 z = 0
Rempla&ccedil;ons la nouvelle ligne L03 par L&quot;3 = 7L03 + L02


 2 x − y +4 z = −4
7 y −18 z = 46


−46 z = 46
(L 1 )
(L02 )
(L03 )
, on a alors :
(L 1 )
(L02 )
(L&quot;3 )
Nous obtenons la solution du syst&egrave;me en remontant les lignes : z = −1, y = 4, x = 2 et
S = {(2, 4, −1)}
Exemple 2
Soit le syst&egrave;me :


 2x − y +z = 4
3 x 2 y −2 z = 5


−x + y −z = 2
(L 1 )
(L 2 )
(L 3 )
Notons L 1 , L 2 , L 3 les trois lignes de ce syst&egrave;me.Rempla&ccedil;ons la ligne L 2 par L02 = 2L 2 − 3L 1
puis L 3 par L03 = 2L 3 + L 1 , nous obtenons le syst&egrave;me :


 2x − y +z = 4
7 y −7 z = −2


+ y −z = 8
Rempla&ccedil;ons la nouvelle ligne L03 par L&quot;3 = 7L03 + L02


 2x − y +z = 4
7 y −7 z = −2


0
= 58
(L 1 )
(L02 )
(L03 )
, on a alors :
(L 1 )
(L02 )
(L&quot;3 )
ce qui est impossible . Par cons&eacute;quent le syst&egrave;me propos&eacute; n’a pas de solution soit S = ;.
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Exemple 3
D&eacute;terminons toutes les solutions du syst&egrave;me &agrave; quatre inconnues et &agrave; trois &eacute;quations :


 x − y +z +t = 2
2 x − y +2 z − t = 3


3 x + y + z −2 t = 5
(L 1 )
(L 2 )
(L 3 )
En proc&eacute;dant de fa&ccedil;on analogue aux exemples 1 et 2 , nous pouvons &quot;&eacute;liminer&quot; les coefficients de la variable x des lignes L 2 et L 3 , ce qui donne le syst&egrave;me :


 x


− y +z +t = 2
y
−3 t = −1
+4 y −2 z −5 t = −1
(L 1 )
(L02 )
(L03 )
Ensuite nous rempla&ccedil;ons la ligne L03 par L&quot;3 = L03 − 4L02 , d’o&ugrave; le syst&egrave;me final :


 x −y
y


+z
+t = 2
−3 t = −1
−2 z +7 t = 3
(L 1 )
(L02 )
(L&quot;3 )
Ainsi le syst&egrave;me admet une infinit&eacute; de solutions ( une droite affine dans R3 ) qui s’&eacute;crivent
sous forme param&egrave;trique , le param&egrave;tre &eacute;tant la variable libre t :

3
5

 x = −2 t + 2
y = 3t − 1


z = 72 t + 52
d’o&ugrave; S =
&copy;&iexcl; 3
&cent;
&ordf;
− 2 t + 52 , 3 t − 1, 27 t + 52 / t ∈ R .
A travers les exemples trait&eacute;s, il appara&icirc;t que la m&eacute;thode du pivot est bas&eacute;e sur les propri&egrave;t&egrave;s
des syst&egrave;mes lin&eacute; aires , elle permet &agrave; la fois d’assurer l’existence des solutions mais aussi leur
d&eacute;termination :
Op&eacute;rations &eacute;l&eacute;mentaires : L’ensemble des solutions d’un syst&egrave;me lin&eacute;aire reste inchang&eacute; si
l’on proc&eacute;de aux op&eacute;rations suivantes :
– La modification de l’ordre des &eacute;quations ;
– La multiplication d’une ligne par une constante non nulle du corps K ;
– L’addition &agrave; une ligne donn&eacute;e d’une combinaison lin&eacute;aire des autres lignes.
1.3. M&eacute;thode du pivot
Consid&egrave;rons le syst&egrave;me lin&eacute;aire :
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a 11 x1 +a 12 x2 +a 13 x3





a 21 x1 +a 22 x2 +a 23 x3




..
..
..

.
.
.
(1)
 a i1 x1 +a i2 x2 +a i3 x3



..
..
..



.
.
.



a p1 x1 +a p2 x2 +a p3 x3
6
+ &middot;&middot;&middot;
+ &middot;&middot;&middot;
+a 1n xn
+a 2n xn
..
.
= b1
= b2
.
= ..
(← &eacute;quation 1)
(← &eacute;quation 2)
+ &middot;&middot;&middot;
+a in xn
..
.
= bi
.
= ..
(← &eacute;quation i )
+ &middot;&middot;&middot;
+a pn xn = b p
(← &eacute;quation p)
On commence par modifier l’ordre des &eacute;quations ( si c’est n&eacute;cessaire ) pour que le pivot du
syst&egrave;me (&agrave; savoir le coefficient a 11 ) , soit non nul .Ensuite, la premi&egrave;re &eacute;tape consiste &agrave;
&quot;&eacute;liminer&quot; les coefficients a 21 , ...., a p1 .Pour cela, nous rempla&ccedil;ons les lignes L 2 , ..., L p par les
lignes L02 = a 11 L 2 − a 21 L 1 , ..., L0p = a 11 L p − a p1 L 1 .Nous obtenons un syst&egrave;me ayant le m&ecirc;me
ensemble de solutions , il est donn&eacute; par :


a 11 x1 +a 12 x2 +a 13 x3 + &middot; &middot; &middot; +a 1n xn = b 1





0 x1 +a022 x2 +a023 x3 + &middot; &middot; &middot; +a02n xn = b02




..
..
..
..
.

.
.
.
.
= ..
(2)

+a0i2 x2 +a0i3 x3 + &middot; &middot; &middot; +a0in xn = b0i
 0 x1


..
..
..
..
.



.
.
.
.
= ..



 0 x1 +a0 x2 +a0 x3 + &middot; &middot; &middot; +a0 xn = b0
p2
p3
pn
p
Nous appliquons la m&eacute;thode d’&eacute;limination explicit&eacute;e ci-dessus au sous syst&egrave;me de (2) repr&eacute;sent&eacute;
par les lignes L02 , ..., L0p .Et ainsi de suite, l’op&eacute;ration donne &agrave; la fin un syst&egrave;me &eacute;quivalent de la
forme suivante :


a 11 x1 +a 12 x2 +a 13 x3
+
&middot;&middot;&middot;



0
0

0 x1 +a 22 x2 +a 23 x3
+
&middot;&middot;&middot;



..
..
..
.
.
.
( s)


.
.
..

..
..

.




−1)
0 x1
+0 x2
+0 x3 ........... + a(s
ps x s + &middot; &middot; &middot;
+a 1n xn
+a02n xn
..
.
..
.
(s−1)
+a pn xn
= b1
= b02
.
= ..
.
= ..
−1)
= b(s
p
−1)
o&ugrave; tous les coefficients a 11 , a022 , ...., a(s
sont non nuls, ce sont les pivots successifs.
ps
Remarque 1
Si en appliquant la m&eacute;thode du pivot, nous obtenons une &eacute;quation de la forme 0 = b , avec
b non nul, nous pouvons affirmer que le syst&egrave;me (1) n’a pas de solution.
L’&eacute;tude du syst&egrave;me (s) donne lieu &agrave; deux possibilit&eacute;s :
– 1 er cas : p = s = n
Le syst&egrave;me (s) devient triangulaire :


a 11 x1 +a 12 x2 +a 13 x3 + &middot; &middot; &middot; +a 1n xn




0 x1 +a022 x2 +a023 x3 + &middot; &middot; &middot; +a02n xn



..
..
..
..
.
.
.
.


.
.
.
..

..
..
..

.




(s−1)
0 x1
0 x2
+0 x3 + &middot; &middot; &middot; +a pn xn
= b1
= b02
.
= ..
.
= ..
−1)
= b(s
p
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La derni&egrave;re &eacute;quation permet de calculer l’inconnue xn .Et de proche en proche en remontant les &eacute;quations nous pouvons calculer successivement les variables xn−1 , xn−2 , ....., x1
(voir.l0 exemple 1)).Le syst&egrave;me admet une solution et une seule.
– 2 éme cas : p = s &lt; n
Les inconues x1 , x2 , ....., x p dites principales ,s’expriment en fonction des inconnues restantes
x p+1 , x p+2 , ....., xn appel&eacute;es variables libres .Nous obtenons une infinit&eacute; de solutions dans ce
cas.
2. Syst&egrave;mes lin&eacute;aires homog&egrave;nes
D&eacute;finition 2
Un syst&egrave;me lin&eacute;aire est dit homog&egrave;ne si les seconds membres de (1) son nuls, c’est &agrave; dire :

a 11 x1 +a 12 x2 +a 13 x3





a 21 x1 +a 22 x2 +a 23 x3




..
..
..

.
.
.
0
(1 )

a i1 x1 +a i2 x2 +a i3 x3



..
..
..



.
.
.



a p1 x1 +a p2 x2 +a p3 x3
+ &middot;&middot;&middot;
+ &middot;&middot;&middot;
+a 1n xn
+a 2n xn
..
.
= 0
= 0
.
= ..
(← &eacute;quation 1)
(← &eacute;quation 2)
+ &middot;&middot;&middot;
+a in xn
..
.
= 0
.
= ..
(← &eacute;quation i )
+ &middot;&middot;&middot;
+a pn xn = 0
(← &eacute;quation p)
Remarque 2
– Le n-uplet (0, ..., 0) est toujours une soution de (10 ).
– La solution g&eacute;n&eacute;rale ( x1 , ...., xn ) du syst&egrave;me (1),est la somme d’une solution particuli&egrave;re
( y1 , ...., yn ) du syst&egrave;me (1) et de la solution g&eacute;n&eacute;rale ( z1 , ...., z n ) du syst&egrave;me (1)’.
– Un syst&egrave;me lin&eacute;aire homog&egrave;ne avec plus d’inconnues que d’&eacute;quations ( n &gt; p ) admet
une infinit&eacute; de solutions non nulles.
Chapitre 2
ESPACES VECTORIELS
La notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des math&eacute;matiques modernes. Il
s’agit de d&eacute;gager les propri&eacute;t&eacute;s communes que partagent des ensembles pourtant tr&egrave;s diff&eacute;rents.
Par exemple, on peut additionner deux vecteurs du plan, et aussi multiplier un vecteur par un
r&eacute;el (pour l’agrandir ou le r&eacute;tr&eacute;cir). Mais on peut aussi additionner deux fonctions, ou multiplier
une fonction par un r&eacute;el. M&ecirc;me chose avec les polyn&ocirc;mes, les matrices,... Le but est d’obtenir
des th&eacute;or&egrave;mes g&eacute;n&eacute;raux qui s’appliqueront aussi bien aux vecteurs du plan, de l’espace, aux
espaces de fonctions, aux polyn&ocirc;mes, aux matrices,...
Dans ce chapitre et dans les suivants, K d&eacute;signera un corps commutatif quelconque (le plus
souvent K = R ou C).
1. G&eacute;n&eacute;ralit&eacute;s
1.1. Structure d’espace vectoriel
D&eacute;finition 3
On appelle espace vectoriel sur K ou encore K-espace vectoriel, tout ensemble E muni de
deux lois :
1. Une loi interne appel&eacute;e addition, not&eacute;e + telle que (E, +) soit un groupe ab&eacute;lien.
2. Une loi externe qui &agrave; tout couple (λ, x) ∈ K &times; E fait correspondre un &eacute;l&eacute;ment de E not&eacute;
λ.x, cette loi v&eacute;rifiant les quatres propri&eacute;t&eacute;s suivantes :
(a) ∀ x ∈ E 1.x = x
(b) ∀λ ∈ K ∀ x, y ∈ E λ.( x + y) = λ.x + λ.y
(c) ∀λ, &micro; ∈ K ∀ x ∈ E (λ + &micro;).x = λ.x + &micro;.x
(d) ∀λ, &micro; ∈ K ∀ x ∈ E (λ&micro;).x = λ.(&micro;.x)
Les &eacute;l&eacute;ments de E s’appellent vecteurs, ceux de K scalaires.
Exemple 4
1. Soit Kn l’ensemble des n-uplets (α1 , α2 , ...αn ) d’&eacute;l&eacute;ments de K. Munissons Kn des lois
suivantes :
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- Une addition d&eacute;finie par (α1 , α2 , ..., αn ) + (β1 , β2 , ..., βn ) = (α1 + β1 , α2 + β2 , ..., αn + βn )
- Une loi externe d&eacute;finie par : λ.(α1 , α2 , ..., αn ) = (λα1 , λα2 , ..., λαn )
Il est facile de v&eacute;rifier que (Kn , +, .) est un espace vectoriel sur K.
2. L’ensemble Mn (K) des matrices carr&eacute;es d’ordre n &agrave; coefficients dans K est un K-espace
vectoriel. Les lois sont d&eacute;finies par :
(a i, j ) + ( b i, j ) = (a i, j + b i, j ) et λ.(a i, j ) = (λa i, j )
3. Si E et F sont des espaces vectoriels sur K, on peut munir E &times; F d’une structure
naturelle de K-espace vectoriel, en d&eacute;finissant ainsi les op&eacute;rations :
∀( x, y), ( x0 , y0 ) ∈ E &times; F ( x, y) + ( x0 , y0 ) = ( x + x0 , y + y0 )
∀( x, y) ∈ E &times; F ∀λ ∈ K λ.( x, y) = (λ x, λ y)
L’ensemble E &times; F muni de ces deux lois s’appelle l’espace vectoriel produit de E par
F.
4. L’ensemble K[ X ] des polyn&ocirc;mes &agrave; coefficients dans K muni des lois classiques :
(P,Q ) → P + Q et (λ, P ) → λP est un espace vectoriel sur K.
5. Soit D un ensemble quelconque, et A (D, K) l’ensemble des applications de D dans
K. Munissons A (D, K) des lois suivantes : Pour tout f , g ∈ A (Dd, K) et λ ∈ K
f + g : x → f ( x) + g( x), λ. f : x → λ f ( x)
Il n’est pas difficile de v&eacute;rifier que A (D, K) muni de ces deux lois A (D, K) est un
espace vectoriel sur K (appel&eacute; espace des applications de D dans K).
On peut noter les cas particuliers suivants :
(a) D = N, K = R, A (D, K) est l’espace vectoriel r&eacute;el des suites r&eacute;elles.
(b) D = N, K = C, A (D, K) est l’espace vectoriel complexe des suites complexes.
(c) D ⊂ R, K = R, A (D, K) est l’espace vectoriel r&eacute;el des fonctions num&eacute;riques, de
variable r&eacute;elle, d&eacute;finies sur le domaine D .
Calcul dans un espace vectoriel
La proposition suivante montre qu’il n’y a absolument aucune surprise et que l’on calcule en
fait comme dans toute structure alg&eacute;brique classique.
Proposition 1
1. ∀ x, y ∈ E , ∀λ ∈ K, λ.( x − y) = λ.x − λ.y.
2. ∀λ ∈ K, λ.0 = 0.
3. ∀ y ∈ E , λ. ∈ K, λ.(− y) = −λ.y.
4. ∀λ, &micro; ∈ K, ∀ x ∈ E , (λ − &micro;).x = λ.x − &micro;.x.
5. ∀&micro; ∈ K, ∀ x ∈ E , (−&micro;).x = −&micro;.x.
ESPACES VECTORIELS
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6. ∀ x ∈ E , 0.x = 0.
7. ∀ x ∈ E , ∀λ ∈ K, λ.x = 0 ⇐⇒ λ = 0 ou x = 0.
D&eacute;monstration
1). On a λ( x − y) + λ y = λ(( x − y) + y) = λ x. 2) On fait x = y dans (1). 3) On fait x = 0 dans
dans 1). 4) On a (λ − &micro;) x + &micro; x = ((λ − &micro;) + &micro;) x = λ x. 5) On fait λ = 0 dans 4). 6) On fait λ = &micro;
dans 4). 7) En effet, supposons que λ x = 0. Si λ = 0 , on a gagn&eacute;. Sinon λ est inversible dans
le corps K et on a par multiplication par λ−1 : λ−1 (λ x) = λ−1 0 = 0, d’o&ugrave; 1.x = 0, i.e x = 0.
Exercices
1. Justifier si les objets suivants sont des espaces vectoriels.
(a) L’ensemble des fonctions r&eacute;elles sur [0, 1], continues, positives ou nulles, pour l’addition et le produit par un r&eacute;el.
(b) L’ensemble des fonctions r&eacute;elles sur R v&eacute;rifiant lim x→+∞ f ( x) = 0 pour les m&ecirc;mes
op&eacute;rations.
(c) L’ensemble des fonctions sur R telles que f (3) = 7.
(d) L’ensemble R∗+ pour les op&eacute;rations x ⊕ y = x y et λ &middot; x = xλ (λ ∈ R).
(e) L’ensemble des points ( x, y) de R2 v&eacute;rifiant sin( x + y) = 0.
(f) L’ensemble des vecteurs ( x, y, z) de R3 orthogonaux au vecteur (−1, 3, −2).
(g) L’ensemble des fonctions de classe C 2 v&eacute;rifiant f 00 + f = 0.
R1
(h) L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] v&eacute;rifiant 0 f ( x) sin x dx = 0.
&iexcl; &cent;
(i) L’ensemble des matrices ac db ∈ M2 (R) v&eacute;rifiant a + d = 0.
1.2. Sous-espaces vectoriels
D&eacute;finition 4
Soit (E, +, .) un espace vectoriel sur K et F une partie non vide de E . On dira que F est un
sous-espace vectoriel de E (en abr&eacute;g&eacute; s.e.v) si :
1. F est stable pour les deux lois + et .
2. F muni des deux lois induites + et . est un K-espace vectoriel.
Le th&eacute;or&egrave;me suivant donne une caract&eacute;risation des sous-espaces vectoriels. Dans la pratique,
pour montrer qu’une partie F d’un espace vectoriel de r&eacute;f&eacute;rence E , est un espace vectoriel il
suffit de montrer que F est un sous-espace vectoriel de E .
Th&eacute;or&egrave;me 1
Soit F une partie non vide d’un K-espace vectoriel E . Les propositions suivantes sont
&eacute;quivalentes :
1. F est un sous-espace vectoriel de E .
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2. ∀ x, y ∈ E , ∀λ, &micro; ∈ K, λ.x + &micro;.y ∈ F .
D&eacute;monstration
Il est clair que 1) =⇒ 2). Inversement, supposons qu’on ait 2). Prenons λ = 1 et &micro; = −1. alors
x ∈ F et y ∈ F entrainent que x − y ∈ F . Donc F est un sous-groupe additif de E . Prenons
ensuite &micro; = 0. Alors λ ∈ K et x ∈ F entrainent λ x ∈ F .
Exemple 5
1. Soit E un K-espace vectoriel. Les parties {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de
E appel&eacute;s sous-espaces triviaux.
2. Soit n ∈ N. L’ensemble Kn [ X ] des polyn&ocirc;mes &agrave; coefficients dans K de degr&eacute; inf&eacute;rieur
ou &eacute;gal &agrave; n est un s.e.v de v de K[ X ].
3. L’intersection quelconque d’une famille de s.e.v d’un K-espace vectoriel E est un s.e.v
de E .
4. L’analyse fournit de nombreux exemples de s.e.v de A ( I, R), o&ugrave; I est un intervalle de
R. Entre autres :
(a) L’ensemble C ( I, R) des applications continues sur I .
(b) L’ensemble D ( I, R) des applications d&eacute;rivables sur I .
(c) Pour tout n &Ecirc; 1, l’ensemble Dn ( I, R) des applications n fois d&eacute;rivables sur I est
un sous-espace vectoriel de A ( I, R). L’intersection de tous ces sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel not&eacute; D ∞ ( I, R), espace vectoriel des fonctions
ind&eacute;finiment d&eacute;rivables sur I .
(d) Pour tout n &Ecirc; 1, l’ensemble C n ( I, R) des applications C n sur I .
5. Il y a &eacute;videment des parties de K-espaces vectoriels qui ne sont pas des sous-espaces
vectoriels. Notons en particulier :
(a) L’ensemble des polyn&ocirc;mes de degr&eacute; exactement n n’est pas un sous-espace vectoriel de K[ X ].
(b) L’ensemble des fonctions positives ou nulles (resp. n&eacute;gatives ou nulles) d&eacute;finies
sur une partie D de R, n’est pas un sous-espace vectoriel de A (D, R).
Exercices
Parmi les ensembles suivants, reconna&icirc;tre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels :
&copy;
&ordf;
1. ( x, y, z) ∈ R3 | x + y = 0
&copy;
&ordf;
2. ( x, y, z, t) ∈ R4 | x = t et y = z
&copy;
&ordf;
3. ( x, y, z) ∈ R3 | z = 1
&copy;
&ordf;
4. ( x, y) ∈ R2 | x2 + x y &Ecirc; 0
&copy;
&ordf;
5. ( x, y) ∈ R2 | x2 + y2 &Ecirc; 1
&copy;
&ordf;
6. f ∈ F (R, R) | f (0) = 1
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&copy;
f ∈ F (R, R) | f (1) = 0
&ordf;
f ∈ F (R, R) | f est croissante
&copy;
&ordf;
9. ( u n )n∈N | ( u n ) tend vers 0
8.
12
&copy;
&ordf;
1.3. Sous-espace engendr&eacute; par une partie
D&eacute;finition 5
Soit ( x1 , ..., xn ) un syst&egrave;me fini de vecteurs d’un K-espace vectoriel E . Un vecteur x ∈ E est
dit combinaison lin&eacute;aire des vecteurs x1 , ..., xn si l’on peut trouver un syst&egrave;me (λ1 , ..., λn ) de
scalaires, tel que
x = λ1 x1 + ... + λn .xn .
Les scalaires λ i sont nomm&eacute;s coefficients de la combinaison lin&eacute;aire x.
Exemple 6
1. Le vecteur 0 est combinaison lin&eacute;aire de toute famille finie de vecteurs, les coefficients
&eacute;tant nuls.
2. Tout vecteur x est combinaison lin&eacute;aire de tout syst&egrave;me de vecteurs contenant x, le
coefficient de x &eacute;tant 1, tous les autres &eacute;gaux &agrave; 0.
3. Dans l’espace vectoriel K3 sur le corps K, soit le triplet ( e 1 , e 2 , e 3 ) o&ugrave; e 1 = (1, 0, 0), e 2 =
(0, 1, 0), e 3 = (0, 0, 1). Tout vecteur (a, b, c) de K3 est combinaison lin&eacute;aire des vecteurs
e 1 , e 2 , e 3 car : (a, b, c) = ae 1 + be 2 + ce 3
Th&eacute;or&egrave;me 2
Soit ( x1 , ..., xn ) un syst&egrave;me fini de vecteurs d’un K-espace vectoriel E . L’ensemble F des
combinaisons lin&eacute;aires des vecteurs x1 , ..., xn est un s.e.v de E ; c’est le plus petit s.e.v (pour
l’inclusion) de E contenant les vecteurs x1 , ..., xn . F est dit sous-espace engendr&eacute; par les
vecteurs x1 , ..., xn et il est not&eacute; :
F = V ect( x1 , ..., xn ) = {λ1 x1 + ... + λn .xn : λ1 . . . λn ∈ K}
D&eacute;monstration
Partons de deux &eacute;l&eacute;ments de F :
x = α1 .x1 + ... + αn .xn , y = β1 .x1 + ... + βn .xn
Quels que soient les scalaires α et β, on a :
α.x + β.y = (αα1 + ββ1 ).x1 + ... + (ααn + ββn .) xn
On obtient une combinaison lin&eacute;aire du syst&egrave;me propos&eacute;, donc un &eacute;l&eacute;ment de F qui est, par
cons&eacute;quent, sous-espace vectoriel de E .
F contient &eacute;videmment chacun des x i du syst&egrave;me ( x1 , ..., xn ). D’autre part, tout sous-espace,
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contenant les vecteurs x1 , ..., xn , doit contenir aussi la somme λ1 .x1 + ...λn .xn pour tout nuplets de scalaires (λ1 , ..., λn ). Un tel sous-espace contient donc F qui est, par cons&eacute;quent,
le plus petit sous-espace contenant les vecteurs x1 , ..., xn .
D&eacute;finition 6
Un syst&egrave;me fini ( x1 , ..., xn ) de vecteurs d’un K-espace vectoriex E est dit g&eacute;n&eacute;rateur de E (
ou aussi engendre E ) si E = V ect( x1 , ..., xn ). En d’autres termes :
∀ x ∈ E, ∃λ1 , ..., λn ∈ K, / x = λ1 .x1 + ... + λn .xn .
Exemple 7
1. Kn est engendr&eacute; par les n-uplets (1, 0, 0, ..., 0), (0, 1, 0, ..., 0), ..., (0, 0, 0, ..., 1).
2. Soit n un entier. Dans A (R, R) les fonctions 1, x, x2 ,..., x n engendrent le sous-espace
vectoriel des fonctions polyn&ocirc;miales de degr&eacute; inf&eacute;rieur ou &eacute;gal &agrave; n.
Th&eacute;or&egrave;me 3
Soit A une partie d’un K-espace vectoriel E . L’ensemble H des combinaisons lin&eacute;aires finies
d’&eacute;l&eacute;ments de A est un s.e.v de E ; c’est le plus petit s.e.v (pour l’inclusion) de E contenant
A . H est dit sous-espace engendr&eacute; par la partie A , il est not&eacute; :
V ect( A ) = {λ1 .x1 + ... + λn .xn : x1 . . . xn ∈ A n &Ecirc; 1}
Exemple 8
1. K[ X ] est engendr&eacute; par la partie {1, X , ..., X n , ....}.
2. Soient (E n ) une suite croissante de s.e.v d’un K-espace vecrtoriel E . Si G n est un
syst&egrave;me g&eacute;n&eacute;rateur de E n , alors E = ∪n E n est un s.e.v de E admettant ∪n G n comme
partie g&eacute;n&eacute;ratrice.
Exercices
&sup3;1&acute;
&sup3;1&acute;
1. Montrer que le syst&egrave;me ( u, v, w) est un syst&egrave;me g&eacute;n&eacute;rateur de R3 avec u = 1 , v = 1 et
0
1
&sup3;1&acute;
w= 0
0
&sup3;1&acute;
&sup3; 1 &acute; &sup3; −1 &acute;
2. Peut-on trouver t ∈ R tel que le vecteur 3t soit une combinaison lin&eacute;aire de 3 et 1 ?
t
2
−1
1.4. Partie libre - Partie li&eacute;e
D&eacute;finition 7
1. On dit qu’un syst&egrave;me fini ( x1 , ..., xn ) de vecteurs d’un K-espace vectoriel E est libre si
toute combinaison lin&eacute;aire de x1 , ..., xn est triviale c&agrave;d :
Si λ1 , ..., λn ∈ K tels que λ1 .x1 + ... + λn .xn = 0 , alors λ1 = ... = λn = 0.
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2. On dit qu’un syst&egrave;me fini ( x1 , ..., xn ) de vecteurs d’un K-espace vectoriel E est li&eacute; s’il
n’est pas libre. Ce qui revient &agrave; dire qu’il existe des scalaires λ1 , ..., λn non tous nuls
tels que :
λ1 .x1 + ... + λn .xn = 0.
Propri&eacute;t&eacute; 1
1. Tout vecteur non nul est libre.
2. Tout syst&egrave;me contenu dans un syst&egrave;me fini libre est libre.
3. Tout syst&egrave;me contenant le vecteur nul est li&eacute;.
4. Tout syst&egrave;me fini contenant un syst&egrave;me li&eacute; est li&eacute;.
Proposition 2
Soit E un K-espace vectoriel. Le syst&egrave;me ( x1 , ..., xn ) est li&eacute;, si et seulement si, l’un au moins
des vecteurs x i s’exprime comme combinaison lin&eacute;aire des autres vecteurs.
D&eacute;monstration
Supposons que le syst&egrave;me ( x1 , ..., xn ) est li&eacute;, il existe donc un syst&egrave;me (λ1 , ..., λn ) de scalaires
non tous nuls tel que λ1 x1 + ... + λn xn = 0. Soit alors λ i 6= 0, il est inversible dans K et on
peut &eacute;crire :
u i = λ i −1 λ1 .x1 + ... + λ i −1 λ i−1 .x i−1 + λ i −1 λ i+1 .x i+1 + ... + λ i −1 λn .xn .
Inversement l’autre implication est &eacute;vidente.
D&eacute;finition 8
1. On dit qu’une partie A d’un K-espace vectoriel E est libre si tout syst&egrave;me fini d’&eacute;l&eacute;ments distincts de A est libre, c&agrave;d :
∀ n &Ecirc; 1, ∀ x1 , ..., xn ∈ A, ∀λ1 , ..., λn ∈ K tels que λ1 .x1 + ... + λn .xn = 0 , on a :
λ1 = ... = λn = 0.
2. On dit qu’une partie A de E est li&eacute;e si elle n’est pas libre. Autrement dit, il existe un
syst&egrave;me fini de vecteurs de A qui soit li&eacute;.
Exemple 9
1. La partie {1, X , ..., X n , ....} est libre dans K[ X ]
2. La partie form&eacute;e des applications f n d&eacute;finies par f n ( x) = e nx est libre dans A (R, R)
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1.5. Somme de sous-espaces vectoriels
Il est &agrave; noter que la r&eacute;union de deux s.e.v d’un K-espace vectoriel n’est pas en g&eacute;n&eacute;ral un s.e.v.
Pour rem&eacute;dier &agrave; cet inconv&eacute;nient nous allons remplacer l’union des s.e.v par une op&eacute;ration plus
convenable qui est la somme des s.e.v.
D&eacute;finition 9
Soit E un K-espace vectoriel, de dimemsion finie ou non, F et G deux sous-espaces vectoriels
de E . On appelle somme de F et G l’ensemble, not&eacute; F + G , d&eacute;fini par :
F + G = { z ∈ E /∃ x ∈ F, y ∈ G , z = x + y}.
Proposition 3
La somme F + G de deux s.e.v d’un K-espace vectoriel E est un s.e.v de E . De plus c’est le
plus petit s.e.v de E (au sens de l’inclusion) contenant F ∪ G .
D&eacute;monstration
Soient deux &eacute;l&eacute;ments x + y et x0 + y0 ∈ F + G avec x, x0 ∈ F et y, y0 ∈ G et soit α et β deux
scalaires, on a α( x + y) + β( x0 + y0 ) = (α x + β x0 ) + (α y + β y0 ) ∈ F + G . Donc F + G est un s.e.v de E .
Il est clair que F + G contient F et G , donc F ∪ G . D’autre part, tout sous-espace, contenant
F ∪ G , doit contenir aussi la somme x + y avec x ∈ F et y ∈ G . Un tel sous-espace contient
donc F + G qui est, par cons&eacute;quent, le plus petit sous-espace contenant F ∪ G .
D&eacute;finition 10
Soit E un K-espace vectoriel et F ,G deux s.e.v de E . On dit que la somme F + G est directe
et on note F ⊕ G , si tout &eacute;l&eacute;ment de F + G s’&eacute;crit d’une mani&egrave;re unique sous la forme x + y
avec x ∈ F et y ∈ G .
Proposition 4
Soit E un K-espace vectoriel et F ,G deux s.e.v de E . Il y a &eacute;quivalence entre :
1. F + G est directe.
2. F ∩ G = {0}.
3. x + y = 0 avec x ∈ F et y ∈ G =⇒ x = y = 0.
D&eacute;monstration
– 1) =⇒ 2) Si z ∈ F ∩ G , z peut s’&eacute;crire z = z + 0 = 0 + z. La d&eacute;composition &eacute;tant unique, z = 0.
– 2) =⇒ 3) Si x + y = 0 avec x ∈ F et y ∈ G , alors x = − y ∈ F ∩ G = {0}. 3) =⇒ 1) Si x + y = x0 + y0
avec x, x0 ∈ F et y, y0 ∈ G , alors on a ( x − x0 ) + ( y − y0 ) = 0 avec x − x0 ∈ F et y − y0 ∈ G ; donc
x = x0 et y = y0 .
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D&eacute;finition 11
Soit E un K-espace vectoriel et F,G deux s.e.v de E . On dit F et G sont suppl&eacute;mentaires,
et on note E = F ⊕ G , si tout &eacute;l&eacute;ment de E s’&eacute;crit d’une mani&egrave;re unique sous la forme x + y
avec x ∈ F et y ∈ G .
En d’autre termes, E = F ⊕ G si les deux conditions suivantes sont r&eacute;alis&eacute;es :
1. E = F + G .
2. La somme F + G est directe (i.e F ∩ G = {0}).
Exemple 10
– Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base finie ( e 1 , ..., e n ) .Alors E = F ⊕ G avec
F = vect ( e 1 , ..., e i ) et G = vect ( e i+1 , ..., e n ) , i ∈ {1, ..., n − 1} .
– On a F (R, R) = F ⊕ G , avec F ( respectivement G ) l’espace des applications paires
(respectivement impaires ).
D&eacute;finition 12
Soit E un K-espace vectoriel et soit F un s.e.v de E . On appelle suppl&eacute;mentaire de F
(sous-entendu dans E ) tout s.e.v G de E v&eacute;rifiant E = F ⊕ G .
2. Les Applications Lin&eacute;aires.
2.1. G&eacute;n&eacute;ralit&eacute;s
D&eacute;finition 13
Soient E et E 0 deux espaces vectoriels sur K et f une application de E dans E 0 . On dit que
f est lin&eacute;aire, si :
1. f (v + w) = f (v) + f (w), ∀v, w ∈ E .
2. f (λv) = λ f (v), ∀v ∈ E, ∀λ ∈ K.
Si de plus f est bijective, f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
L’ensemble des applications lin&eacute;aires de E dans E 0 est not&eacute; L (E, E 0 ). Une application lin&eacute;aire
de E dans E est appel&eacute; endomorphisme de E . L’ensemble des endomorphismes de E est not&eacute;
L ( E ).
Remarque 3
Pour toute application lin&eacute;aire f , on a f (0) = 0 puisque f est un homomorphisme de
groupes.(On a : f ( x) = f ( x + 0) = f ( x) + f (0) ).
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Exemple 11
1. L’application f : E → E 0 qui associe &agrave; un &eacute;l&eacute;ment v ∈ E , le vecteur nul est lin&eacute;aire ; elle
est dite l’application nulle.
2. L’application id E : E → E qui associe &agrave; un &eacute;l&eacute;ment v ∈ E , le vecteur v lui m&ecirc;me,est
lin&eacute;aire ; elle est dite l’application identit&eacute; de E .
3. L’application h λ : E → E qui associe &agrave; un &eacute;l&eacute;ment v ∈ E , le vecteur λv (λ ∈ K\ {0}) est
lin&eacute;aire ; elle est appel&eacute;e l’homoth&eacute;tie de rapport λ.
4. L’application d&eacute;rivation D : K[ X ] → K[ X ] qui associe &agrave; un polyn&ocirc;me P sa d&eacute;riv&eacute;e P 0 ,
est lin&eacute;aire.
5. Soit E = E 1 ⊕ E 2 . L’application P1 : E → E qui associe &agrave; vecteur x = x1 + x2 , le vecteur x1
( x1 ∈ E 1 , x2 ∈ E 2 ), est lin&eacute;aire ; elle est appel&eacute;e la projection de E sur E 1 parall&egrave;lement
&agrave; E2.
6. Soit v0 6= 0 un vecteur de E . La translation τ : E → E qui associe &agrave; tout vecteur v, le
vecteur v + v0 , est non lin&eacute;aire, car τ(0) = v0 6= 0.
Image et noyau d’ une application lin&eacute;aire
Proposition 5
Soit f ∈ L (E, E 0 ) et F un sous-espace vectoriel de E . Alors f (F ) est un sous-espace vectoriel
de E 0 . En particulier f (E ) est un sous espace vectoriel de E 0 appel&eacute; image de f et not&eacute; I m f .
D&eacute;monstration
On sait que f (F ) est un sous groupe de E 0 , il suffit donc de v&eacute;rifier la stabilit&eacute; pour l’op&eacute;ration externe. Soit λ ∈ K et f (v) ∈ f (F ), on a λ f (V ) = f (λv) ∈ f (F ).
Remarque 4
On peut montrer que l’image r&eacute;ciproque d’un s.e.v F 0 de E 0 est un s.e.v de E.
Proposition 6
Soit f ∈ L (E, E 0 ), K er f = { x ∈ E : f ( x) = 0} est un sous espace vectoriel de E , appel&eacute; noyau
de f .
D&eacute;monstration
Il suffit de v&eacute;rifier la stabilit&eacute; pour l’op&eacute;ration externe. Si λ ∈ K et x ∈ E , on a f (λ x) = λ f ( x) =
λ0 = 0 et par suite λ x ∈ ker f .
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Proposition 7
f est injective si et seulement si K er f = {0}
Exemple 12
1. Soit E = E 1 ⊕ E 2 . On a I mP1 = E 1 et K erP1 = E 2 .
2. Soit D : K[ X ] → K[ X ] l’application d&eacute;rivation. On a K erD = K et I mD = K[ X ]
3. Soit f : K3 → K2 l’application d&eacute;finie par f ( x, y, z) = (2 x + y, y − z). On a :
K er f = {( x, y, z) ∈ K3 : y = −2 x et z = y} = {( x, −2 x, −2 x) : x ∈ K}. Kerf est la droite
vectorielle engendr&eacute; par (1, −2, −2).
I m f = {( x0 , y0 ) ∈ K2 : ∃( x, y, z) ∈ K3 : x0 = 2 x + y, et y0 = y − z}. Soit ( x0 , y0 ) ∈ K2 . En
x0 − y0
posant x = 2 , y = y0 , z = 0, on v&eacute;rifie que f ( x, y, z) = ( x0 , y0 ), donc f esr surjective,
d’o&ugrave; I m f = K2 .
Proposition 8
Soit f ∈ L (E, E 0 ) et (v1 , ..., vn ) un syst&egrave;me de vecteurs de E .
1. Si f est injective et le syst&egrave;me (v1 , ..., vn ) est libre dans E , alors le syst&egrave;me
( f (v1 ), ..., f (vn )) est libre dans E 0 .Si f est injective et A une partie libre de E ,
alors f ( A ) est libre dans E 0 .
2. Si f est surjective et le syst&egrave;me (v1 , ..., vn ) est g&eacute;n&eacute;rateur de E , alors le syst&egrave;me
( f (v1 ), ..., f (vn )) est g&eacute;n&eacute;rateur de E 0 .Plus g&eacute;n&eacute;ralement, si f est surjective et A une
partie g&eacute;n&eacute;ratrice de E , alors f ( A ) engendre E 0
En particulier si f est bijective, l’image d’une base de E est une base de E 0 .
D&eacute;monstration
1) Supposons que
iX
=n
λ i f (v i ) = 0 avec λ1 , ..., λn ∈ IK. Comme f est lin&eacute;aire, f (
i =1
iX
=n
λ i v i ) = 0,d’o&ugrave;
i =1
iX
=n
λ i v i = 0 compte tenu de l’injection de f . L’ind&eacute;pendence du sys&egrave;me (v1 , ..., vn ) entraine
i =1
λ1 = ... = λn = 0.Soit A une partie libre de E , alors d’apr&eacute;s ce qui pr&eacute;c&eacute;de l’image par f de
0
0
toute partie finie de A est libre dans E , par suite f ( A ) est libre. 2) Soit y ∈ E , il existe
iX
=n
donc x ∈ E tel que f ( x) = y. Or on peut &eacute;crire x =
λ i v i o&ugrave; les λ i ∈ K.
i =1
Il s’en suit que y = f ( x) = f (
iX
=n
i =1
λi vi ) =
iX
=n
i =1
2.2. Structure des endomorphismes
E, E 0 , E 00 sont des espaces vectoriels sur K.
λ i f (v i ).
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Proposition 9
1. L (E, E 0 ) muni des lois ( f + g)( x) = f ( x) + g( x) et (λ f )( x) = λ f ( x), ( f , g ∈ L (E, E 0 ), λ ∈
K, x ∈ E ) est un espace vectoriel sur K
2. Si f ∈ L (E, E 0 ), g ∈ L (E 0 , E 00 ), alors g ◦ f ∈ L (E, E 00 )
3. Pour tout f , h ∈ L (E, E 0 ), g, k ∈ L (E 0 , E 00 ), λ ∈ K :
(a) g ◦ ( f + h) = g ◦ f + g ◦ h.
(b) ( g + k) ◦ f = g ◦ f + k ◦ f .
(c) g ◦ (λ f ) = λ g ◦ f .
4. Si f est bijective, alors f −1 est lin&eacute;aire.
D&eacute;monstration
L (E, E 0 ) est un espace vectoriel, voir exemple 3 du par.1 chap 2. On a g ◦ f (λ x + &micro; y) =
g[ f (λ x + &micro; y)] = g[λ f ( x) + &micro; f ( y)] = λ g( f ( x)) + &micro; g( f ( y) = λ( g ◦ f )( x) + &micro;( g ◦ f )( y). Il suffit de
v&eacute;rifier que f −1 (λ y) = λ f −1 ( y) puisqu’on a d&eacute;j&agrave; v&eacute;rifi&eacute; que f −1 est un homomorphisme de
groupes. Posons y = f ( x), alors f −1 (λ f ( x)) = f −1 ( f (λ x)) = λ x = λ f −1 ( y)
Anneau L (E ) - Groupe Gl(E).
Th&eacute;or&egrave;me 4
L’ensemble L (E ) des endomorphismes de E muni des op&eacute;rations ( f , g) → f + g et ( f , g) →
f ◦ g a une structure d’anneau unitaire.
D&eacute;monstration
D’apr&egrave;s ce qui pr&eacute;c&eacute;de, (L (E ), +) est un groupe commutatif et la composition des endomorphismes est associative et distributive par rapport &agrave; l’addition.
Th&eacute;or&egrave;me 5
L’ensemble des automorphismes d’un espace vectoriel E est pour la composition des applications un groupe, appel&eacute; groupe lin&eacute;aire de E et not&eacute; Gl (E ).
Alg&egrave;bre L (E )- Application : Les projecteurs
Th&eacute;or&egrave;me 6
L’ensemble L (E ) muni des op&eacute;rations
– 1 ( f , g) → f + g,
– 2 (λ, f ) → λ f ,
– 3 ( f , g) → f ◦ g
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a une structure d’espace vectoriel pour les lois 1 et 2 et de plus λ( f ◦ g) = (λ f ) ◦ g = f ◦ (λ g),
on dit que L (E ) a une structure d’alg&egrave;bre sur K.
Soit E un espace vectoriel sur K, E 1 , E 2 deux sous-espaces vecrtoriels tels que E = E 1 ⊕ E 2 . On
d&eacute;finit l’application P E 1 : E → E 1 qui associe &agrave; x = x1 + x2 , le vecteur x1 ( x1 ∈ E 1 , x2 ∈ E 2 ).
On a les propri&eacute;t&eacute;s suivantes :
1. P E 1 est lin&eacute;aire, K erP E 1 = E 2 et I mP E 1 = E 1 .
2. (P E 1 )2 = P E 1 , P E 1 + P E 2 = I d E .
3. P E 2 ◦ P E 1 = P E 1 ◦ P E 2 = 0 et
4. E = K erP E 1 ⊕ I mP E 2 et E = K erP E 2 ⊕ I mP E 1 .
D&eacute;finition 14
Un endomorphisme p de E est appel&eacute; projecteur si p ◦ p = p.
Chapitre 3
ESPACES VECTORIELS DE
DIMENSION FINIE
1. G&eacute;n&eacute;ralit&eacute;s
D&eacute;finition 15
1. On appelle espace vectoriel de dimension finie tout espace vectoriel engendr&eacute; par un
syst&egrave;me fini de vecteurs. Dans le cas contraire on dit que l’espace vectoriel est de
dimension infinie.
2. Un syst&egrave;me ( u 1 , ..., u n ) de vecteurs d’un K-espace vectoriel E est dit base de E si
( u 1 , ..., u n ) est libre et g&eacute;n&eacute;rateur E .
Exemple 13
1. Une base de Kn est (1, 0, 0, ..., 0), (0, 1, 0, ..., 0), ..., (0, 0, 0, ..., 1) ; elle est dite base canonique de Kn .
2. Les polyn&ocirc;mes 1, X , X 2 ,..., X n forment une base de l’espace vectoriel Kn [ X ] des polyn&ocirc;mes de degr&eacute; inf&eacute;rieur ou &eacute;gal &agrave; n.
3. Si E et F sont deux espaces vectoriels de bases respectives ( e 1 , ..., e n ) et ( f 1 , ..., f m ),
alors E &times; F admet pour base ( e 1 , 0F ), ..., ( e n , 0F ), (0E , f 1 ), ...(0E , f m ).
,
Remarque 5
Il ne faudrait pas croire que tous les espaces vectoriels sur un corps K soient de dimension
finie. L’exemple le plus simple est K[ X ], en effet supposons que K[ X ] est engendr&eacute; par
P1 ,...P r . Si n est le plus haut degr&eacute; des polyn&ocirc;mes P1 ,...P r , le polyn&ocirc;me X n+1 ne peut
s’&eacute;crire comme combibaison lin&eacute;aire des vecteurs P1 ,...,P r . Il s’en suit que K[ X ] ne peut pas
&ecirc;tre engendr&eacute; par un nombre fini de polyn&ocirc;mes.
Le lemme suivant est fondamental. Il nous permettera de montrer que toutes les bases d’un
K-espace vectoriel sont constitu&eacute;es du m&ecirc;me nombre de vecteurs. Ce nombre s’appellera dimension de l’espace.
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Lemme 1
Soit E un K-espace vectoriel engendr&eacute; par le syst&egrave;me ( e 1 , ..., e n ) et soit ( f 1 , ..., f m ) un syst&egrave;me
de vecteurs de E . Si m &gt; n, alors ( f 1 , ..., f m ) est li&eacute;.
D&eacute;monstration
La d&eacute;monstration se fait par r&eacute;currence sur n. Soit m &gt; n.
Cette propri&eacute;t&eacute; est vraie pour n = 1, car si ( f 1 , f 2 ) sont deux vecteurs d’un espace vectoriel
engendr&eacute; par e 1 , il existe λ1 et λ2 tels que :
f 1 = λ1 e 1 et f 2 = λ2 e 1 .
Si les deux coefficients sont nuls, alors le syst&egrave;me est li&eacute;. Sinon, on a λ2 f 1 − λ1 f 2 = 0 et le
syst&egrave;me est li&eacute;.
On suppose la propri&eacute;t&eacute; vraie pour n − 1 et on la montre pour n. Soit ( f 1 , ..., f m ) un syst&egrave;me
de vecteurs d’un espace vectoriel engendr&eacute; par ( e 1 , ..., e n ), avec m &gt; n. On peut &eacute;crire
∀ i = 1, ..., m f i = a i e 1 + g i , avec a i ∈ K et g i ∈&lt; e 2 , ...e n &gt; .
Si tous les a i sont nuls, alors les vecteurs f i ∈&lt; e 2 , ..., e n &gt; pour tout i = 1, ..., m. D’apr&egrave;s
l’hypoth&egrave;se de r&eacute;currence, le syst&egrave;me ( f 1 , ..., f m ) est li&eacute;.
Sinon, l’un des a i est non nul, par exemple a 1 . Dans ce cas on a :
a 1 f 2 − a 2 f 1 ∈&lt; e 2 , ..., e n &gt;, ..., a 1 f m − a m f 1 ∈&lt; e 2 , ..., e n &gt; .
Or m − 1 &gt; n − 1 donc l’hypoth&egrave;se de r&eacute;currence s’applique : ils sont li&eacute;s. Par suite il existe
des coefficients λ i non tous nuls tels que :
λ2 (a 1 f 2 − a 2 f 1 ) + ... + λm (a 1 f m − a m f 1 ) = 0.
Il s’ensuit que
−(λ2 a 2 + ... + λm a m ) f 1 + λ2 a 1 f 2 + ... + λm a 1 f m = 0.
Comme l’un des coefficients λ i a 1 6= 0, le syst&egrave;me ( f 1 , ..., f m ) est li&eacute;, ce qui ach&egrave;ve la d&eacute;monstration.
Th&eacute;or&egrave;me 7
1. Tout K-espace vectoriel de dimension finie admet au moins une base. Plus pr&eacute;cis&eacute;ment, tout syst&egrave;me g&eacute;n&eacute;rateur fini contient au moins une base.
2. Toutes les bases d’un K-espace vectoriel E ont le m&ecirc;me nombre de vecteurs. Ce
nombre s’appelle la dimension de E et se note dimE .
D&eacute;monstration
– Existence d’une base. Si ( e 1 , ...e n ) engendre E et si ce syst&egrave;me est libre, il forme une base.
S’il est li&eacute;, l’un des vecteurs, par exemple e n est combinaison lin&eacute;aire des autres vecteurs.
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Il n’est pas difficile de voir que, dans ce cas, le syst&egrave;me ( e 1 , ...e n−1 ) engendre E . On it&eacute;re
le proc&eacute;d&eacute; jusqu’&agrave; obtenir un syst&egrave;me g&eacute;n&eacute;rateur libre. Cette m&eacute;thode est constructive.
– Soient ( e 1 , ...e n ) et ( f 1 , ..., f m ) deux bases de E . Alors on a d’apr&egrave;s le lemme fondamental
( e 1 , ...e n ) est g&eacute;n&eacute;rateur de E et ( f 1 , ..., f m ) est libre dans E , donc m &Eacute; n, ( e 1 , ...e n ) est libre
et ( f 1 , ..., f m ) est g&eacute;n&eacute;rateur, donc n &Eacute; m.
Th&eacute;or&egrave;me 8
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
1. Tout syst&egrave;me libre de E ayant n vecteurs est une base.
2. Tout syst&egrave;me g&eacute;n&eacute;rateur de E ayant n vecteurs est une base de E .
3. Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel de E . Alors F est de dimension finie, dimF &Eacute;
dimE et il y a &eacute;galit&eacute; si et seulement si F = E
D&eacute;monstration
– Soit ( e 1 , ..., e n ) un syst&egrave;me libre de E , montrons qu’il est g&eacute;n&eacute;rateur de E . Soit x ∈ E , le
syst&egrave;me ( x, e 1 , ..., e n ) est li&eacute; d’apr&egrave;s le lemme fondamental. Il existe donc un syst&egrave;me de
scalaires non tous nuls (λ, λ1 , ..., λn ) tel que :
λ x + λ1 e 1 + ... + λn e n = 0.
Le scalaire λ est forc&eacute;ment non nul, car sinon λ1 = ... = λn = 0 compte tenu de la libert&eacute;
du syst&egrave;me ( e 1 , ..., e n ). Par suite on peut &eacute;crire :
x = −(λ−1 λ1 e 1 + ... + λ−1 λn e n ).
Donc ( e 1 , ...e n ) engendre E .
– Soit ( e 1 , ..., e n ) un syst&egrave;me g&eacute;n&eacute;rateur de E , montrons qu’il est libre dans E . Si le syst&egrave;me
( e 1 , ..., e n ) est li&eacute;, alors l’un des vecteurs est combinaison lin&eacute;aire des autres vecteurs ;
soit par exemple e 1 . Dans ce cas le syst&egrave;me ( e 2 , ...e n ) est g&eacute;n&eacute;rateur de E , ce qui est
contradictoire en tenant compte du lemme fondamental, car une base de E qui contient
forc&eacute;ment n &eacute;l&eacute;ments serait li&eacute;e.
– Parmi tous les syst&egrave;mes libres de F , on en choisit un maximal et on le note ( f 1 , ... f m ).
Le nombre des vecteurs de ce syst&egrave;me est n&eacute;cessairement inf&eacute;rieur &agrave; dim E, d’apr&egrave;s
le lemme fondamental. Ce syst&egrave;me est forc&eacute;ment g&eacute;n&eacute;rateur, car si x ∈ F , le syst&egrave;me
( x, f 1 , ... f m ) est li&eacute; puisque ( f 1 , ... f m ) est libre maximal, et donc x peut s’&eacute;crire comme
combinaison lin&eacute;aire des vecteurs du syst&egrave;me ( f 1 , ..., f m ) comme dans 1).
Si F est un sous-espace v&eacute;rifiant dimE = dimF , alors F = E , puisqu’une base de F &eacute;tant
un syst&egrave;me libre de E , poss&eacute;dant n vecteurs est aussi une base de E en vertu de 1).
Un autre moyen de former une base dans un K-espace vectoriel est le suivant ; c’est le th&eacute;or&egrave;me
de la base incompl&egrave;te.
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Th&eacute;or&egrave;me 9
Soit E un espace vectoriel de base ( e 1 , ..., e n ) et soit ( f 1 , ..., f m ) un syst&egrave; me libre. Alors il
existe n − m vecteurs parmi les vecteurs e 1 , ..., e n tels que le syst&egrave;me constitu&eacute; de ces n − m
vecteurs et des vecteurs f 1 , ..., f m forme une base de E .
D&eacute;monstration
On voit que si m &lt; n, alors il existe un des vecteurs e i tel que ( f 1 , ... f m , e i ) soit libre. Sinon,
pour tout i = 1, ..., n, tous les syst&egrave;mes ( f 1 , ... f m , e i ) seront li&eacute;s et les vecteurs e 1 , ..., e n seront
combinaisons lin&eacute;aires des vecteurs f 1 , ... f m et donc le syst&egrave;me ( f 1 , ..., f m ) sera g&eacute;n&eacute;rateur
de E , ce qui est impossible. En posant f m+1 = e i , on it&egrave;re le proc&eacute;d&eacute; jusqu’&agrave; obtenir n
vecteurs libres f j . Ils forment alors une base. Cette m&eacute;thode est constructive.
Exemple 14
Dans R4 , on prend la base canonique ( e 1 , e 2 , e 3 , e 4 ) et le syst&egrave;me libre suivant : f 1 = e 1 + 2 e 2
et f 2 = − e 1 + e 2 . Le compl&eacute;ter en une base de de R4 . On a :
– ( f 1 , f 2 , e 1 ) est li&eacute;
– ( f 1 , f 2 , e 2 ) est li&eacute;
– ( f 1 , f 2 , e 3 ) est libre
– ( f 1 , f 2 , e 3 , e 4 ) est libre.
Ces quatres vecteurs forment une base de R4 .
2. Rang d’un syst&egrave;me fini de vecteurs
Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension n et, soit S = ( u 1 , ..., u p ) un syst&egrave;me de p vecteurs
de E ( p &Eacute; n).
D&eacute;finition 16
Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension n et, soit S = ( u 1 , ..., u p ) un syst&egrave;me de
p vecteurs de E ( p &Eacute; n). On appelle rang du syst&egrave;me de vecteus S = ( u 1 , ..., u p ) et on
note, par r g(S ), la dimension du sous-espace vectoriel engendr&eacute; par ce syst&egrave;me i.e r g(S ) =
r g( u 1 , ..., u p ) = dim V ect( u 1 , ..., u p ).
Exemple 15
Dans K4 , consid&eacute;rons le syst&egrave;me des trois vecteurs :
u 1 = (1, 0, 0, 0), u 2 = (0, 1, 0, 0), x3 = (1, 1, 0, 0).
Il est clair que le syst&egrave;me ( u 1 , u 2 ) est libre dans K4 et que x3 = u 1 + u 2 . Par cons&eacute;quent, le
sous-espace F engendr&eacute; par ( u 1 , u 2 , x3 ) est aussi engendr&eacute; par le syst&egrave;me libre ( u 1 , u 2 ) et
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par suite le rang de F est 2.
Proposition 10
Le rang d’un syst&egrave;me de vecteurs est le nombre maximum de vecteurs libres que l’ on peut
extraire de ce syst&egrave;me.
2.1. Somme vectorielle
Proposition 11
Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F de E
admet au moins un suppl&eacute;mentaire G ; de plus tous les suppl&eacute;mentaires ont pour dimension
dimE − dimF .
D&eacute;monstration
Si ( e 1 , ..., e n ) est une base de E et ( f 1 , ... f m ) une base de F , le th&eacute;or&egrave;me de la base incompl&egrave;te
nous permet de compl&eacute;ter la base de F par n − m vecteurs pour former une base de E . Ces
n − m vecteurs engendrent un sous-espace vectoriel G qui sera suppl&eacute;mentaire de F .
Proposition 12
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace vectoriel E . Alors
F + G est de dimension finie et on a :
dim(F + G ) = dim F + dim G − dim(F ∩ G ).
D&eacute;monstration
Soit ( e 1 , ..., e p ) une base de F ∩ G , que l’on compl&egrave;te en une base ( e 1 , ..., e p , f 1 , ..., f q ) de F et
( e 1 , ..., e p , g 1 , ..., g r ) de G . On v&eacute;rifiera alors que ( e 1 , ..., e p , f 1 , ..., f q , g 1 , ..., g r ) est une base de
F + G.
Corollaire 1
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace vectoriel E.Alors
E est somme directe de F et de G si et seulement si dim F + dim G = dim E
et
F ∩ G = {0} .
2.2. Applications lin&eacute;aires en dimension finie.
Proposition 13
Soit E, E 0 deux espaces vectoriels ,E &eacute;tant de dimension finie. Soit f une application
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lin&eacute;aire de E dans E 0 . Alors I m f est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E 0 . Sa
dimension est appel&eacute;e le rang de f ( r g ( f ) = dim I m f ).
D&eacute;monstration
Soit ( e 1 , ..., e n ) une base de E.Alors le syst&egrave;me image ( f ( e 1 ), ..., f ( e n )) engendre I m f ,qui
est par cons&eacute;quent de dimension finie avec dim I m f &Eacute; n.
Th&eacute;or&egrave;me 10
Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement si, ils ont la
m&ecirc;me dimension.
D&eacute;monstration
=⇒ Si f : E → E 0 est un isomorphisme, alors d’apr&egrave;s la proposition pr&eacute;c&eacute;dente l’image d’une
base de E est une base de E 0 , donc E et E 0 ont la m&ecirc;me dimension.
⇐= Supposons que dimE = dimE 0 et soit ( e 1 , ..., e n ) une base de E et ( e01 , ...e0n ) une base de
iX
=n
iX
=n
E 0 . Soit f : E → E 0 d&eacute;finie par f ( λ i e i ) =
λ i e0i . Il est facile de voir que f est lin&eacute;aire
i =1
bijective.
i =1
Corollaire 2
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K, alors E est isomorphe &agrave; K si et seulement si dimE = n.
Th&eacute;or&egrave;me 11
Th&eacute;or&egrave;me de la dimension. Soient E et E 0 deux espaces vectoriels de dimension finie et
f ∈ L (E, E 0 ), alors dimE = dim(K er f ) + dim( I m f ).
D&eacute;monstration
Supposons que dimE = n, dim(K er f ) = r et montrons que dim( I m f ) = n − r . Soit
(w1 , ..., wr ) une base de K er f et compl&eacute;tons la pour obtenir une base de E , en l’occurence (w1 , ...wr , v1 , ...vn−r ). montrons que B = ( f (v1 ), ... f (vn−r )) est une base de I m f . B
i =X
n− r
engendre I m f en effet f ( x) = f (α1 w1 + ... + αr wr + λ1 v1 + ... + λn−r vn−r ) =
λ i f (v i ). B
i =1
est libre puisque si
suit que
i =X
n− r
i =1
i =X
n− r
λi vi =
i =1
iX
=r
λ i f (v i ) = 0, alors f (
λ i f (v i )
i =1
i =X
n− r
i =1
λ i v i ) = 0 et donc
i =X
n− r
i =1
λ i v i ∈ K er f . Il s’en
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Corollaire 3
f ∈ L (E, E 0 ), E et E 0 &eacute;tant de m&ecirc;me dimension, alors les propri&eacute;t&eacute;s suivantes sont &eacute;quivalentes :
1. f est injective.
2. f est surjective.
3. f est bijective.
D&eacute;monstration
Il suffit de montrer que 1) ⇐⇒ 2). De l’&eacute;galit&eacute; dimE = dim(K er f ) + dim( I m f ), r&eacute;sulte f
injective ⇐⇒ K er f = {0} ⇐⇒ dimE = dim( I m f ) ⇐⇒ dimE 0 = dim( I m f ) ⇐⇒ E 0 = I m f ⇐⇒
f surjective
Remarque 6
1. Ce r&eacute;sultat est faux en dimension infinie. L’application d&eacute;rivation D : K[ X ] → K[ X ]
qui &agrave; un polyn&ocirc;me P fait correspondre P 0 est surjective mais non injective.
2. Une application lin&eacute;aire f est parfaitement d&eacute;finie si l’on connait l’image des vecteurs
d’une base, car d’apr&egrave;s la lin&eacute;arit&eacute; de f on a :
P n
P i=n
f ( x) = f ( ii=
=1 x i e i ) = i =1 x i f ( e i ), donc si on connait f ( e 1 ), ..., f ( e n ), f est connue en
tout vecteur de E.
Th&eacute;or&egrave;me 12
Soient E et E 0 deux K-espace vectoriels. Si dimE = n et dimE 0 = m, alors dimL (E, E 0 ) =
nm.
D&eacute;monstration
Soit ( e 1 , ...e n ) une base de E et (v1 , ..., vn ) une base de E 0 . Soit u ∈ L (E, E 0 ) et x ∈ E . Il existe
P n
un unique n-uplet ( x1 , ...xn ) ∈ Kn tel que x = ii=
=1 x i e i . Pour tout i = 1, ..., n, on peut &eacute;crire
P j=m
u( e i ) = j=1 α i j v j avec α i j ∈ K. Par suite on a :
u ( x) = u (
iX
=n
xi e i ) =
i =1
iX
=n
x i u( e i ) =
i =1
iX
=n
xi (
i =1
jX
=m
αi j v j )
j =1
On pose u i j ( e i ) = v j et u i j ( e k ) = 0 pour k 6= i , les applictions u i j sont lin&eacute;aires et on a :
u ( x) =
iX
=n
i =1
xi (
jX
=m
α i j u i j ( e i )) =
j =1
Il s’en suit que u =
=m
iX
= n jX
(
i =1 j =1
α i j u i j ( x i e i )) =
=m
iX
= n jX
i =1 j =1
αi j u i j (xi e i ) =
=m
iX
= n jX
α i j u i j ( x).
i =1 j =1
P i=n P j=m
0
i =1 ( j =1 α i j u i j et les u i j engendrent L(E, E ). V&eacute;rifions que les
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P
u i j forment un syst&egrave;me libre. Supposons que i, j α i j u i j = 0. Pour k = 1, ..., n, on a
P
P j=m
i, j α i j u i j ( e k ) = j =1 α k j v j = 0. Par suite α k j = 0 pour tout j = 1, ...m et k = 1, ..., n.
Chapitre 4
MATRICES
1. G&eacute;n&eacute;ralit&eacute;s
D&eacute;finition 17
Soient n, m ∈ N. Une matrice A , &agrave; coefficients dans un corps commutatif K est un tableau
qui se pr&eacute;sente sous la forme suivante :





A=




a 11 . . . a 1m
a 21 . . . a 2m
.
.
.
a n1 . . . a nm










Il s’agit d’une matrice &agrave; m colonnes et &agrave; n lignes.Les coefficients a i j ∈ IK, i d&eacute;signe la
ligne, j celui de la colonne.
Notation
&iexcl; &cent;
: La matrice A se note A = a i j 1&Eacute; i&Eacute; n,1&Eacute;
j&Eacute; m ˙
L’ensemble des matrices &agrave; m colonnes et &agrave; n lignes, &agrave; coefficients dans K, est not&eacute; Mn,m (K).
Si K = R (respectivement K = C), la matrice est dite r&eacute;elle (respectivement complexe). Si n = m,
la matrice A est dite carr&eacute;e d’ordre n. Si m = 1, A est dite matrice unicolonne.
Exemple 16
Si n = m et que a ii = 1, pour tout i, a i j = 0, si i 6= j , la matrice A est appel&eacute;e la matrice
identit&eacute; et se note I n .
Si n = m et que a ii = λ i , pour tout i, a i j = 0, si i 6= j , la matrice est dite diagonale.
Si n = m et que a i j = 0 pour i &lt; j , on dit que A est triangulaire inf&eacute;rieure.
Op&eacute;rations sur les matrices
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1. L’addition :
&iexcl; &cent;
&iexcl; &cent;
Soient A, B ∈ Mn,m (K) avec A = a i j 1&Eacute; i&Eacute; n,1&Eacute; j&Eacute; m , B = b i j 1&Eacute; i&Eacute; n,1&Eacute;
somme de A et B ,not&eacute;e A + B = C, est d&eacute;finie par : c i j = a i j + b i j .
j &Eacute; m .La
matrice
2. Produit externe :
&iexcl; &cent; &iexcl;
&cent;
Si λ ∈ K, le produit λ.A est d&eacute;fini par : λ. a i j = λa i j
3. Produit de matrices :
Soient A ∈ Mn,m (K), B ∈ Mm,p (K).La matrice produit ,not&eacute;e A.B = C, est d&eacute;finie par :
m
X
ci j =
a ik b k j .On alors C ∈ Mn,p (K).
k=1
Remarque 7
Le produit A.B est d&eacute;fini si le nombre de colonnes de A est &eacute;gal au nombre de lignes
de B .
4. Transpos&eacute;e d’une matrice :
Soit A ∈ Mn,m (K).Lamatrice transpos&eacute;e de A,not&eacute;e
d&eacute;finie par :
&iexcl; &cent;
t
A = b i j avec b i j = a ji . A titre d’exemple :

&Atilde;
!
1 2

t 1 4 −1
= 4 7
2 7 9
−1 9
t
A,appartenant &agrave; Mm,n (K), est



Nous avons les propri&eacute;t&eacute;s suivantes :
– t ( A + B) = t A + t B;
– t (λ A ) = λ t A ;
– t ( A.B) = t B. t A ( dans le cas o&ugrave; le produit est bien d&eacute;fini).
Proposition 14
L’espace Mn,m (K) muni de l’addition et de la loi externe est un K-espace vectoriel.
(Mn (K), +, &times;, .) est une alg&egrave;bre non commutative sur K.
2. Applications lin&eacute;aires et matrices
2.1. Matrices associ&eacute;es &agrave; une application lin&eacute;aire
Soient E et E 0 deux espaces vectoriels sur K, de dimension m et n respectivement, et f : E → E 0
une application lin&eacute;aire. Choisissons ( e 1 , ..., e m ) une base de E et ( e01 , ..., e0n ) une base de E 0 , les
images par f des vecteurs e 1 , ...e m se d&eacute;composent sur la base ( e01 , ..., e0n ) :
f ( e 1 ) = a 11 e01 + a 21 e02 + ... + a n1 e0n
f ( e 2 ) = a 12 e01 + a 22 e02 + ... + a n2 e0n
.
.
.
0
0
f ( e m ) = a 1m e 1 + a 2n e 2 + ... + a nm e0n
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D&eacute;finition 18
On appelle matrice de f dans les bases B =( e 1 , ..., e m ),B 0 = ( e01 , ..., e0n ) la matrice not&eacute;e
M ( f )B 0 ,B appartenant &agrave; Mn,m (K) dont les colonnes sont les composantes des vecteurs
f ( e 1 ), f ( e 2 ), ..., f ( e m ) dans la base ( e01 , ..., e0n ) :

a 1,1 a 1,2

 a 2,1 a 2,2

 ...
...
A=
a
 i,1 a i,2

 ...
...
a n,1 a n,2
...
...
...
...
...
...
a 1, j
a 2, j
...
a i, j
...
a n, j
...
...
...
...
...
...

a 1,p

a 2,p 

... 

a i,p 


... 
a n,p
&iexcl;
&cent;
A = a i, j 1&Eacute; i&Eacute;n
ou
ou
&iexcl;
1&Eacute; j &Eacute; p
&cent;
a i, j .
Il est clair que la matrice associ&eacute;e &agrave; f d&eacute;pend du choix des bases de E et de E 0 .
Exemple 17
1. Soit E de dimension finie et id E : E → E l’application qui &agrave; x associe x. On consid&egrave;re
une base ( e i , i = 1, ..., n) de E . On a

1

0

. . .
M ( id E ) e i = 
0


. . .
0
0
1
...
0
...
0
...
...
...
...
...
...
0
0
...
1
...
0
...
...
...
...
...
...

0

0

...

0


...
1
matrice unit&eacute; de Mn (K).
2. Soit E = K2 et P1 : K2 → K2 l’application lin&eacute;aire qui &agrave; ( x, y) associe ( x, 0). Consid&eacute;rons
&Atilde;
!
1
0
la base canonique ( e 1 , e 2 ) de K2 . On a P1 ( e 1 ) = e 1 , P1 ( e 2 ) = 0 et M (P1 ) e i =
0 0
3. Soit ( e 1 , e 2 , e 3 ) la base canonique de K3 et ( e01 , e02 ) la base canonique de K2 . Consid&eacute;rons l’application lin&eacute;aire f : K3 → K2 qui &agrave; ( x, y, z) associe ( x − y, z − y). On a :
&Atilde;
!
1 −1 0
M ( f )B 0 , B =
.
0 −1 1.
4. Soit D : K4 [ X ] → K3 [ X ] l’application lin&eacute;aire qui &agrave; p( X ) associe p0 ( X ). On a

0
0

M ( D )B 0 , B = 
0
0
1
0
0
0
0
2
0
0
0
0
3
0

0
0

.
0
4
(1, X , ..., X 4 ) et (1, X , .., X 3 ) &eacute;tant les bases canoniques respectivement de K4 [ X ] et de
K3 [ X ].
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Proposition 15
Soient E et E 0 deux K-espaces vectoriels de dimension m et n respectivement, ( e i , ı = 1, ...m)
et ( e0j , j = 1, ..., n) des bases de E et E 0 . Alors l’aplication M : L (E, E 0 ) → Mn,m (K) qui &agrave; f
associe M ( f )B 0 ,B est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier dimL (E, E 0 ) =
mn.
D&eacute;monstration
Il est facile de v&eacute;rifier la lin&eacute;arit&eacute; de M . Soit f ∈ K erM , donc M ( f )B 0 ,B = 0 et par suite
f ( e 1 ) = f ( e 2 ) = ... f ( e m ) = 0 d’o&ugrave; f = 0 et M est injective.
Elle est aussi surjective, car si

a 1,1 a 1,2

 a 2,1 a 2,2

 ...
...
A=
a
 i,1 a i,2

 ...
...
a n,1 a n,2
...
...
...
...
...
...
a 1, j
a 2, j
...
a i, j
...
a n, j
...
...
...
...
...
...

a 1,p

a 2,p 

... 

a i,p 


... 
a n,p
on construit f en posant :
f ( e 1 ) = a 11 e01 + a 21 e02 + ... + a n1 e0n
f ( e 2 ) = a 12 e01 + a 22 e02 + ... + a n2 e0n .
.
.
f ( e m ) = a 1m e01 + a 2m e02 + ... + a nm e0n .
Pour x ∈ E , x = x1 e 1 + ...xn e n avec x i ∈ K. On pose f ( x) = x1 f ( e 1 ) + ... = xn f ( e n ). On v&eacute;rifie
que f est lin&eacute;aire et que M ( f )B 0 ,B = A .
Soient E, F,G trois K-espaces vectoreils, f ∈ L (E, F ), g ∈ L (F,G ). Soient B = ( e 1 , ..., e m ), C =
( e01 , ..., e0n ) et D = ( e&quot;1 , ..., e&quot; p ) des bases respectives de E, F,G . Posons :
MC B ( f ) = (a k j ) matrice de type ( n, m)
MDC ( g) = ( b ik ) matrice de type ( p, n)
MC B ( g ◦ f ) = ( c i j ) matrice de type ( n, m)
On a alors ∀ j = 1, ...m :
P k= p
P k= p
P k= p
P m
g ◦ f ( e j ) = g( f ( e j )) = g( k=1 a k j e0k ) = k=1 a k j g()e0 k=1 a k j ( ii=
=1 b ike&quot; i ) =
k
P k= p P i = m
P i = m P k= p
a b e&quot;
( k=1 b ik a k j ) e&quot; i
k=1 i =1 k j ik i i =1
Proposition 16
Avec les notations pr&eacute;c&eacute;dentes on a : MDB ( g ◦ f ) = MDC ( g) MC B ( f ).
Matrice de l’inverse d’une application lin&eacute;aire
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Proposition 17
Soient E et E 0 deux espaces vecroriels de m&ecirc;me dimension et de bases respectives B et B 0 .
f ∈ L (E, E 0 ) est bijective si et seulement si M ( f )B 0 B est inversible. De plus M ( f −1 )B B 0 =
M ( f )B 0 B −1 .
D&eacute;monstration
Comme f ◦ f −1 = id E 0 et f −1 ◦ f = id E , M ( f −1 ◦ f )B = M ( f ◦ f −1 )B 0 = M ( id E ) = M ( id E 0 ) et
par suite M ( f −1 ) M ( f ) = M ( f ) M ( f −1 ) = I n o&ugrave; n = dim E , par suite M ( f −1 ) = M ( f )−1 .
matrice colonne
Soit E un espace vectoriel, B = ( e 1 , ...e n ) une base de E . Chaque vecteur x ∈ E s’&eacute;crit x =
x1 e 1
+ ...
+ xn e n . On peut ainsi associer &agrave; chaque vecteur x ∈ E une matrice du type ( n, 1) suivante
x1
 
 x2 
 
 . 

X =
 . . Une matrice de ce type s’appelle une matrice colonne. Une matrice colonne peut &ecirc;tre
 
 
 . 
xn
interpr&eacute;t&eacute;e comme matrice de l’application lin&eacute;aire X : K → E qui &agrave; chaque λ ∈ K associe λ x.
On a X = M1,B ( X ) o&ugrave; (1) est la base canonique K.
Proposition 18
Soient E, F deux espaces vectoriels munis respectivement des bases B = ( e 1 , ..., e n ), C =
( e01 , ..., e0p ) et f ∈ L (E, F ). Soient Y la matrice colonne associ&eacute; &agrave; f ( x) dans la base C et X la
matrice colonne de x dans la base B . On a Y = MB C .X
D&eacute;monstration
Nous pouvons utiliser la proposition pr&eacute;c&eacute;dente. On a :
∀λ ∈ K . f ◦ x(λ) = f ( X (λ)) = f (λ x) = λ f ( x) = f ( x)(λ) c&agrave;d f ◦ X = f ( X ) et par passage aux
matrices on a Y = MB C .X
2.2. Changement de bases
Soient B = ( e 1 , ..., e n ) et B 0 = ( e01 , ..., e0n ) deux bases d’un espace vectoriel E .
D&eacute;finition 19
On appelle matrice de passage de la base B &agrave; la base B 0 , la matrice P , carr&eacute;e d’ordre n,
dont la j&egrave;me colonne est form&eacute;e des coordonn&eacute;es du vecteur e0 j dans la base B . Autrement
P n
dit si e0j = ii=
=1 p i j e i ( j = 1, ..., n), alors :
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 p 21

P = (pi j) = 
 .

 .
p n1
34
p 12
p 22
.
.
p n2

... p 1n

... p 2n 

...
. 


...
. 
... p nn .
Exemple 18
Si E est un espace vectoriel de base ( e 1 , e 2 ) et ( e01 , e02 ) avec e01 = 3 e 1 + e&Atilde;2 et e02!= −2 e 1 + 5 e 2 ,
3 −2
alors la matrice de passage de la base ( e 1 , e 2 ) &agrave; la base ( e01 , e02 ) est P =
1 5
Interpr&eacute;tation. Pour tout indice
j , la j&egrave;me colonne de P est l’expression du vecteur e0j
dans la base B . P est donc la matrice de l’application identit&eacute;e de E dans E quand on munit
au d&eacute;part E de la base B 0 et &agrave; l’arriv&eacute;e de la base B . Autrement dit P = MB B 0 ( id E ).
Th&eacute;or&egrave;me 13
Soient B et B 0 deux bases de E , P la matrice de passage de B &agrave; B 0 et P 0 la matrice de
passage de B 0 &agrave; B . Alors PP 0 = P 0 P = I et ainsi P 0−1 = P .
D&eacute;monstration
Consid&eacute;rons le diagramme : (E, B 0 ) → (E, B ) → (E, B 0 ). Comme id ◦ id = id , en passant
aux matrices on obtient MB 0 ( id ) = MB B 0 MB 0 B c&agrave;d I = PP 0 = P 0 P .
Action sur les coordonn&eacute;es
Proposition 19
Soient x ∈ E , B et B 0 deux bases de E et P la matrice de passage DE B &agrave; B 0 . Soient X la
matrice colonne de x dans B et X 0 la matrice colonne de x dans la base B 0 . On a X = P X 0
et ainsi X 0 = P −1 X .
D&eacute;monstration
D&eacute;coule imm&eacute;diatement de l’&eacute;galit&eacute; id ( x) = x o&ugrave; id : (E, B 0 ) → (E, B 0 ) et de la proposition
pr&eacute;c&eacute;dente.
Exemple 19
Soit K2 muni de deux bases, la base canonique ( e 1 , e 2 ) et la base ( e01 , e02 ) d&eacute;finie par e01 =
2 e 1 + e 2 et e02 = 3 e 1 + 2 e 2 . Soit x = 2 e 1 + 3 e 2 , calculons les composantes de x dans la base
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&Atilde;
!
&Atilde;
!
&Atilde;
!&Atilde; !
2
3
2
−
3
2
−
3
2
−5
( e01 , e02 ). On a P =
, P −1 =
, X0 =
=
, et ainsi x0 = −5 e01 + 4 e02
1 2
−1 2
−1 2 3
4
Proposition 20
Soient E et E 0 deux espaces vectoriels de dimension finie et f ∈ L (E, E 0 ). Soient B , C deux
bases de E et B 0 , C 0 deux bases de E 0 . Notons A = M ( f )B 0 ,B A 0 = M ( f )C 0 C , P la matrice
de passage de B `a C et Q la matrice de passage de B 0 &agrave; C 0 . On a alors A 0 = Q −1 AP .
D&eacute;monstration
Consid&eacute;rons le diagramme :
(E, B ) f (E 0 , B 0 )
→
−
↓
↓
(E, C ) f (E 0 , C 0 )
→
−
On a f ◦ id E = id E 0 ◦ f , et donc M ( f )C 0 C M ( id E )C B = M ( id E 0 )C 0 B 0 M ( f )B 0 B 0 c&agrave;d A 0 P −1 =
Q −1 A ou encore A 0 = Q −1 AP .
Corollaire 4
Soit f ∈ L (E ) et B , B 0 deux bases de E . Notons A = M ( f )B , A 0 = M ( f )B 0 et P la matrice
de passage de B &agrave; B 0 . On a alors A 0 = P −1 AP .
D&eacute;finition 20
Deux matrices A, A 0 ∈ Mn (K) sont dites semblables s’il existe une matrice P ∈ Mn (K) inversible telle que P −1 AP = A 0 .
Exemple 20
2
Soit f l’endomorphisme
&Atilde; de K! qui dans la base canonique ( e 1 , e 2 ) est repr&eacute;sent&eacute; par la
3 −1
matrice A = M ( f ) e i =
. D&eacute;terminons la matrice A 0 qui repr&eacute;sente f dans la base
0 2
&Atilde;
!&Atilde;
!&Atilde;
! &Atilde;
!
5 −2
1 −1 3 −1 0 1
0
0
0
0
0
−1
( e 1 , e 2 ) avec e 1 = (0, −1) et e 2 = (1, 1).OnaA = P AP =
=
.
1 0 0 2 −1 1
3 0
2.3. Rang d’une Matrice
D&eacute;finition 21
Soit A ∈ Mn,m (K), A = [ c 1 , ..., c m ] o&ugrave; l’on a not&eacute; c j le vecteur colonne d’indice j ( c j ∈ Kn ). On
appelle rang de A le rang du syst&egrave;me constitu&eacute; des vecteurs colonnes de A .
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Lemme 2
Soient E, F,G des espaces vectoreils de dimension finie, f ∈ L (E, F ), g ∈ L (G, E ).On a les
r&eacute;sultats suivants
– Si g est surjective, alors rang ( f ) = rang ( f ◦ g) ,
– Si f est injective, alors rang ( g ) = rang ( f ◦ g) .
D&eacute;monstration
a) rang ( f ) = dim f (E ) = dim f ( g (G )) = dim ( f ◦ g) (E ) = rang ( f ◦ g) .
b) Soit ( g(v1 ), ..., g(vr )) une base de I mg . Le syst&egrave;me ( f ( g(v1 )), ..., f ( g(vr ))) est libre puisque
f est injective et il est g&eacute;n&eacute;rateur de I m( f ◦ g) car si y ∈ I m( f ◦ g) , on peut &eacute;crire y =
r
r
X
X
( f ◦ g)( x) = f [ g( x)] = f ( α i g(v i )) =
α i f [ g (v i )] , donc ( f ( g(v1 )), ..., f ( g(vr ))) est une base
i =1
i =1
de I m( f ◦ g) , d’o&ugrave; rang( g ) = rang( f ◦ g).
Proposition 21
Soit f ∈ L (E, E 0 ). Soient B et B 0 deux bases quelconques de E et E 0 respectivement et
A = M ( f )B 0 ,B . On a alors rang f = rangA . Ainsi deux matrices qui repr&eacute;sentent la m&ecirc;me
application lin&eacute;aire en des bases diff&eacute;rentes ont m&ecirc;me rang, en particulier deux matrices
semblables ont m&ecirc;me rang.
D&eacute;monstration
On a : A = [ f ( e 1 ) , ..., f ( e n )] , o&ugrave; B =( e 1 , ..., e n ).Par d&eacute;finition nous avons :
rangA = dim vect ( f ( e 1 ), ..., f ( e n )) = dim I m f = rang f .
D&eacute;finition 22
Deux matrices A, B ∈ Mn,m (K) sont dites &eacute;quivalentes s’il existe P ∈ Mm (K) et Q ∈ Mn (K)
inversibles telles que B = Q −1 AP .Il s’agit d’une relation d’&eacute;quivalence sur Mn,m (K) .
Lemme 3
Soit A ∈ Mn,m (K) .Alors A est de rang r &Ecirc; 1 si et seulement si A est &eacute;quivalente &agrave; la
matrice Jr d&eacute;finie par blocs :
&Atilde;
!
Ir 0
Jr =
0 0
o&ugrave; I r d&eacute;signe la matrice identit&eacute; d’ordre r.
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D&eacute;monstration
&iexcl; &cent;
Soit A = a i j ∈ Mn,m (K) , de rang r . Consid&eacute;rons l’application lin&eacute;aire φ : Km → Kn
asP j=n
0
soci&eacute;e &agrave; la matrice A et d&eacute;finie par : φ( e i ) = j=1 a ji e j ,1 &Eacute; i &Eacute; m, o&ugrave; ( e i )1&Eacute; i &Eacute; m (respec&iexcl; &cent;
tivement e0i 1&Eacute; i &Eacute; n ) est la base canonique de Km ( respectivement de Kn ).Comme A
&iexcl;
&cent;
est de rang r,on peut supposer par exemple que le syst&egrave;me φ( e i ) 1&Eacute; i &Eacute; r forme une base
P j=n
de I mφ.Ecrivons alors : φ( e k ) = j=1 c k j φ( e j ) , pour k ∈ { r + 1, ..., m} .On d&eacute;finit une base
P j=n
nouvelle de Km ,not&eacute;e ( f k ) ,en posant : f k = e k , pour k ∈ {1, ..., r } et f k = e k − j=1 c k j e j ,pour
k ∈ { r + 1, ..., m} . On a alors : φ( f k ) = 0 , pour k ∈ { r + 1, ..., m} .Notons t j = φ( f j ) , pour
&iexcl; &cent;
j ∈ {1, ..., r } .Le syst&egrave;me t j 1&Eacute; j &Eacute; r &eacute;tant libre, il peut &ecirc;tre compl&eacute;t&eacute; en une base de Kn ,not&eacute;e
&iexcl; &cent;
aussi t j 1&Eacute; j &Eacute; n .Consid&eacute;rons la matrice de l’application dans les bases ( f k )1&Eacute; k &Eacute; m et
&iexcl; &cent;
t j 1&Eacute; j &Eacute; n ., nous obtenons :




M (φ) f i , t j = 



Les matrices
φ.
1
0
.
.
0
0 . . 0
1 . . 0
0 1 0
0 0 0
0 . . 0




 = Jr



A et Jr sont alors &eacute;quivalentes car elles repr&eacute;sentent l’application lin&eacute;aire
Th&eacute;or&egrave;me 14
Soient A, B ∈ Mn,m (K). Alors A et B sont &eacute;quivalentes si et seulement si rangA = rangB.
D&eacute;monstration
Supposons que A et B soient &eacute;quivalentes.Il existe alors des matrices inversibles P ∈
Mm K) et Q ∈ Mn (K) telles que : B = Q −1 AP .Notons f , g et h les applications lin&eacute;aires
associ&eacute;es respectivement &agrave; A, P et Q.Gr&acirc;ce au lemme , on a :
&iexcl;
&cent;
rang h−1 ◦ f ◦ g = rang( f ),d’o&ugrave; rangA = rangB.R&eacute;ciproquement si rangA = rangB, le
lemme pr&eacute;c&eacute;dent permet d’affirmer que les matrices A et B sont &eacute;quivalentes &agrave; la
matrice Jr , par cons&eacute;quent elles sont &eacute;quivalentes.
Th&eacute;or&egrave;me 15
Soit A ∈ Mn (K). Alors A rangA = rang t A . Cela signifie que le rang d’une matrice donn&eacute;e
est &eacute;gal &agrave; la dimension du syst&egrave;me form&eacute; des vecteurs lignes de la matrice.
D&eacute;monstration
supposons que rangA = r, donc A est &eacute;quivalente &agrave; la matrice Jr , et par suite, il existe
P ∈ Mm (K) et Q ∈ Mn (K) inversibles telles que A = Q −1 Jr P . Donc t A = t P t Jr t (Q −1 ) =
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( t P −1 )−1 Jr t (Q −1 ), car Jr est sym&eacute;trique, d’o&ugrave;
rang A = r.
t
A
est &eacute;quivalente &agrave; A et donc rang t A =
2.4. D&eacute;termination pratique du rang d’une matrice.
Soit A ∈ Mn,m (K).
i) On supprime toute ligne (ou colonne)qui est nulle ou qui est colin&eacute;aire &agrave; une autre.
ii) En permutant les lignes ou les colonnes, on obtient une matrice de la forme :


a 11 . . . a 1m


 a 21 . . . a 2m 


 .


A1 = 
 .





 .

a n1 . . . a nm
avec a 11 non nul et de pr&eacute;f&eacute;rence valant 1.
a
iii) Pour tout i ∈ [2, n] , on remplace la ligne L i par L i − a1i 11 L 1 , on se ram&egrave;ne &agrave; une matrice :


a 11 . . . a 1m


 0 . . . a02m 


 .

0


A1 = 

 .



 .

0
0 . . . a nm
&Atilde;
!
a 11
soit A 01 =
0 B
o&ugrave; B est une matrice du type ( n − 1, m − 1) .
iv) On applique les &eacute;tapes i) &agrave; iii) &agrave; la matrice B.En r&eacute;p&eacute;tant au besoin la m&eacute;thode indiqu&eacute;e ,
nousobtenons une matrice &eacute;chelonn&eacute;e
:

c 11
.
. .
c 1m


 0 c 22 . . . a02m 


 .



C=

c rr
 .



 .
0
0 
0
0 . 0
0
o&ugrave; les coefficients c ii sont non nuls, et le rang est celui du nombre des lignes non nulles.
v) En proc&eacute;dant de fa&ccedil;on analogue sur les lignes et les colonnes, on obtient une matrice &eacute;quivalente&Atilde;&agrave; A,de la
! forme :
Ir 0
Jr =
0 0
Exemple 21


1 2
0 −1


D&eacute;terminons le rang de la matrice : A =  2 6 −3 −3 
3 10 −6 −5
Les op&eacute;rations &eacute;l&eacute;mentaires donnent :
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1 2 0
1 2 0 −1



A 1 =  0 2 −3 −1  , A 2 =  0 2 −3
0 0 0
0 4 −6 −2
Les deux vecteurs lignes de la matrice A 2
est &eacute;gal &agrave; 2.


−1

−1 
0
&eacute;tant lin&eacute;airement ind&eacute;pendants, le rang de A
Calcul de l’inverse d’une matrice carr&eacute;e par la m&eacute;thode du pivot.
Soit &sup3;A ∈ Mn (K
&acute; ). On consid&egrave;re la matrice A 1 ∈ Mn,2n (K),d&eacute;finie par :
A1 = A I n
On effectue des op&eacute;rations &eacute;l&eacute;mentaires uniquement sur les lignes (ou uniquement sur les
colonnes)
de B&acute; , de telle sorte que la matrice obtenue soit de la forme :
&sup3;
Am = In C
La matrice C correspond &agrave; l’inverse de A.
Exemple 22

Soit &agrave; calculer l’inverse de la matrice

1 2 −1 . 1 0

On pose A 1 =  2 1 0 . 0 1
−1 1 2 . 0 0

1 2 −1 . 1 0 0


A 2 =  0 −3 2 . −2 1 0 
0 3
1 . 1 0 1

1 2 −1


A= 2 1 0 
−1 1 2

0

0  .Nous obtenons :
1


1 2 −1 . 1 0 0


A 3 =  0 −3 2 . −2 1 0 
0 0
3 . −1 1 1
L 2 → L 2 − 2L 1 , L 3 → L 3 + L 1

L3 → L3 + L2


1 2 −1 .
1
0
0


A 4 =  0 −3 2 . −2
1
0 
0 0
1 . −1/3 1/3 1/3

1 2 0

A 5 =  0 −3 0
0 0 1

1 2 0 .

A6 =  0 1 0 .
0 0 1 .

1 0 0 .

A7 =  0 1 0 .
0 0 1 .
L 3 → 1/3L 3

. 2/3 1/3 1/3

. −4/3 1/3 −2/3  L 2 → L 2 − 2L 3 , L 1 → L 1 + L 3
. −1/3 1/3 1/3

2/3
1/3 1/3

4/9 −1/9 2/9  L 2 → (−1/3)L 2
−1/3 1/3 1/3

−2/9 5/9 −1/9

4/9 −1/9 2/9  L 1 → L 1 − 2L 2
−1/3 1/3
1/3
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−2/9 5/9 −1/9


d’o&ugrave; A −1 =  4/9 −1/9 2/9 
−1/3 1/3
1/3
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Faire une suggestion


Avez-vous trouvé des erreurs dans linterface ou les textes? Ou savez-vous comment améliorer linterface utilisateur StudyLib? Nhésitez pas à envoyer des suggestions. Cest très important pour nous!


Ajouter des commentaires














 








Suggérez-nous comment améliorer StudyLib



(Pour les plaintes, utilisez

un autre formulaire
)











Votre e-mail


Entrez-le si vous voulez recevoir une réponse







Évaluez nous




1




2




3




4




5








Annuler


Envoyer






























[image: ]







