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D&eacute;rivation
I Rappels sur les &eacute;quations de droites
&sup3;
→
− →
−&acute;
Soit O ; i ; j un rep&egrave;re orthonormal.
Soit D une droite.
Deux cas sont possibles :
• D est parall&egrave;le &agrave; l’axe des ordonn&eacute;es : tous les points de D ont la m&ecirc;me abscisse k.
On dit alors que l’&eacute;quation de D est : x = k
• D est s&eacute;cante &agrave; l’axe des ordonn&eacute;es.
Les coordonn&eacute;es (x ; y) des point de D sont li&eacute;es par une relation de la forme y = ax + b.
a et b sont caract&eacute;ristiques de D :
* b est appel&eacute; l’ordonn&eacute;e &agrave; l’origine de D .
* a est le coefficient directeur de D .
b est l’ordonn&eacute;e du point d’intersection de la droite avec l’axe des ordonn&eacute;es.
y = ax + b
b
→
−
j
−
O →
i
a &gt;0
a mesure l’inclinaison de la droite.
• Si a &gt; 0, la fonction affine associ&eacute;e &agrave; la droite est croissante.
• Si a = 0, la fonction affine associ&eacute;e &agrave; la droite est
constante et la droite est parall&egrave;le &agrave; l’axe des ordonn&eacute;es.
• Si a &lt; 0, la fonction affine associ&eacute;e &agrave; la droite est d&eacute;croissante.
Plus pr&eacute;cis&eacute;ment :
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a &lt;0
→
−
j
O
→
−
i
a =0
Interpr&eacute;tation graphique du coefficient directeur :
b
B
∆y
A
∆y y B − y A
=
∆x xB − x A
a=
b
∆x
→
−
j
−
O →
i
Comment utiliser le coefficient directeur pour tracer une droite ?
Exemple : Tracer la droite passant par le point A(2 ; 1) et de coefficient directeur &eacute;gal &agrave; 3.
∆y
Nous avons vu que le coefficient directeur pouvait s’&eacute;crire
.
∆x
3
∆y
=3=
Par cons&eacute;quent : a =
∆x
1
Si l’on choisit de prendre ∆x = 1, alors ∆y = 3∆x = 3 &times; 1 = 3. Par cons&eacute;quent, en partant de A, l’on se d&eacute;place de
+1 unit&eacute; en abscisses (donc de 1 unit&eacute; vers la droite) et de +3 unit&eacute;s en ordonn&eacute;es (donc de 3 unit&eacute;s vers le haut).
A
→
−
j
O
Si a est le coefficient directeur, on a : a =
∆y = 3 &times; ∆x = 3
b
→
−
i
∆x = 1
∆y
donc ∆y = a &times; ∆x ; en choisissant une valeur pour ∆x, on calcule la
∆x
valeur correspondante pour ∆y.
Si, au lieu de prendre ∆x = 1, on avait pris ∆y = 2, on aurait trouv&eacute; ∆y = 3 &times; 2 = 6 ; en partant de n’importe quel
point de la droite (A ou un autre), si l’on se d&eacute;place de 2 unit&eacute;s parall&egrave;lement &agrave; l’axe des abscisses, on se d&eacute;place
dans le m&ecirc;me temps de 6 unit&eacute;s parall&egrave;lement &agrave; l’axe des ordonn&eacute;es.
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II Taux de variation d’une fonction
D&eacute;finition :
Le taux de variation d’une fonction f entre a et x est le nombre
f (x) − f (a)
x −a
En posant x = a + h, ce taux de variation s’&eacute;crit aussi
f (a + h) − f (a)
.
h
Interpr&eacute;tation graphique :
Soit f une fonction de courbe repr&eacute;sentative C .
Notons A le point de coordonn&eacute;es (a ; f (a)) (point fixe) et M le point de coordonn&eacute;es (a + h ; f (a + h)) (point
variable).
f (a + h) − f (a)
Le taux de variation
de f entre a et a + h est le coefficient directeur de la s&eacute;cante (AM) (droite
h
qui coupe C en au moins deux points distincts, A et M).
6
5
M
b
4
f(a+h)-f(a)
3
b
A
h
2
1
b
−4
−3
−2
−1
1
2
−1
3
4
C
−2
III Tangente &agrave; une courbe, nombre d&eacute;riv&eacute;
Que se passe-t-il quand A restant fixe, M se rapproche de plus en plus de A.
La s&eacute;cante (AM) se rapproche de plus en plus d’une droite limite, qui ne coupe plus la courbe C localement
qu’un point : on dit alors que cette droite &laquo; limite &raquo;est la tangente &agrave; C en a (en pointill&eacute;s sur le graphique cidessous).
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6
5
4
3
b
A
2
1
b
−4
−3
−2
−1
1
2
b
−1
3
M
4
C
−2
Ci-dessous est repr&eacute;sent&eacute;e la parabole, repr&eacute;sentative de la fonction f : x 7→ x 2 et les tangentes &agrave; C en -2, -1, 0, 1
et 2,5.
9
8
7
b
6
5
b
4
C
3
2
b
1
b
b
−3
−2
−1
0
1
2
−1
D&eacute;finition :
Soit f une fonction d&eacute;finie sur un intervalle I et soit A(a ; f (a)) un point de la courbe C f , repr&eacute;sentative
de f .
Si C f admet une tangente en a, on appelle nombre d&eacute;riv&eacute; de f en a le coefficient directeur de cette
tangente ; on le note f ′ (a).
Remarque :
On a vu que la tangente &eacute;tait la position limite d’une s&eacute;cante (AM) lorsque le point variable M se rapprochait de
plus en plus de M.
f (a + h) − f (a)
o&ugrave; a + h et a sont respectivement les abscisses de M
Le coefficient directeur de cette s&eacute;cante est
h
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et de A.
f ′ (a) est donc la limite, lorsqu’elle existe, de l’expression
diff&eacute;rent de 0. (on dit &laquo; lorsque h tend vers 0 &raquo;).
Cela s’&eacute;crit :
f ′ (a) = lim
h→0
f (a + h) − f (a)
lorsque h se rapproche de 0 en &eacute;tant
h
f (a + h) − f (a)
h
Exemples de calculs de nombres d&eacute;riv&eacute;s :
• Fonction carr&eacute; : f : x 7→ x 2 .
(a) Cherchons le nombre d&eacute;riv&eacute; f ′ (1), coefficient directeur de la tangente &agrave; C f en 1.
f (1 + h) − f (1) (1 + h)2 − 12 1 + 2h + h 2 − 1 2h + h 2 h(2 + h)
Pour tout h 6= 0,
=
=
=
=
= 2 + h.
h
h
h
h
h
f (1 + h) − f (1)
Lorsque h tend vers 0, le nombre 2 + h tend vers 2 : on &eacute;crit : lim
= lim (2 + h) = 2.
h→0
h→0
h
′
On en d&eacute;duit : f (1) = 2 .
(b) Pour tout a, cherchons le nombre d&eacute;riv&eacute; f ′ (a), coefficient directeur de la tangente &agrave; la parabole en a.
f (a + h) − f (a) (a + h)2 − a 2 a 2 + 2ah + h 2 − a 2 2ah + h 2 h(2a + h)
=
=
=
=
= 2a + h.
Pour tout h 6= 0,
h
h
h
h
h
f (a + h) − f (a)
= 2a.
lim (2a + h) = 0 donc lim
h→0
h→0
h
On en d&eacute;duit que, pour tout a : f ′ (a) = 2a
• Soit f la fonction inverse : f : x 7→
Soit a 6= 0.
1
, d&eacute;finie sur R∗ .
x
a − (a + h)
−h
1
1
−
f (a + h) − f (a) a + h a
1
a(a + h)
a(a + h)
=
=
=
=−
.
h
h
h
h
a(a + h)
Lorsque h tend vers 0, a + h tend vers a donc a(a + h) tend vers a 2 .
f (a + h) − f (a)
1
1
On en d&eacute;duit que : lim
= lim
=− 2.
h→0
h→0 a(a + h)
h
a
1
On en d&eacute;duit que : f ′ (a) = − 2
a
p
• Soit la fonction racine carr&eacute;e : f : x 7→ x d&eacute;finie sur [0 ; +∞[.
Pour tout a &gt; 0 et pour tout h 6= 0 &sup3;:
p
p &acute; &sup3;p
p &acute;
p
p
p
p
a
+
h
−
a
&times;
a
+
h
+
a
a +h −a
f (a + h) − f (a)
a +h − a
( a + h)2 − ( a)2
&acute;
&acute; = &sup3;p
&sup3;p
=
=
= &sup3;p
p
p
p &acute;
h
h
h &times; a +h + a
h a +h + a
h a +h + a
h
1
= &sup3;p
p .
p &acute;=p
a +h + a
h a +h + a
&sup3;p
p
p
p &acute; p
p
p
Lorsque h tend vers 0, a + h tend vers a donc lim a + h + a = a + a = 2 a.
1
f (a + h) − f (a)
= p
Par cons&eacute;quent : lim
h→0
h
2 a
2
On en d&eacute;duit que : f ′ (a) = p .
2 a
h→
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IV D&eacute;riv&eacute;e des fonctions usuelles :
D&eacute;finition :
On appelle fonction d&eacute;riv&eacute;e de f , not&eacute;e f ′ , la fonction qui, &agrave; chaque nombre x, associe le nombre d&eacute;riv&eacute; de f
en x, c’est-&agrave;-dire f ′ (x).
f ′ : x 7→ f ′ (x), o&ugrave; f ′ (x) repr&eacute;sente le coefficient directeur de la tangente &agrave; la courbe C f , lorsqu’il existe.
Plut&ocirc;t que de calculer le nombre d&eacute;riv&eacute; &agrave; chaque fois comme nous l’avons fait pr&eacute;c&eacute;demment, on apprend par
cœur les formules donnant les d&eacute;riv&eacute;es des fonctions usuelles.
Les r&eacute;sultats sont consign&eacute;s dans le tableau ci-dessous :
Fonction f
f (x) = k( constante)
f (x) = x
f (x) = x n
p
f (x) = x
1
x
1
f (x) = n
x
f (x) =
d&eacute;finie sur
d&eacute;finie sur R
d&eacute;finie sur R
d&eacute;finie sur R ; n ∈ N(n &gt; 1)
d&eacute;finie sur [0 ; +∞[
d&eacute;finie sur R∗
d&eacute;finie sur R∗ ; n ∈ N ; n &Ecirc; 1
Fonction d&eacute;riv&eacute;e f’
f ′ (x) = 0( sur R)
f ′ (x) = 1( sur R)
f ′ (x) = nx n−1
1
f ′ (x) = p sur ]0 ; +∞[
2 x
1
′
f (x) = − 2 sur R∗
x
n
′
f (x) = − n+1
x
Exemples : Pour chacune des fonctions f suivantes, calculer l’expression de f ′ (x) :
1. f (x) = x 2
On a f (x) = x n avec n = 2 ; f ′ (x) = nx n−1 = 2x 2−1 = 2x 1 = 2x donc f ′ (x) = 2x
2. f (x) = 3 ; f (x) = k avec k = 3 donc f ′ (x) = 0
3. f (x) = x 7 ; on a : f (x) = x n avec n = 7 ; alors f ′ (x) = nx n−1 = 7x 7−1 = 7x 6 . f ′ (x) = 7x 6
1
1
; on a f (x) = n avec n = 3.
3
x
x
n
3
3
3
Alors f ′ (x) = − n+1 = − 3+1 = − 4 ; f ′ (x) = − 4
x
x
x
x
4. f (x) =
V Op&eacute;rations et d&eacute;rivation
Les fonctions que l’on &eacute;tudie en math&eacute;matiques sont rarement des fonctions usuelles, mais des sommes,
produits, quotients de fonctions usuelles.
Nous allons voir comment on d&eacute;rive une somme, un produit, un quotient de fonctions usuelles.
Les r&eacute;sultats sont donn&eacute;s ci-dessous : u et v sont des fonctions d&eacute;rivables sur un m&ecirc;me intervalle I . Alors :
1. Fonction multipli&eacute;e par une constante :
Pour k r&eacute;el, ku est d&eacute;rivable et : (ku)′ = ku ′ ; (ku)′ (x) = ku ′ (x).
2. Somme de deux fonctions : u + v est d&eacute;rivable sur I et : (u + v )′ = u ′ + v ′ ; (u + v )′(x) = u ′ (x) + v ′ (x).
3. Diff&eacute;rence de deux fonctions :
u − v est d&eacute;rivable sur I et : (u − v )′ = u ′ − v ′ ; (u − v )′ (x) = u ′ (x) − v ′ (x).
4. Produit de deux fonctions :
uv est d&eacute;rivable et (uv )′ = u ′ v + uv ′ ; (uv )′ (x) = u ′ (x)v (x) + u(x)v ′ (x)
5. Inverse de deux fonctions :
&micro; &para;′
&micro; &para;
&micro; &para;′
v′
1
1
1
1
est d&eacute;rivable ;
=− 2 ;
(x) = − 2
v
v
v
v
v (x)
6. Quotient de deux fonctions :
&sup3; u &acute;′ u ′ v − uv ′
&sup3; u &acute;′
u ′ (x)v (x) − u(x)v ′ (x)
u
=
(x) =
est d&eacute;rivable ;
.
donc
v
v
v2
v
v 2 (x)
Page 6
7. Puissance d’une fonction :
&iexcl; &cent;′
Pour tout n ∈ N, n &gt; 1, u n est d&eacute;rivable et u n = n &times; u ′ &times; u n−1
&iexcl; n &cent;′
u (x) = nu ′(x)u n−1 (x)
8. Inverse d’une puissance d’une fonction :
&micro; &para;′
nu ′
1
1
= − n+1
Pour tout n ∈ N, n &gt; 1, n est d&eacute;rivable et
u
un
u
&micro; &para;′
′
1
nu (x)
(x) = − n+1
n
u
u
(x)
D&eacute;monstrations de quelques-unes de ces propri&eacute;t&eacute;s (hors programme) :
• Multiplication d’une fonction par une constante :
Soit a un r&eacute;el fix&eacute; dans I .
(ku)(a + h) − (ku)(a)
.
h
u(a + h) − u(a)
(ku)(a + h) + (ku)(a) ku(a + u) − ku(a)
=
=k&times;
.
h
h
h
u(a + h) − u(a)
u(a + h) − u(a)
Lorsque h tend vers 0,
tend vers u ′ (a) donc k &times;
tend vers ku ′ (a).
h
h
• D&eacute;rivation d’une somme :
Soit a un r&eacute;el fix&eacute; dans I . u et v sont d&eacute;rivables en a.
(u + v )(a + h) − (u + v )(a)
Il faut &eacute;tudier la limite quand h tend vers 0 de la quantit&eacute; :
.
h
(u + v )(a + h) − (u + v )(a) u(a + h) + v (a + h) − u(a) − v (a) u(a + h) − u(a) v (a + h) − v (a)
=
=
+
.
h
h
h
h
La premi&egrave;re fraction tend vers u ′ (a) et la seconde vers v ′ (a) donc par somme :
(u + v )(a + h) − (u + v )(a)
lim
= u ′ (a) + v ′ (a).
h→0
h
(uv )(a + h) − (uv )(a)
.
• D&eacute;rivation d’un produit : Il s’agit d’&eacute;tudier lim
h→0
h
On utilise une astuce de calcul :
(uv )(a + h) − (uv )(a) = u(a + h)v (a + h) − u(a)v (a) = u(a + h)v (a + h) − u(a)v (a + h) + u(a)v (a + h) + u(a)v (a).
(uv )(a + h) − (uv )(a) u(a + h)v (a + h) − u(a)v (a + h) + u(a)v (a + h) + u(a)v (a)
=
On en d&eacute;duit :
h
h
[u(a + h)v (a + h) − u(a)v (a + h)] + [u(a)v (a + h) + u(a)v (a)]
=
h
[u(a + h) − u(a)]v (a + h) + u(a)[v (a + h) − v (a)]
=
h
v (a + h) − v (a)
u(a + h) − u(a)
&times; v (a + h) + u(a) &times;
.
=
h
h
′
On a v (a + h) = v (a) + f (a)h + hϕ(h) avec lim ϕ(h) = 0 d’o&ugrave; lim v (a + h) = v (a).
Il faut &eacute;tudier la limite quand h tend vers 0 de la quantit&eacute; :
h→0
h→0
u(a + h) − u(a)
Puisque u est d&eacute;rivable en a, lim
= u ′ (a).
h→0
h
v (a + h) − v (a)
Puisque v est d&eacute;rivable en a, lim
= v ′ (a).
h→0
h
(uv )(a + h) − (uv )(a)
= u ′ (a)v (a) + u(a)v ′ (a)
D’o&ugrave; : lim
h→0
h
Exemples :
Calculer les d&eacute;riv&eacute;es des fonctions suivantes :
1. f (x) = 7x 5 ; on a f = ku avec k = 7 et u(x) = x 5 .
f ′ = ku ′ donc f ′ = 7u ′ avec u ′ (x) = 5x 4 d’o&ugrave; f ′ (x) = 7 &times; 5x 4 ; f ′ (x) = 35x 4 .
2. f (x) = 12x 4 : on a f = 12u avec u(x) = x 4 donc f ′ = 12u ′ avec u ′ (x) = 4x 3 .
Par cons&eacute;quent : f ′ (x) = 12 &times; 4x 3 ; f ′ (x) = 48x 3 .
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3. f (x) = 5x 4 + 3x 2 + 7.
On a f = 5u + 3v + 7 avec u(x) = x 4 , v (x) = x 2 .
f ′ = 5u ′ + 3v ′ + 0 = 5u ′ + 3v ′ avec u ′ (x) = 4x 3 et v ′ (x) = 2x 1 = 2x.
Par cons&eacute;quent : f ′ (x) = 5 &times; 4x 3 + 3 &times; 2x d’o&ugrave; f ′ (x) = 20x 3 + 6x .
&iexcl;
&cent;p
4. f (x) = 3x 2 + 5x + 3 x sur ]0 ; +∞[.
On voit f comme un produit de fonctions :
p
f = uv en posant u(x) = 3x 2 + 5x + 3 et v (x) = x.
1
f ′ = (uv )′ = u ′ v + uv ′ avec u ′ (x) = 3 &times; 2x + 5 &times; 1 + 0 = 6x + 5 et v ′ (x) = p .
2 x
On remplace :
p
p
p
p
1
3x 2 + 5x + 3 (6x + 5) x &times; 2 x + 3x 2 + 5x + 3
2
′
=
f (x) = (6x + 5) &times; x + (3x + 5x + 3) &times; p = (6x + 5) x +
p
p
2 x
2 x
2 x
(6x + 5) &times; 2x + 3x 2 + 5x + 3 12x 2 + 10x + 3x 2 + 5x + 3
=
=
p
p
2 x
2 x
f ′ (x) =
5. f (x) =
15x 2 + 15x + 3
p
2 x
1
x 2 + 3x + 7
sur R
1
f est l’inverse d’une fonction. f = avec u(x) = x 2 + 3x + 7.
u
&micro; &para;′
u′
1
′
′
= − 2 avec u (x) = 2x + 3 &times; 1 + 0 = 2x + 3.
f =
u
u
2x + 3
On en d&eacute;duit : f ′ (x) = − 2
(x + 3x + 7)2
2x + 3
sur R.
x2 + x + 1
u
f est un tient de fonctions ; f = avec u(x) = 2x + 3 et v (x) = x 2 + x + 1.
v
&sup3; u &acute;′ u ′ v − uv ′
′
′
=
f =
avec u (x) = 2 et v ′ (x) = 2x + 1 + 0 = 2x + 1.
2
v
v
&iexcl;
&cent;
−2x 2 − 6x − 1
2(x 2 + x + 1) − (2x + 3) &times; (2x + 1) 2x 2 + 2x + 2 − 4x 2 + 2x + 6x + 3
′
=
=
.
Par cons&eacute;quent : f (x) =
(x 2 + x + 1)2
(x 2 + x + 1)2
(x 2 + x + 1)2
−2x 2 − 6x − 1
f ′ (x) =
.
(x 2 + x + 1)2
6. f (x) =
7. f (x) = (3x 2 + 5x + 1)7 sur R.
f est&iexcl;la puissance
d’une fonction : f = u n avec n = 7 et u(x) = 3x 2 + 5x + 1.
&cent;
′
f ′ = u n = nu ′u n−1 = 7u ′ u 6 avec u ′ (x) = 6x + 5.
&iexcl;
&cent;6
Par cons&eacute;quent : f ′ (x) = 7(6x + 5) 3x 2 + 5x + 1 .
8. f (x) = &iexcl;
1
3x 2 + 5x + 12
&cent;12 sur R.
1
f est l’inverse d’une puissance d’une fonction : f = n avec n = 12 et u(x) = 3x 2 + 5x + 12.
u
&micro; &para;′
1
nu ′
′
′
f = n = − n+1 avec n = 12 et u (x) = 3 &times; 2x + 5 &times; 1 + 0 = 6x + 5.
u
u
12(6x + 5)
On en d&eacute;duit : f ′ (x) = − &iexcl;
&cent;13
3x 2 + 5x + 12
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VI &Eacute;quation de la tangente
Soit f d&eacute;finie et d&eacute;rivable sur un intervalle I ; soit a un nombre de I .
Une &eacute;quation de la tangente &agrave; C f en a est donn&eacute;e par la formule :
y = f ′ (a)(x − a) + f (a).
En effet :
Le coefficient directeur de la tangente est f ′ (a) donc l’&eacute;quation r&eacute;duite est de la forme y = f ′ (a)x + p.
La tangente en a passe par le point de coordonn&eacute;es (a ; f (a)) donc ces coordonn&eacute;es v&eacute;rifient l’&eacute;quation de la
tangente.
On
:
&frac12; a donc
y = f ′ (a)x + p
.
f (a) = f ′ (a)a + p
En soustrayant les deux lignes, on trouve : y − f (a) = f ′ (a)x − f ′ (a)a = f ′ (a)(x − a) d’o&ugrave; : y = f ′ (a)(x − a) + f (a).
VII Variations d’une fonction
Th&eacute;or&egrave;me (admis)
Soit f une fonction d&eacute;finie et d&eacute;rivable sur un intervalle I .
• Si f ′ est positive sur I , alors f est croissante sur I .
• Si f ′ est nulle sur I , alors f est constante sur I .
• Si f ′ est n&eacute;gative sur I , alors f est d&eacute;croissante sur I .
Application :
&Eacute;tudions les variations des fonctions suivantes :
1. f (x) = 5x 2 + 2x + 1.
• f est d&eacute;finie et d&eacute;rivable sur R (somme de fonctions d&eacute;rivables)
• f ′ (x) = 5 &times; 2x + 2 &times; 1 = 10x + 2 = 2(5x + 1).
• On cherche pour quelles valeurs la d&eacute;riv&eacute;e s’annule :
1
f ′ (x) = 0 ⇔ 2(5x + 1) = 0 ⇔ 5x + 1 = 0 ⇔ x = −
5
• Signe de f ′ (x) :
f ′ (x) est du signe de 5x + 1.
1
5x + 1 &gt; 0 ⇔ 5x &gt; −1 ⇔ x &gt; − .
5
&middot;
&cedil;
1
′
f (x) &gt; 0 sur l’intervalle − ; +∞ .
5
&cedil;
&middot;
&cedil;
&cedil;
1
1
On en d&eacute;duit que f est croissante sur − ; +∞ et d&eacute;croissante sur −∞ ; −
5
5
• Tableau de variations :
1
x
−∞
−
+∞
5
′
f (x)
−
0
+
f (x)
@
@
&micro; &para;
1
R
@
f −
1
.
x +3
• Ensemble de d&eacute;finition : D f = R \ {−3}
5
2. f (x) =
• f est d&eacute;rivable sur cet ensemble comme inverse d’une fonction d&eacute;rivable :
u′
1
1
&lt; 0 sur D f
f = avec u(x) = x + 3 ; f ′ = − 2 avec u ′ (x) = 1 donc f ′ (x) = −
u
u
(x + 3)2
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• f est donc d&eacute;croissante sur chaque intervalle o&ugrave; elle est d&eacute;finie.
• Tableau de variations :
x
−∞
f (x)
f (x)
′
−
−3
@
@
R
@
3. f (x) =
−
+∞
@
@
R
@
x +3
x2 + x + 1
• Ensemble de d&eacute;finition : On r&eacute;sout l’&eacute;quation x 2 +x +1 = 0 ; ∆ = 1−4 = −3 &lt; 0 donc il n’y pas de solution.
Le d&eacute;nominateur ne s’annule pas donc D f = R.
• Sur R, f est d&eacute;rivable comme quotient de fonctions d&eacute;rivables.
u
f = avec u(x) = x + 3 et v (x) = x 2 + x + 1.
v
u ′ v − uv ′
f′=
avec u ′ (x) = 1 et v ′(x) = 2x + 1.
v2
1 &times; (x 2 + x + 1) − (x + 3)(2x + 1) x 2 + x + 1 − (2x 2 + x + 6x + 3)
−x 2 − 6x − 2
Alors : f ′ (x) =
=
=
.
(x 2 + x + 1)2
(x 2 + x + 1)2
(x 2 + x + 1)2
• R&eacute;solution de l’&eacute;quation f ′ (x) = 0 :
−x 2 − 6x − 2
f ′ (x) = 0 ⇔ 2
= 0 ⇔ −x 2 − 6x − 2 = 0 ⇔ x 2 + 6x + 2 = 0 (en multipliant tout pat -1).
(x + x + 1)2
∆ = 36 − 4 &times; 1 &times; 2 = 36 − 8 = 28 &gt; 0.
Il y a deuxp
solutions : p
p
p
−6 − 28 −6 − 2 7
x1 =
=
= −3 − 7 et x2 = −3 + 7.
2
2
′
• Signe de f (x) :
f ′ (x) est du signe du num&eacute;rateur, donc de −x 2 −6x −2 qui est une expression du second degr&eacute; ; −x 2 −6x −
2
2 est n&eacute;gatif (du signepdu coefficient de
p x qui vaut -1) &agrave; l’ext&eacute;rieur de l’intervalle form&eacute; par les racines,
donc sur ] − ∞ ; −3 − 7] et sur [−3 + 7 ; +∞[ et positif
p entre les racines.
p
On
en
d&eacute;duit
que
f
est
d&eacute;croissante
sur
]
−
∞
;
−3
−
7]
et
sur
[−3
+
7 ; +∞[ et croissante sur [−3 −
p
p
7 ; −3 + 7].
• Tableau de variations
x
−∞
′
f (x)
f (x) 0
p
−3 − 7
0
−
@
@
R
@
≈ −0, 097
p
−3 + 7
+
0
−
≈ 3, 43
@
@
R
@
+∞
0
Remarque : on verra dans un autre chapitre que f (x) tend vers 0 quand xptend vers −∞ ou vers +∞.
On a du mal &agrave; voir la d&eacute;croissance de f sur l’intervalle − − −∞ ; −3 − 7] car les variations sont tr&egrave;s
faibles. Voici la courbe ;
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3
2
1
p
−3 − 7
−8
−7
−6
−5
−4
−3
−2
−1
p
−3 + 7
−1
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