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Chapitre 11
Fonctions vectorielles
Dans tout le chapitre :
 F d&eacute;signe un
-espace vectoriel de dimension finie.
 I d&eacute;signe un intervalle de
.
1. D&eacute;riv&eacute;e en un point
1.1. D&eacute;finition

Fonction d&eacute;rivable, vecteur d&eacute;riv&eacute;
1.2. Interpr&eacute;tations
a) Existence d’un d&eacute;veloppement limit&eacute; d’ordre 1 (caract&eacute;risation)
b) Interpr&eacute;tation graphique dans le cas o&ugrave; F
2
c) Interpr&eacute;tation cin&eacute;matique dans le cas o&ugrave; F
. (resp.
n
)

Notion de courbe param&eacute;tr&eacute;e

Le vecteur f t0 , lorsqu’il n’est pas nul, dirige la tangente en cet arc
au point M t0 .

Exemple : param&eacute;trisation du cercle.
1.3. Extension : d&eacute;riv&eacute;e &agrave; droite, &agrave; gauche
2. Op&eacute;rations sur les fonctions d&eacute;rivables
2.1. Combinaisons lin&eacute;aires

Conservation du caract&egrave;re d&eacute;rivable par combinaisons lin&eacute;aires.

Traduction structurelle : structure de
I , F et
-espace vectoriel de
lin&eacute;arit&eacute; de l’op&eacute;rateur D de d&eacute;rivation.
2.2. D&eacute;rivation et lin&eacute;arit&eacute;
a) La propri&eacute;t&eacute;

Si f
I , F et L
F ,G , L
f
I ,G et L
f
a
L f a
D&eacute;monstration
b) Application aux fonctions &agrave; valeurs dans

Si f
I,
alors
et
f
I,
f
, Re f
f , Re f
c) Raisonnement coordonn&eacute;e par coordonn&eacute;e
I,
Re f
et Im f
et Im f
I,
Im f
2.3. D&eacute;rivation et bilin&eacute;arit&eacute;
a) La propri&eacute;t&eacute;

H est bilin&eacute;aire, f
Si B : F G
alors B f , g
I , F et g
et B f , g =B f , g
I,H
I ,G ,
B f ,g
D&eacute;monstration
b) Exemples : produit usuel, produit saclaire, produite vectoriel, d&eacute;terminant,…
2.4. D&eacute;rivation et composition

J est en a et g : J
Si f : I
est d&eacute;rivable en a et g
f
a
F est d&eacute;rivable en b
f (a ) , alors g
f a .g f (a )
f
D&eacute;monstration
3. Fonctions de classe k
3.1. D&eacute;finition
3.2. Structures alg&eacute;briques
3.3. Formule de Leibniz
n
Si f , g
2
I,
alors f
n
g
I,
et
f
g
n
n
k 0
n
k
f
n k
gk .
D&eacute;monstration
4. Int&eacute;gration
4.1. D&eacute;finition
4.2. Propri&eacute;t&eacute;s
a) Lin&eacute;arit&eacute; de l’int&eacute;grale
b) Relation de Chasles
c) Int&eacute;grale et norme
b
Soit f
a,b , F . Alors
b
f (t )dt
a
f (t ) dt
a
4.3. Sommes de Riemann
a) La propri&eacute;t&eacute;
Soient f
Soit Sn
a,b , F et n
b
a
n
n 1
f a
i 0
i
b
.
a
n
une &quot;somme de Riemann&quot; de f sur a, b .
b
Alors la suite Sn

n
f (t )dt .
converge et lim Sn
n
a
Premier int&eacute;r&ecirc;t : convergence de la m&eacute;thode des rectangles.
b) Son utilisation pratique

D&eacute;montrer la convergence de certaines suites rebelles ; exemple.
4.4. Int&eacute;grale fonction de sa borne sup&eacute;rieure
a) La propri&eacute;t&eacute;
Th&eacute;or&egrave;me : Soit une fonction continue f : I
F et a
I.
x
F d&eacute;finie par F x
Soit F : I
f (t )dt .
a
1
Alors F est de classe
sur I et F
f.
De plus : F est l’unique primitive de f sur I qui s’annule en a.
Corollaire 1 : Toute fonction continue sur un intervalle admet des
primitives.
x
Ces primitives s’&eacute;crivent : x
f (t )dt o&ugrave; k  F .
k
a
Corollaire 2 : Si F est une primitive de f sur a, b , alors
b
f (t )dt
F b
F a
F t
b
a
.
a


 Une fonction non continue peut admettre des primitives.
 Une fonction continue par morceaux peut ne pas admettre de
primitive (avoir une id&eacute;e du th&eacute;or&egrave;me de Darboux (H.P.)

Savoir comment s’y prendre pour justifier la d&eacute;rivabilit&eacute; et d&eacute;river une
v (x )
fonction du genre G (x )
f (t )dt
u (x )
b) In&eacute;galit&eacute; des accroissements finis
Soit f
Alors
1
a, b
I , F et soit k est un majorant de
I2 :
f (b)
f (a )
k b
a,b .
f t ,t
a
D&eacute;monstration

En particulier : Si f
Corollaire : Soit f
1
1
a,b , F :
f (b)
f (a )
Max f (t )
t a ,b
I , F o&ugrave; I est un intervalle.
f est constante sur I
f
0
D&eacute;monstration
5. Particularit&eacute;s des fonctions &agrave; valeurs r&eacute;elles (r&eacute;visions de M.P.S.I.)
5.1. D&eacute;rivabilit&eacute; et extremum
Th&eacute;or&egrave;me : Soit I un intervalle ouvert et f
I,
.
Si f admet sur I un extremum en a, alors n&eacute;cessairement f a

Cons&eacute;quence : les extremums d’une fonction f
a,b ,
0.
sont
ou bien des bornes de l’intervalle
ou bien des points o&ugrave; la d&eacute;riv&eacute;e s’annule


La r&eacute;ciproque du th&eacute;or&egrave;me est fausse
5.2. Th&eacute;or&egrave;me de Rolle
Th&eacute;or&egrave;me : Soit f
a,b ,
a,b ,
a,b / f c
Alors c
telle que f (a )
f (b) .
0.
5.3. Formule des accroissements finis
Th&eacute;or&egrave;me : Soit f
a,b ,
Alors c
a,b ,
a,b / f (b)
f (a)
.
a .
f c b
D&eacute;monstration
5.4. Th&eacute;or&egrave;mes de limite de la d&eacute;riv&eacute;e
a) Le lemme de base
Soit f
I,
I
a ,
Si lim f x existe dans
x
et est not&eacute;e
a
alors lim
x
a
.
f (x )
x
f (a )
existe et vaut
a
.
b) Le th&eacute;or&egrave;me de limite de la d&eacute;riv&eacute;e
Th&eacute;or&egrave;me 1 : Soit f
I,
Si lim f x existe dans
x
x

a
 Si
a ,
.
: f est d&eacute;rivable en a et f a
a
Si lim f x
I
lim f x
x
a
: f n’est pas d&eacute;rivable en a.
lim f n’existe pas dans
, f peut poutant &ecirc;tre d&eacute;rivable en a
a
c) Th&eacute;or&egrave;me de prolongement du caract&egrave;re 1
Th&eacute;or&egrave;me 2 : Soit f
Si lim f x existe dans
x

a
1
I,
I
, alors f
Prolongement au caract&egrave;re k
a ,
1
I,
.
et donc f a
lim f x .
x
a
5.5. Variations des fonctions et d&eacute;rivation
5.6. Quant &agrave; l’int&eacute;gration
a) Positivit&eacute;, croissance
b) Pr&eacute;cision : &quot;positivit&eacute; am&eacute;lior&eacute;e&quot;
Propri&eacute;t&eacute; 3 : positivit&eacute; am&eacute;lior&eacute;e (version 1)
Soit f
a,b ,
.
b
S’il existe un point t 0
a, b o&ugrave; f t0
0 alors
f (t )dt
0
a
Propri&eacute;t&eacute; 4 : positivit&eacute; am&eacute;lior&eacute;e (version 2)
b
Soit f
a,b ,
. Si
0 alors f est la fonction nulle.
f (t )dt
a
5.7. Formules de Taylor


Pour simplifier les choses, on suppose pour les lignes 1 &agrave; 4 du
n 1
tableau ci-dessous f
I,
m&ecirc;me si des hypoth&egrave;ses plus faibles
existent pour le th&eacute;or&egrave;me de Taylor-Young.
Pour la ligne 5 : f est une fonction polyn&ocirc;me de degr&eacute;
n.
Pour la ligne 6 : f est d&eacute;veloppable en s&eacute;rie enti&egrave;re et n
n

On pose
Rn f , a, b
f (b)
f (a )
b
k 1
a
k!
k
f
k
a
Les diverses formules de Taylor
1
2
3
4
5
6

Taylor
avec reste int&eacute;gral
Taylor-Lagrange
(in&eacute;galit&eacute;)
Taylor-Lagrange
(comparaison)
Taylor-Young
b
Rn f , a,b
a
t
n!
n
f
n 1
(t )dt
n 1
b a
o&ugrave; K
K.
n 1!
Rn f , a,b
Rn f , a, x
Rn f , a, x
Taylor
pour les polyn&ocirc;mes
D&eacute;veloppement
en s&eacute;rie de Taylor
Application : d&eacute;veloppements limit&eacute;s

b
R&eacute;viser les formules usuelles
O x
a
o x
a
Rn f , a, b
0
R
0
f , a, b
Sup f
a ,b
n 1
n
n 1

R&eacute;viser les m&eacute;thodes op&eacute;ratoires sur les d&eacute;veloppements limit&eacute;s.
6. Quelques exemples d’arcs param&eacute;tr&eacute;s
6.1. Le b.a.ba des arcs param&eacute;tr&eacute;s (rappel du &sect; 1)
6.2. M&eacute;thode succincte d’&eacute;tude d’un arc param&eacute;tr&eacute;
6.3. Exemples : droite, cercle, ellipse, hyperbole, parabole, lemniscate
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