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Devoir facultatif 1 Convergences de suites
Exercice 1
Soient a et b deux r&eacute;els fix&eacute;s, a  1 . Soit (un ) n0 d&eacute;finie par u 0 fix&eacute; et un1  a.un  b pour n  0 .
Soit L la solution de l’&eacute;quation x  a.x  b . Montrer que (vn ) n0 d&eacute;finie par vn  un  L est
g&eacute;om&eacute;trique puis donner l’expression explicite de u n (explicite = en fonction de n ) et le
comportement de (un ) n0 en   suivant la valeur de a .
Exercice 2
On prouve un r&eacute;sultat intuitivement &eacute;vident : si (un ) n0 est une suite de nombres r&eacute;els convergeant
vers un r&eacute;el l , et si (vn ) n0 est la suite de nombres r&eacute;els d&eacute;finie par : pour tout k  0 , vk est la
moyenne des k premiers termes de (u n ) , alors (vn ) n0 converge elle aussi vers l .
1 ) On rappelle que pour tous les r&eacute;els a et b , a  a 2 (facile) et ab  a . b (4 cas &agrave; consid&eacute;rer).
2
Montrer qu’on a aussi a  b  a  b (&laquo; &eacute;lever au carr&eacute; &laquo; &raquo;).
Montrer ensuite que si (an ) n0 est une suite de nombres r&eacute;els, pour tout entier k  0 ,
2 ) Montrer que pour tout n  1 , vn  l 
k
k
i 0
i 0
 ai   ai .
1 n1
1 n1
et


u

l
v

l

 uk  l .
 k
n
n k 0
n k 0
3 ) Soit   0 fix&eacute;. (  se lit epsilon, c’est traditionnellement un tr&egrave;s petit nombre positif)
a ) Montrer qu’il existe un entier not&eacute; n0 v&eacute;rifiant :
(1 ) k  n0  uk  l   / 2
et
(2) n  n0 
1 n1
 uk  l   / 2 .
n k  n0
n 1
b ) Montrer qu’il existe un entier not&eacute; n1 v&eacute;rifiant :
1 0
n  n1   uk  l   / 2 .
n k0
4 ) Conclure.
Exercice 3
On prouve avec la technique pr&eacute;c&eacute;dente (&laquo;  / 2   / 2   &raquo;) deux propri&eacute;t&eacute;s &eacute;l&eacute;mentaires du cours :
(un ) n0 est une suite de nombres r&eacute;els convergeant vers un r&eacute;el l .
(vn ) n0 est une suite de nombres r&eacute;els convergeant vers un r&eacute;el l ' .
a ) Montrer que ( sn ) n0 d&eacute;finie pour tout k  0 par sk  uk  vk converge vers l  l ' .
b) Montrer que ( pn ) n0 d&eacute;finie pour tout k  0 par pk  uk .vk converge vers l.l ' . Pour cette question,
on commencera par s’int&eacute;resser d’abord &agrave; la suite
( a n ) n 0
d&eacute;finie pour tout
k 0
par
ak  (uk  l ).(vk  l ' ) .
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