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I Rappels
1 Vecteurs de l’espace
Les propri&eacute;t&eacute;s des vecteurs dans l’espace sont en partie les m&ecirc;mes que celles concernant les vecteurs dans le
plan.
Propri&eacute;t&eacute;
Les propri&eacute;t&eacute;s suivantes sont &eacute;quivalentes :
A, B, C et D sont quatre points de l’espace.
Les propri&eacute;t&eacute;s suivantes sont &eacute;quivalentes :
−→ −−→
• AB = C D
b
• ABDC est un parall&eacute;logramme.
B
b
b
• [AD] et [BC ] ont m&ecirc;me milieu.
• La translation qui transforme A en B transforme C en D.
b
A
b
C
Addition de vecteurs :
−→ −→ −→
• Relation de Chasles : AB + BC = AC
−→ −→ −−→
• R&egrave;gle du parall&eacute;logramme : AB + AC = AD o&ugrave; D est le point tel que ABC D soit un parall&eacute;logramme.
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D
2 Vecteurs colin&eacute;aires
D&eacute;finition
→
−
Deux vecteurs non nuls −
u et →
v sont colin&eacute;aires signifie qu’ils ont la m&ecirc;me direction, c’est-&agrave;-dire qu’il existe
→
−
→
−
un r&eacute;el k non nul tel que u = k v .
−→ −→
Remarque : A, B et C sont align&eacute;s si, et seulement si AB et AC sont colin&eacute;aires.
3 Vecteurs coplanaires
D&eacute;finition
−→ −→ −−→
A, B, C et D sont quatre points de l’espace. Dire que AB, AC et AD sont coplanaires signifie que les quatre
points appartiennent &agrave; un m&ecirc;me plan.
Propri&eacute;t&eacute; admise
−
−
−
−
−
Soient trois vecteurs →
u,→
v et →
w de l’espace tels que →
u et →
v ne soient pas colin&eacute;aires.
→
−
→
−
→
−
−
−
−
u , v et w sont coplanaires si, et seulement, il existe deux r&eacute;els x et y tels que →
w = x→
u + y→
v.
4 Rep&eacute;rage dans l’espace
D&eacute;finition
&sup3;
−&acute;
→
−
→
− →
− →
→
− →
−
O ; i ; j ; k est rep&egrave;re de l’espace si O est un point de l’espace et si les vecteurs i , j et k sont des
vecteurs non coplanaires.
O est alors l’origine du rep&egrave;re.
Propri&eacute;t&eacute;
&sup3;
−&acute;
→
− →
− →
Dans un rep&egrave;re O ; i ; j ; k , pour tout point M, il existe trois nombres x, y et z uniques tels que
→
−
→
−
→
−
−−→
OM = x i + k j + z k .
(x ; y ; z) sont les coordonn&eacute;es de M dans ce rep&egrave;re.
Calcul avec les coordonn&eacute;es :
&cent;
&cent;
&iexcl;
&iexcl;
Soient deux points A et B de coordonn&eacute;es A x A ; y A ; z A et B xB ; y B ; z B .
&sup3;x +x
y A + y B z A + zB &acute;
A
B
Le milieu de [AB] a pour coordonn&eacute;es :
.
;
;
2
2
&iexcl;
&cent;2
−→
Le vecteur AB a pour coordonn&eacute;es xB − x A ; y B − y A ; z B − z A .
Deux vecteurs sont &eacute;gaux si, et seulement si, leurs coordonn&eacute;es sont &eacute;gales.
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5 Vecteurs orthogonaux
D&eacute;finition
−
−
Soient deux vecteurs non nuls →
u et →
v de l’espace.
−−→ − −−→
→
Soient trois points O, Aet B tels que −
u = O A et →
v = OB.
→
−
→
−
u et v sont orthogonaux si, et seulement si mes droites (O A) et (OB) sont perpendiculaires.
−
−
On note alors →
u ⊥→
v.
→
−
Par convention, 0 est orthogonal &agrave; tout vecteur.
&sup3;
−&acute;
→
− →
− →
Vocabulaire : O ; i ; j ; k est un rep&egrave;re orthogonal si, et seulement si, les vecteurs sont orthogonaux deux &agrave; deux.
Il est orthonormal s’il est orthogonal et chaque vecteur a une norme &eacute;gale &agrave; 1.
6 Distance entre deux points :
Propri&eacute;t&eacute;
&sup3;
−&acute;
→
− →
− →
Soit un rep&egrave;re orthonormal O ; i ; j ; k et soient deux points A et B.
q
&iexcl;
&cent;2
Alors : AB = (xB − x A )2 + y B − y A + (z B − z A )2 .
7 Caract&eacute;ristique analytique de l’orthogonalit&eacute; :
Propri&eacute;t&eacute;
&sup3;
−&acute;
→
− →
− →
O ; i ; j ; k est un rep&egrave;re orthonormal de l’espace.
−
−
Les vecteurs →
u (x ; y ; z) et →
v (x ′ ; y ′ ; z ′ ) sont orthogonaux si, et seulement si, xx ′ + y y ′ + zz ′ = 0.
II &Eacute;quations de plans et droites
1 &Eacute;quation cart&eacute;sienne d’un plan
Propri&eacute;t&eacute;
Dans un rep&egrave;re de l’espace :
• Tout plan (P ) a une &eacute;quation cart&eacute;sienne de la forme ax + by + cz + d = 0.
• a, b, c d&eacute;signant des r&eacute;els non simultan&eacute;ment nuls, l’ensemble des points M(x ; y ; z) v&eacute;rifiant
ax + by + cz + d = 0 est un plan.
Page 3/5
Cas particuliers :
Le plan de base (xO y) a pour &eacute;quation z = 0 ; le plan (xOz) a pour &eacute;quation y = 0 et le plan (yOz) a pour &eacute;quation
x = 0.
Propri&eacute;t&eacute;
Deux plans d’&eacute;quations cart&eacute;siennes ax + by + cz + d = 0 et a ′ x + b ′ y + c ′ z + d ′ = 0 sont parall&egrave;les si, et
seulement si, les coefficients a, b, c sont proportionnels aux coefficients a ′ , b ′ et c ′ .
2 Syst&egrave;me d’&eacute;quations cart&eacute;siennes d’une droite
Propri&eacute;t&eacute;
Dans l’espace, une droite se voir comme l’intersection de deux plans s&eacute;cants.
&Agrave; chacun de ces deux plans correspond une &eacute;quation cart&eacute;sienne de plan.
Une droite est donc caract&eacute;ris&eacute;e par un syst&egrave;me de deux &eacute;quations lin&eacute;aires &agrave; trois inconnues.
Exemple :
Soient (P ) le plan d’&eacute;quation 2x + 3y + 5z = 7 et (Q) le plan d’&eacute;quation 3x − y − 2z = 1.
→(2 ; 3 ; 5) et −
→(3 ; −1 ; −2).
Ces deux plans ont pour vecteurs normaux respectivement −
n
n
1
2
Ils ne sont pas colin&eacute;aires, donc les plans (P ) et (Q) ne sont pas parall&egrave;les.
Leur intersection est une droite D , caract&eacute;ris&eacute;e par le syst&egrave;me form&eacute; pas les deux &eacute;quations des deux plans :
&frac12;
2x + 3y + 5z = 7
3x − y − 2z = 1
III Fonctions de deux variables et courbes de niveau
1 Fonction de deux variables
D&eacute;finition
x et y appartiennent chacun respectivement &agrave; deux intervalles I et J .
D&eacute;finir une fonction des deux variables x et y, c’est associer &agrave; chaque couple (x ; y) un r&eacute;el unique, not&eacute;
f (x ; y).
&sup3;
−&acute;
→
− →
− →
La repr&eacute;sentation graphique de f dans un rep&egrave;re O ; i ; j ; k de l’espace est l’ensemble des points
M(x ; y ; z) avec z = f (x ; y).
Cette repr&eacute;sentation graphique est en g&eacute;n&eacute;ral une surface d’&eacute;quation z = f (x ; y).
Page 4/5
2 Courbes de niveau
D&eacute;finition
Soit S une surface d’&eacute;quation z = f (x ; y).
La courbe de niveau de cote c est l’intersection de S avec le plan d’&eacute;quation z = c, donc l’ensemble des
points de coordonn&eacute;es (x ; y ; z) avec z = f (x ; y) = c.
Exemple :
Soit S la surface d’&eacute;quation z = 3x 2 + 2y.
z = 3x 2 + 2y
z =3
2
On en d&eacute;duit que dans le plan d’&eacute;quation z = 3, la courbe de niveau a pour &eacute;quation 3 = 3x + 2y qui s’&eacute;crit
3
3
y = − x 2 + . C’est l’&eacute;quation d’une parabole.
2
2
La courbe de niveau d’abscisse 3 est l’ensemble des points de coordonn&eacute;es (x ; y ; z) v&eacute;rifiant le syst&egrave;me :
&frac12;
z = 3x 2 + 2y
.
x =3
On en d&eacute;duit : z = 27 +2y donc z = 2y +27. Dans le plan d’&eacute;quation x = 3, z = 2y +27 est l’&eacute;quation d’une droite :
la courbe de niveau x = est une droite dans le plan d’&eacute;quation x = 3.
La courbe de niveau de cote 3 est l’ensemble des points de coordonn&eacute;es (x ; y ; z) v&eacute;rifiant le syst&egrave;me :
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