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Une &eacute;tude de L(rn ) , la longueur de la plus longue suite de succ&egrave;s
obtenue au moins r fois en n &eacute;preuves de Bernoulli [email protected]
Notations : On consid&egrave;re n (n  1) &eacute;preuves successives de Bernoulli.
On d&eacute;signe par p (0  p  1) la probabilit&eacute; d’un succ&egrave;s. Soit r un entier, 1  r  n .
Ln(r ) est la variable al&eacute;atoire : longueur maximum (d’une suite de succ&egrave;s) obtenue au moins r fois,
chacune des r suites &eacute;tant s&eacute;par&eacute;e des autres par (au moins) un &eacute;chec si r  1 .
Exemple avec n  20 : 1111 0 111 0 11 0 1111 0 111 (suite plausible si p est assez grand) :
( 2)
( 3)
( 4)
(5)
(r )
L (201)  L20
 4 , L20
 L20
 3 , L20
 2 , L20
 0 si r  5 .
(1)
La variable al&eacute;atoire Ln est bien connue sous le nom de &laquo; longest head run &raquo;.
1 ) ETUDE D’UNE VARIABLE AL&Eacute;ATOIRE AUXILIAIRE
Notations : Pour 1  k  n , une k -suite est une suite de k succ&egrave;s cons&eacute;cutifs.
Dn(k )  Dn , k est la variable al&eacute;atoire : nombre de k -suites, disjointes, et s&eacute;par&eacute;es (s’il y en a plusieurs)
par (au moins) un &eacute;chec, obtenues. Exemple avec la suite consid&eacute;r&eacute;e ci-dessus :
(1)
( 2)
( 3)
( 4)
(k )
D20
 D20
 5 , D 20
 4 , D 20
 2 , D 20
 0 si 5  k  20 .
Avec Dn( k )  r=
L
Le calcul de P L
(r )
n
(r )
n
k

 on obtient : si k  1, P L
ce qui &eacute;quivaut &agrave; P L
(r )
n
(r )
n

 k   P (D
 k  P ( Dn( k )  r )  P ( Dn( k 1)  r ) ,
( k 1)
n
 r )  P ( Dn( k )  r ) .
(1)
(1’)
 k est ainsi parfaitement connu pour les petites valeurs de n et de k car on a des
formules de r&eacute;currence sur n et r donnant P ( Dn( k )  r )  P ( Dn  r ) pour tout r  1 :
P ( Dn  r ) = P ( Dn 1  r ) + [ P ( Dn  k 1  r  1)  P ( Dn  k 1  r ) ] . 1  p  p k .
(on peut noter que les r&eacute;sultats au rang r n&eacute;cessitent ceux au rang r  1.)
2 ) APPROXIMATIONS
On peut prouver par la m&eacute;thode dite de Stein-Chen [Biblio2] que si p est assez petite et si n et k , surtout
n , sont assez grands, Dn(k ) suit (approximativement) une loi de Poisson de param&egrave;tre np k 1  p  .
P ( Dn( k )  r )  e  X
Xr
avec X  np k 1  p  , d’o&ugrave;, avec (1’) :
r!
r 1 
 pX s e  pX  X s e  X
P Ln( r )  k   
s!
s!
s 0 


On d&eacute;signe par f r , p
 r 1  X s s  pX
X 
  
(
p
e

e
)  .
(2)
 s!

s

0



s
r 1
X

 f l’application d&eacute;finie par f  X    
( p s e  pX  e  X )  .
s 0  s !





P Ln( r )  k  f np k 1  p  .
Avec le logiciel Javascool on trace quelques courbes pour p = 0,4.
On verra que si on prend p plus petit, on a de plus grandes probabilit&eacute;s mais dans ce cas les approximations
exponentielles sont cach&eacute;es par les courbes exactes ! En effet, avec l’approximation (2) on a une erreur
major&eacute;e par p k 5 k  4  , quantit&eacute; qui ne tend que lentement vers 0 quand n , &laquo; donc k &raquo; si on s’int&eacute;resse
1
essentiellement au mode de Ln(r ) , tend vers l’infini (cependant qu’on dispose de formules exactes pouvant
&ecirc;tre utilis&eacute;es informatiquement pour les petites valeurs de n et k ) mais l’erreur effective dans (2) est en fait
plus petite que ce majorant (d’autant plus petite que n et k sont grands et p est petite) .
Figure 1
3 ) LES PLUS GRANDES PROBABILITES OBTENUES
L’expression de f '  X  est miraculeusement simple : f '  X  
 1
Ln  r
p
L’extr&eacute;mum de f est atteint pour la valeur z 
1 p
On pose M p ; r  f  z .
X r 1
 p r e  pX  e  X .
r  1 !




.
Ce nombre M p ; r est explicit&eacute; ci-dessous.
Figure 2
Pour tout r entier, 1  r  n , on d&eacute;signe par  kr  n    k n  l’approximation (2) de P l n( r )  k  :
 np k 1  p s s n p k 1 1 p 

 n p k 1 p  




n

(
p
e

e
)

Si k  1, k

.
s!
s 0 

k
Puisque X  np 1  p  , lorsqu’on prend le nombre d’&eacute;preuves n pour variable, l’extr&eacute;mum de  k n  est
r 1
 1 
Ln  r 
p 
atteint lorsque np k 1  p   z , soit n  k 
. On d&eacute;signe ce nombre par z k :
p (1  p ) 2
zk 
z
.
p (1  p )
k
2
Puisque  k n   f np k 1  p  ,
s
 

  1 
 Ln  r  
  1 p  
r p
r
r 1 
 p 

s 1 p
1 p
 k z k   f z   M p ; r  
(p p  p ).
s!
s 0
Figure 3
Ce maximum M p ; r est ind&eacute;pendant de k .
Pour tout k assez grand,
ind&eacute;pendant de k . M p ; r


Max
( P Ln( r )  k ) est tr&egrave;s proche de  k  z k   M p ; r et est donc quasiment
n  IN
est une fonction de p qu’on repr&eacute;sente graphiquement pour r entre 1 et 10 :
Max (sur n) des P (l_n^(r) = k ) en fonction de p
1
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p
Figure 4
r 
4 ) UNE MINORATION (uniforme sur n) DE LA PROBABILIT&Eacute; DU MODE DE Ln
L’&eacute;quation f x   f x p  a une unique solution non nulle.
On la d&eacute;signe par y p ; r  y r  y .
On d&eacute;signe par m p ; r le nombre m p ; r  f ( y p ; r ) .
Ce nombre m p ; r est &eacute;videmment ind&eacute;pendant de k .
Figure 5
3
On rappelle que f np k 1  p    k n  , c'est-&agrave;-dire que les courbes des  k sont les images de celle de f
par des affinit&eacute;s (des &laquo; &eacute;tirements vers la droite &raquo;, d’autant plus marqu&eacute;s que k est grand).
L’&eacute;quation d’inconnue n ,  k (n)   k 1 (n) , &eacute;quivaut &agrave; f  X   f  X p  en posant X  np k 1  p  .
y
est donc la seule solution, non enti&egrave;re, autre que 0 de cette &eacute;quation  k (n)   k 1 (n) .
p (1  p )
y
On la d&eacute;signe par x r ; k 1  x k 1 : x k 1  k
.
p (1  p )
k
Figure 6
Pour tout k ,  k  xk   f ( y p ; r )  m p ; r est une bonne approximation d’un minorant de


Max
( P Ln( r )  k ) .
k  IN
On peut noter que si n est un entier d&eacute;passant x1 , le nombre entier k r n   k n  , mode de Ln(r ) , est obtenu
en r&eacute;solvant : x k n 
 n 1  p  

Ln 
y

  1.
 n  x k n 1 . On obtient : k  k r n  est la partie enti&egrave;re de
1
Ln  
 p
R&eacute;soudre l’&eacute;quation f x   f x p  n’est
facile que dans de rares cas particuliers.
On a par exemple m 1  5  2  0,236 .
2
;1
On repr&eacute;sente ci-contre les nombres
m p ; 1  m p , m p ; 2 et m p ; 3 en fonction de p .
Figure 7
5 ) UNE SIMPLIFICATION POUR LES GRANDES VALEURS DE n
4


P Ln( r )  k , qui d&eacute;pend a priori des variables n et k , est en fait, approximativement, une fonction de la
variable n p k , pr&eacute;cis&eacute;ment : si N et K sont des entiers v&eacute;rifiant N p K  n p k
alors P L N( r )  K   P Ln( r )  k  ,
(3)
l’erreur &eacute;tant major&eacute;e par p k 5 k  4   p K 5 K  4  .
(4)
(r )
On peut ainsi lire sur un graphique n’importe quelle valeur approch&eacute;e de P Ln  k  en rempla&ccedil;ant n
et k par N et K plus petits v&eacute;rifiant (3) [ mais pas trop petits &agrave; cause de (4)].
6 ) UNE REPRESENTATION GRAPHIQUE PARLANTE
On consid&egrave;re l’exemple p  0,1 , k  2 , r  3 et n  2000 .
On utilise (1) : P L
(r )
n

 k  P (D
(k )
n
 r )  P (D
( k 1)
n
 r ) et (2) : P ( D
(k )
n
r)e

r
r!
.
Sur le dessin ci-dessous, P Ln( r )  k  est la diff&eacute;rence entre l’aire hachur&eacute;e et l’aire ombr&eacute;e.
Figure 8
En 2000 &eacute;preuves on a environ (en moyenne) 18 fois l’observation de 011 et environ 1,8 fois celle de 0111.
Il est donc naturel de penser que si on prend un nombre entier r entre 2 et 18, mais pas trop proche de 2 ni
de 18, il est probable qu’on aura :
au moins r fois l’observation de 011 mais moins de r fois l’observation de 0111.
( 2)
( 3)
 r est un bon pari alors que parier que D2000
 r n’en est pas un...
D&egrave;s lors parier que D2000
Ce dessin montre qu’on obtient bien des probabilit&eacute;s &eacute;tonnamment grandes, par exemple ici le record
local est P Ln( r )  2   0,996 si r vaut 7 ou 8!, d’autant plus que p est petite (plus p est petite, plus la
&laquo; distance &raquo; entre les deux histogrammes ci-dessus augmente).
Bibliographie
[Biblio1] “An extreme value theory for long head runs”
L Gordon, M F Schilling et M S Waterman (Californie) - Probability theory -1986
On y trouve, entre autres, une heuristique conduisant &agrave; la deuxi&egrave;me approximation de
Dn(k )
sans &eacute;voquer la m&eacute;thode de Stein-Chen.
http://www.cmb.usc.edu/papers/msw_papers/msw-070.pdf ) :
[Biblio2] &laquo; Two moments suffice for Poisson approximations : the Chen-Stein method &raquo; R Arratia, L Goldstein et L Gordon-1989 (voir les
pages 20 et 21) http://projecteuclid.org/DPubS/Repository/1.0/Disseminate?view=body&amp;id=pdf_1&amp;handle=euclid.aop/1176991491)
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