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Une &eacute;tude de ln(r ) , la longueur de la plus longue suite de succ&egrave;s
obtenue au moins r fois en n &eacute;preuves de Bernoulli
[email protected]
Notations : On consid&egrave;re n (n  1) &eacute;preuves successives de Bernoulli, d&eacute;sign&eacute;es par C1 , C 2 … C n .
On d&eacute;signe par p (0  p  1) la probabilit&eacute; d’un succ&egrave;s, p  P (C i  1) .
Soit r un entier, 1  r  n . l n(r ) est la variable al&eacute;atoire : longueur maximum (d’une suite de
succ&egrave;s) obtenue au moins r fois, chacune des r suites &eacute;tant s&eacute;par&eacute;e des autres par (au moins)
un &eacute;chec si r  1 .
Exemple avec n  20 : 1111 0 111 0 11 0 1111 0 111 (suite plausible si p est assez grand) :
(1)
( 2)
( 3)
( 4)
(5)
(r )
l 20
 l 20
 4 , l 20
 l 20
 3 , l 20
 2 , l 20
 0 si r  5 .
On va notamment s’int&eacute;resser au mode de
A priori

P l
(r )
n
l n(r ) dont la probabilit&eacute; est &eacute;tonnamment grande.
1  r  n mais on s’int&eacute;resse surtout &agrave; des valeurs de r pas trop grandes, par exemple parce que

 0  1 si r  n / 2 .
L’origine de cette &eacute;tude est une activit&eacute; propos&eacute;e &agrave; des &eacute;l&egrave;ves de la classe de premi&egrave;re, dans le cas
(1)
 5  0,96 ,
particulier o&ugrave; p  1 / 2 et r  1 , activit&eacute; reposant sur le fait que dans ce cas P l 200
d&eacute;crite sur cette page et utilisant cette simulation.
La variable al&eacute;atoire
ln(1) est bien connue sous le nom de &laquo; longest head run &raquo;. ([Biblio1])
1 ) ETUDE D’UNE VARIABLE AL&Eacute;ATOIREAUXILIAIRE
Notations : Pour 1  k  n , une k -suite est une suite de k succ&egrave;s cons&eacute;cutifs.
Dn(k )  Dn , k est la variable al&eacute;atoire : nombre de k -suites, disjointes, et s&eacute;par&eacute;es (s’il y en a
plusieurs) par (au moins) un &eacute;chec, obtenues.
Exemple avec la suite consid&eacute;r&eacute;e ci-dessus :
(1)
( 2)
( 3)
( 4)
(k )
D20
 D20
 5 , D 20
 4 , D 20
 2 , D 20
 0 si 5  k  20 .
L’int&eacute;r&ecirc;t de Dn(k ) va imm&eacute;diatement appara&icirc;tre.
On peut v&eacute;rifier que si k  1, P l n( r )  k   P ( Dn( k )  r )  P ( Dn( k 1)  r ) :
(k )
n
Lien entre D
et l
(r )
n
L’&eacute;v&eacute;nement &laquo; il y a au moins r k -suites &raquo; est &agrave; la fois D
 
k  l
(r )
n
k  l
(r )
n
 
 l
 r et
(r )
n

Encadr&eacute; 1
k :
 
 r .
Toute (k  1) -suite contient une k -suite donc la suite ( D  r  ) est d&eacute;croissante.
 r  )  P ( D  r )  P ( D
 r )
On a donc P ( D  r   D
 r ).
et (2) implique : pour k  1, P l  k   P ( D  r )  P ( D
On en d&eacute;duit : l
(r )
n
 
(k )
n
(3)
 k 1  D
(k )
n
r  D
(k )
n
(k )
n
( k 1)
n
(r )
n
(k )
n
(k )
n
( k 1)
n
(2)
k
( k 1)
n
( k 1)
n
(3)
Le calcul de P l n( r )  k  est ainsi parfaitement connu pour les petites valeurs de n et de k car on a
des formules de r&eacute;currence sur n et r donnant P ( Dn( k )  r ) pour tout r  1 :
1
Loi de Dn(k )
Soit k un entier fix&eacute;, k  1. On &eacute;crit D n  D
Supposons d’abord que n  k  2 .
(k )
n
Encadr&eacute; 2
dans cet encadr&eacute;.
Soit r un entier fix&eacute;. On suppose que r  1. ( le cas r  0 est trivial : P ( Dn( k )  0 )  1 )
Tout repose sur le fait que l’&eacute;v&eacute;nement Dn( k )  r= Dn  r  se traduit par :
soit il y avait d&eacute;j&agrave; au moins r k -suites apr&egrave;s la (n  1) &egrave;me &eacute;preuve
soit il y en avait r  1 et la r &egrave;me appara&icirc;t sous la forme 0111…11.
Dn  r est donc la r&eacute;union disjointe de Dn 1  r et de
D n  1  r  1 C nk
= Dn  k 1  r  1  C n  k
 0  C n k 1  ...  C n  1
 0  C n k 1  ...  C n  1.
On a alors une intersection d’&eacute;v&eacute;nements ind&eacute;pendants dont la probabilit&eacute; est
P(Dn  k 1  r  1) . P(C n k  0). P(C n  k 1  ...  C n  1) , c’est &agrave; dire
[ P ( Dn  k 1  r  1)  P ( Dn  k 1  r ) ] . 1  p  p k .
On a donc P ( Dn  r ) = P ( Dn 1  r ) + [ P ( Dn  k 1  r  1)  P ( Dn  k 1  r ) ] . 1  p  p k .
(5)
Il reste &agrave; calculer les valeurs initiales (initiales en n ) pour r  1.
La formule de r&eacute;currence (ne) fonctionne (que) si n  k  1  1 , soit n  k  2 .
Il y a donc a priori ( k  1 ) termes &agrave; calculer &laquo; &agrave; la main &raquo;.
(5’)
Le premier terme non nul de la suite P Dn( k )  r n est obtenu pour n  rk  r  1 et il vaut
p  1  p
, c’est la probabilit&eacute; d’obtenir r suites de k succ&egrave;s s&eacute;par&eacute;es par r  1 &eacute;checs.
On n’utilise en fait cette derni&egrave;re formule que pour r  1 car si r  2 ,
n  rk  r  1  2k  1  k  2 et d’apr&egrave;s (5’) tous les termes &agrave; calculer &laquo; &agrave; la main &raquo; sont nuls.
k r
r 1
Dans le cas o&ugrave; r  1 , on a alors le premier terme non nul avec n  rk  r  1  k et on calcule
seulement P ( Dk( k )  1)  p k et P ( Dk( k1)  1)  2 p k  p k 1 .
La formule (5) montre qu’on a aussi une r&eacute;currence sur r :
les r&eacute;sultats au rang r n&eacute;cessitent ceux au rang r  1 .
A l’aide d’un tableur on a
facilement repr&eacute;sent&eacute; ci-contre
chacune des suites
( P ( Dn( k )  r )1  n  350 pour r  2
et k entre 1 et 8 dans le cas
p  0,6 .
Ces suites ( P ( D  r ) n sont,
&eacute;videmment, (strictement)
croissantes et elles convergent
vers 1.
(k )
n
Figure 1
P (D_n(k)&gt;=2), k entre 1 et 8
1,2
1
k=1
k=2
0,8
k=3
k=4
0,6
k=5
k=6
0,4
k=7
k=8
0,2
0
1
21 41 61 81 101 121 141 161 181 201 221 241 261 281 301 321 341
2
2 )APPLICATION A LA LOI DE
l n(r )
Utilisant la formule (3), P l n( r )  k   P ( Dn( k )  r )  P ( Dn( k 1)  r ) , on obtient par exemple :
Figure 2
L’allure de ces courbes, croissantes puis d&eacute;croissantes, n’est pas &eacute;tonnante car pour chaque r fix&eacute;, si
k  1 , chaque suite ( P l n( r )  k  ) n est obtenue, en vertu de (3), en soustrayant deux
suites ( P ( Dn( k )  r ) n cons&eacute;cutives, cons&eacute;cutives en k .
Le cas k  0 est &agrave; part, car on n’a d&eacute;fini Dn(k ) que si k  1 donc (3) n’est pas valide si k  0 , mais
il ne pose pas de probl&egrave;me de calcul : P l n( r )  0  1  P l n( r )  1  1  P Dn(1)  r   P Dn(1)  r  .
Parmi les suites ( P l n( r )  k  ) n , les suites ( P l n( r )  0  ) n sont les seules &agrave; &ecirc;tre monotones
(d&eacute;croissantes). Sur la figure 2 on a trac&eacute; seulement ( P l n(1 )  0  ) n
Voir des dessins en couleurs sur les courbes qui suivent
Il semble qu’on ne dispose pas de formules explicites permettant de calculer P l n( r )  k 
(sauf dans le cas r  1 o&ugrave; ces formules sont tr&egrave;s compliqu&eacute;es).
3 ) APPROXIMATIONS
On peut prouver par la m&eacute;thode dite de Stein-Chen que si p est assez petite et si n et k , surtout n ,
sont assez grands (ces conditions sont pr&eacute;cis&eacute;es plus loin; on suppose seulement a priori que k  1 ),
Dn(k ) suit (approximativement) une loi de Poisson.
R Arratia, L Goldstein et L Gordon-1989 &laquo; Two moments suffice for Poisson approximations : the
Chen-Stein method &raquo;
Description du principe utilis&eacute;
Encadr&eacute; 3
*
Rappel : Soit  un r&eacute;el fix&eacute; entre 0 et 1. On d&eacute;signe par S i , i  IN ,des variables de Bernoulli
ind&eacute;pendantes et identiques de param&egrave;tre  . Pour tout n  1 , on pose X n  S1  S 2 ...  S n .
3
X n compte les &laquo; succ&egrave;s &raquo; au cours des n premi&egrave;res &eacute;preuves et suit la loi binomiale B (n ;  ) .
si  n   avec  petit et n grand (on pr&eacute;cise parfois :   0,01 , n  100 et 1   n    10 ),
alors X n suit approximativement la loi de Poisson de param&egrave;tre  .
 n
n (n  1)...( n  k  1) k
nk
nk
. . 1   
=
k!
k 
donc si  est petit et k est petit devant n :
(n  ) k n Ln 1  (n  ) k n 
nk k
n
. . 1    
.e

.e .
P X n  k  
(6)
k!
k!
k!
L’hypoth&egrave;se  petit est essentielle. La loi de Poisson est parfois dite loi (de comptage) des &eacute;v&eacute;nements rares.
k
Principe de la preuve : P  X n  k     . . 1   
Principe de la m&eacute;thode de Stein-Chen
Soit n un entier (non nul) fix&eacute;.
Nos variables ind&eacute;pendantes de Bernoulli, C1 , C 2 … C n suivent la loi P (Ci  1)  p .
Soit k un entier (non nul) fix&eacute;, k  n .
On peut observer l’apparition d’une suite ininterrompue d’au moins k succ&egrave;s au moment  si et
seulement si   k et C  k 1 ...C  1 C  1 .
Une telle suite est &laquo; nouvelle &raquo; et doit &ecirc;tre comptabilis&eacute;e au temps  (   k ) si et seulement si
  k et C1C 2 ... C k  1 ou bien si   k  1 et 1  C  k C k 1 ...C  1 C  1
On pose S k  C1C 2 ...C k et si   k  1 , S   1  C  k C  k 1 ...C  1 C .
 S
est le nombre de suites ininterrompues (et disjointes) d’au moins k succ&egrave;s observ&eacute;es &agrave;
k   n
l’instant n , c'est-&agrave;-dire que
S  D


k
n
(k )
n .
Pour   k  1 , toutes les variables S  sont des variables de Bernoulli suivant la m&ecirc;me loi
k
d&eacute;finie par P S   1  1  p  p .
Le probl&egrave;me est que ces variables S  ne sont pas ind&eacute;pendantes.
Toutefois, chaque variable S  est ind&eacute;pendante de toutes les variables S  v&eacute;rifiant     k .
(k )
Ainsi, si n est bien plus grand que k , Dn  S k 
 S
o&ugrave; la somme
k 1    n
 S
appara&icirc;t
k 1    n
comme &laquo; assez proche &raquo; d’une somme de (n  k ) variables de Bernoulli ind&eacute;pendantes de m&ecirc;me
loi, donc, suivant notre rappel, d’une variable suivant une loi de Poisson de param&egrave;tre
n  k  1  p  p k .
(k )
Par ailleurs E ( Dn ) 
E (S )  E S    E S   p  n  k 1  p  p



k
k
k
n
k 1 
k
et c’est ce
n
dernier nombre qu’on prend a priori comme param&egrave;tre de notre approximation de Poisson de Dn(k ) .
On d&eacute;signe cette loi de Poisson par N n(k )  N n , k . Son param&egrave;tre est n, k    pk n  k 1  p  1 .
Ceci signifie que P N n,k  s   e
 
s
 n , k
n ,k
s!
 e 
s
s!
.
(7)
4
La qualit&eacute;, tr&egrave;s bonne quand p est assez petite, de cette approximation de Dn(k ) par N n(k ) est pr&eacute;cis&eacute;e
en annexe. On y verra que




Sup
P Dn( k )  A  P N n( k )  A  (2k  2) p k . Cette majoration de
A  IN
l’erreur est satisfaisante car on va voir que c’est surtout quand p  1 / 2 qu’on a des r&eacute;sultats
int&eacute;ressants cependant que les petites valeurs de k sont accessibles informatiquement.
L’ identit&eacute; (3) s’&eacute;crit aussi P l n( r )  k   1  P ( Dn( k )  r )  (1  P ( Dn( k 1)  r ) ) .
On a donc pour l’instant, pour k  1, P l n( r )  k   P ( Dn( k 1)  r )  P ( Dn( k )  r ) d’o&ugrave;

P l
(r )
n
k

  n ,k 1 s 
(  n , k ) s  n , k
n
,
k

1
 
e

e

s
!
s
!
s 0 
r 1


.

Deuxi&egrave;me approximation
(8)
Encadr&eacute; 4
La d&eacute;riv&eacute;e de cette fonction (de la variable n ) est compliqu&eacute;e, comme le lien entre
n,k  p k n  k 1  p  1 et n,k 1  p k 1 n  k  11  p  1 .
Par ailleurs, il va de soi que lorsqu’on s’int&eacute;resse aux variations de P l n( r )  k  quand un des
nombres p , r , n et k varie, les trois autres sont fix&eacute;s mais on va voir que dans les calculs qui
nous int&eacute;resseront (on ne cherche que des grandes probabilit&eacute;s !), k sera de l’ordre de Ln n  .
Il s’ensuivra que d&egrave;s que n sera un peu grand, le r&ocirc;le de k dans la valeur de
n,k  p k n  k 1  p  1 sera plus important &agrave; cause de la pr&eacute;sence de p k que de celle de
n  k  .
Il est donc raisonnable de remplacer dans ce qui pr&eacute;c&egrave;de n,k  p k n  k 1  p  1 par
X  np k 1  p  et n ,k 1 par pX . L’erreur qui en r&eacute;sulte est quantifi&eacute;e en annexe (o&ugrave; on verra
qu’elle est d’autant plus faible que p est petite, et n&eacute;gligeable d&egrave;s que k grandit un peu).
On voit que cette simplification revient &agrave; approximer Dn(k ) par une loi de Poisson dont le
param&egrave;tre, np k 1  p , est un peu plus simple que celui de N n(k ) .
En rempla&ccedil;ant n,k  p k n  k 1  p  1 par X  np k 1  p  et n ,k 1 par pX dans (8), on
obtient :

P l
P ( Dn( k )  r )  e  X
  pX s  pX X s  X
 k    
e

e
s!
s!
s 0 
r 1
(r )
n
Xr
avec X  np k 1  p  d’o&ugrave;
r!
 r 1  X s s  pX

  
 e  X )  .
 s! (p e


 s 0 
(8’)
Soit r un entier fix&eacute;, 1  r  n .
On d&eacute;signe par  kr  n    k n  cette nouvelle approximation de P l n( r )  k  :
5
 np k 1  p s s n p k 1 1 p 

 n p k 1 p  




n

(
p
e

e
)

k  1, k

.
s!
s 0 

r 1
Si
r 1
 n1  p s
s 0

En accord avec (3’), on convient que  0 n    
(9)

( p s e n p 1 p  )  .

s!
(9 ’)
 X s s  pX

 f l’application d&eacute;finie par f  X    
(p e
 e  X )  .
s 0  s !

r 1
On d&eacute;signe par f r , p



(10)

P l n( r )  k  f np k 1  p 
4 ) LES PLUS GRANDES PROBABILITES OBTENUES
Le maximum de f
On a  k n   f np k 1  p   f  X  donc  k ' n  
et l’expression de f '  X  est simple :
Encadr&eacute; 5
d k dX
 f '  X  . p k 1  p 
dX dn


r 1
 X s 1
 r 1  X s

f '  X    
( p s e  pX  e  X )    
( p s 1e  pX  e  X ) 
s 1  ( s  1) !
 s 0  s !

q
s
r 2
r 1
X

X

=  
( p q 1e  pX  e  X )    
( p s 1e  pX  e  X )  (en posant q  s  1 )
q 0  q !

 s 0  s !
X r 1
=
 p r e  pX  e  X (il ne reste que le dernier terme de la deuxi&egrave;me somme).
r  1 !


L’extr&eacute;mum de f est atteint lorsque e  X  p r e  pX , soit  X  Ln ( p r )  pX , soit :
 1
Ln  r
p
X 
1 p

 1 

Ln  r 
 . On d&eacute;signe ce nombre par z : z 
 p .
1 p
(11)
On pose M p ; r  f  z .
Ce nombre M p ; r est explicit&eacute; ci-dessous. L’&eacute;tude du signe
de f '  X  montre qu’il s’agit du maximum de f .
Figure 4
6
Puisque X  np k 1  p  , lorsqu’on prend le nombre d’&eacute;preuves n pour variable, l’extr&eacute;mum de
 k n  , donc approximativement celui de P l n( r )  k  , est atteint lorsque np k 1  p   z , soit
 1 
Ln  r 
p 
n k 
. On d&eacute;signe ce nombre par z k :
p (1  p ) 2
zk 
z
p (1  p )
(12)
k
Un d&eacute;tail est que pour cette approximation de P l n( r )  k  , z k est une fonction lin&eacute;aire de r .
(bien que  kr  n  n’en soit pas une)
Puisque  k n   f np k 1  p  ,
il vaut  k z k   f z   M p ; r ,
c’est &agrave; dire :
s
 

  1 
 Ln  r  
  1 p  
r p
r
r 1 
  p   ( p s p 1 p  p 1 p ) .

s!
s 0
Figure 4’

Ce maximum M p ; r est ind&eacute;pendant de k .

Max
( P l n( r )  k ) est tr&egrave;s proche de  k  z k   M p ; r et est donc
n  IN
quasiment ind&eacute;pendant de k . M p ; r est une fonction de p qu’on repr&eacute;sente graphiquement pour r
Pour tout k assez grand,
entre 1 et 10 :
Max (sur n) des P (l_n^(r) = k ) en fonction de p
1
r=1
r=2
r=3
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
r=9
r = 10
0,2
0,1
0,
01
0,
06
0,
11
0,
16
0,
21
0,
26
0,
31
0,
36
0,
41
0,
46
0,
51
0,
56
0,
61
0,
66
0,
71
0,
76
0,
81
0,
86
0,
91
0,
96
0
p
Figure 5
7
5 ) UNE MINORATION UNIFORME SUR n DE LA PROBABILIT&Eacute;
r 
DU MODE DE l n
(pour p et r fix&eacute;s)
Le sens de variations de f est connu et on
peut facilement prouver que l’&eacute;quation
f x   f x p  a une unique solution non
nulle (si t  z , f t   f t p  est absurde car
f d&eacute;croit strictement ; idem si t  pz ).
On la d&eacute;signe par y p ; r  y .
On d&eacute;signe par m p ; r le nombre
mp ; r  f (y p ; r ) .
Figure 6
Ce nombre m p ; r est &eacute;videmment ind&eacute;pendant de k .
m p ; r minore la probabilit&eacute; du mode de l n(r )
Encadr&eacute; 6
On rappelle que f np k 1  p    k n  , c'est-&agrave;-dire que les courbes des  k sont les images de
celle de f par des affinit&eacute;s (des &laquo; &eacute;tirements vers la droite &raquo;, d’autant plus marqu&eacute;s que k est
grand).
L’&eacute;quation d’inconnue n ,  k (n)   k 1 (n) , &eacute;quivaut &agrave; f  X   f  X p  en posant
X  np k 1  p  .
y
est donc la seule solution, non enti&egrave;re, autre que 0 de cette &eacute;quation  k (n)   k 1 (n) .
p (1  p )
k
On la d&eacute;signe par x r ; k 1  x k 1 : x k 1 
y
p (1  p )
k
(14)
y
1
est le terme g&eacute;n&eacute;ral d’indice k d’une suite g&eacute;om&eacute;trique de raison
p
p (1  p )
donc tout entier n d&eacute;passant x1 , est coinc&eacute; entre deux termes successifs x k n   x k et x k ( n )  1 .
Le nombre x k 
k 1
8
Figure 7
Pour tout k ,  k  x k   f  y   m p .
x k  n  x k 1 donc le tableau de variations de  k montre que  k n   m p .
Soit n un entier d&eacute;passant x1 .
Le nombre entier k r n   k n  est obtenu en r&eacute;solvant : x k n   n  x k n 1 , c'est-&agrave;-dire, en posant
k  k n  :


y

Ln 
n (1  p) 
y
y
y

k
k 1
n k
 p , soit k  1 
k.
, soit p 
n (1  p )
Ln  p 
p k 1 (1  p)
p (1  p)
 n 1  p  

Ln 
y

  1.
k  k r n  est donc la partie enti&egrave;re de
1
Ln  
 p
Ainsi f ( y p ; r )  m p ; r est une bonne approximation d’un minorant de
(15)


Max
( P l n( r )  k ) . (16)
k  IN
R&eacute;soudre l’&eacute;quation f x   f x p 
n’est facile que dans de rares cas
particuliers. On a par exemple
m 1  5  2  0,236 .
2
;1
On repr&eacute;sente ci-contre les nombres
m p ; 1  m p , m p ; 2 et m p ; 3 en fonction
de p .
Figure 8
9
6 ) UN EXEMPLE
Autrement dit : P l n( r )  k  , qui d&eacute;pend a priori des variables n et k , est en fait,
approximativement, une fonction de la variable n p k , ce qui se dit aussi sous la forme :
si N et K sont des entiers v&eacute;rifiant N p K  n p k
alors P l N( r )  K   P l n( r )  k  ,
l’erreur &eacute;tant major&eacute;e par p k 5 k  4   p K 5 K  4  .
(21)
(22)
On peut remplacer n et k par N et K plus petits, mais pas trop petits &agrave; cause de (22), v&eacute;rifiant (21)
pour lire P l n( r )  k  .
Exemples d&eacute;risoires mais &laquo; concrets &raquo; : on consid&egrave;re, avec les pr&eacute;cautions d’usage, les n  7.109
naissances successives des &ecirc;tres humains vivant sur la plan&egrave;te en 2013.
On remplace n par N  7000 dans les deux cas suivants :
Succ&egrave;s : &laquo; c’est un gaucher &raquo;
On a (21) avec K  k  9
p  0,1
Succ&egrave;s : &laquo; c’est un gar&ccedil;on &raquo;
p  0,5
On a (21) avec K  k  20 ,
approximativement car 2 20  106
r 
Dans ces deux cas on lit d’abord le mode de l 7000
pour r valant 1, 2 ou 3 &agrave; l’aide de (15) :
1 
2 
3 
Pour p  0,1 , on obtient le m&ecirc;me mode 3 pour l 7000
, l 7000
et l 7000
, ce qui donne avec k  K  9 le

m&ecirc;me mode 12 pour les variables l7r000
000 000 .
1 
2 
3 
Pour p  0,5 , on obtient les modes 11, 10 et 10 pour l 7000
, l 7000
et l 7000
, ce qui donne avec

k  K  20 les modes 31, 30 et 30 pour les variables l7r000
000 000 .
Remarque : bien s&ucirc;r, il y a des valeurs de n donnant trois modes diff&eacute;rents pour les trois l n(r ) .
7 ) ANNEXE : QUALITE DES APPROXIMATIONS
Comme on l’a vu &agrave; la figure 5 et &agrave; la figure 8, on a des r&eacute;sultats d’autant plus spectaculaires que p
est petit. On se limitera donc sans dommage au cas p  1 / 2 .
On a proc&eacute;d&eacute; &agrave; deux approximations successives de Dn(k ) .
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La qualit&eacute; (tr&egrave;s bonne, quand p est assez petit) de la premi&egrave;re approximation, celle de Dn(k ) par
Sup
P Dn ,k  A  P N n , k  A  2k  2  p k .
(17)
N n , k , est pr&eacute;cis&eacute;e par la majoration
A  IN
Cette majoration de l’erreur commise en rempla&ccedil;ant Dn , k par N n , k est d&eacute;montr&eacute;e sur cette page.
Elle est valide sans conditions sur les nombres p , n et k mais elle n’est &eacute;videmment int&eacute;ressante
car assez fine que pour certaines plages de ces param&egrave;tres qui doivent &ecirc;tre pr&eacute;cis&eacute;es.
On d&eacute;signe par E1  E1 ( p, k )  2k  2 p k ce majorant qui est ind&eacute;pendant de n .
L’identit&eacute; (4), P l n( r )  k   P ( Dn( k 1)  r )  P ( Dn( k )  r ) , et cette in&eacute;galit&eacute; (17) donnent une
erreur E (qui pourrait &ecirc;tre affin&eacute;e, voir 8 lignes plus bas) major&eacute;e par
E1 ( p, k )  E1 ( p, k  1)  p k 2k  2   p k 1 2k  4  .
En supposant p  1 / 2 , on obtient E  p k 3 k  4 .
Cette erreur est ind&eacute;pendante de r et de n .
(18)
La deuxi&egrave;me erreur commise a lieu lors du remplacement de n,k  p k n  k 1  p  1 par
X  np k 1  p  et de n ,k 1 par pX dans l’expression
 n ,k 1 s n ,k 1 (n ,k ) s n ,k 


e

e


.
s!
s!
s 0 

r 1
r 1
x s x
En posant ux    e , l’erreur commise, d&eacute;sign&eacute;e par E 2 est la somme des deux erreurs
s 0 s !
u ( n ,k )  u  X  et u ( n ,k 1 )  u  pX  .
On pourrait peut &ecirc;tre raffiner ce qui suit en s’int&eacute;ressant au signe de ces erreurs mais pour &eacute;viter des
complications on se contente d’ajouter leurs valeurs absolues et on va seulement utiliser l’in&eacute;galit&eacute;
Max
u ' x  . b  a  valide si a  b .
des accroissements finis u (b)  u a  
a xb
X  n,k  np k 1  p  p k n  k 1  p  1  p k k 1  p  1
pX  n,k 1  np k 1 1  p  p k 1 n  k  11  p  1  p k 1 (k  1) 1  p  1
On voit que X   n ,k  0 d&egrave;s que p  1 / 2 et k  2 et pX   n ,k 1  0 d&egrave;s que p  1 / 2 et k  1 .
Par ailleurs on a les majorations grossi&egrave;res : X  n,k  k p k et pX  n,k 1  k  1 p k 1 .
On obtient facilement u ' x   
x r 1  x
e et on &eacute;tudie le sens de
r  1 !
x r 1  x
e : le cas r  1
r  1 !
&eacute;tant &agrave; part, on se limite d’abord &agrave; r  2 et on a
x r 2  x 
x 
v ' x  
e 1 
 d’o&ugrave; l’allure de la courbe repr&eacute;sentant
r  2 !  r  1 
variations de v d&eacute;finie par v x   u ' x  
v  u ' . Son maximum est atteint en r  1 et vaut
r  1r 1 e r 1 .
r  1 !
Figure 9
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On obtient donc (pour r  2 ) :
r 1

r  1
E2 
e r 1 k p k  k  1 p k 1 .
r  1 !
On voit ci-contre que ce majorant de E 2 est une fonction
d&eacute;croissante de r .


Figure 10
Par ailleurs d&egrave;s que p  1 / 2 et k  1, on a . k p k  k  1 p k 1 donc k p k  k  1 p k 1  2k p k
On a donc :
pour r  2 : E 2  E 2'  e 1 .2k p k  0,8k p k et. pour r  1 : v ' x   e  x  1 et E 2  E 2'  2k p k (19)
(18) et (19) donnent finalement, pour r  2 , une erreur major&eacute;e par p k 3,8 k  4 et pour r  1, une
erreur major&eacute;e par p k 5 k  4  , quantit&eacute; qui tend vers 0 quand n , donc k en vertu de (15), tend vers
l’infini (cependant qu’on dispose de formules exactes pouvant &ecirc;tre utilis&eacute;es informatiquement pour les
petites valeurs de n et k ).
L’erreur commise quand on remplace effectivement P l n( r )  k  par son approximation exponentielle
 k n  d&eacute;finie en (9) ou (9’) est en fait bien plus faible que ce majorant th&eacute;orique comme le montrent
les repr&eacute;sentations ci-dessous du nombre  k n   P l n( r )  k  en fonction de n pour n entre 1 et 200,
k entre 0 et 7 (les valeurs les plus visibles &eacute;tant k  0 et k  1 ) et p valant 0,1 puis 0,5.
Un dernier point, qui semble difficile &agrave; formaliser : sur toutes les observations effectu&eacute;es,
 k n   P l n( r )  k  0 sur la partie &laquo; centrale &raquo; des courbes, c’est &agrave; dire pour les valeurs de n et k


(r )
int&eacute;ressantes, celles qui donnent le mode de l n .
On obtient bien des probabilit&eacute;s &eacute;tonnamment grandes !
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