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SOMMAIRE
Cette th&egrave;se &eacute;tudie une classe des probl&egrave;mes de Riemann-Hilbert Fuchsiens (&agrave; coefficients
m&eacute;romorphes dont tous les p&ocirc;les sont d'ordre un). Les vari&eacute;t&eacute;s de Probenius apparaissent
comme une formulation g&eacute;om&eacute;trique des structures d'&eacute;quations de Witten-DijkgraafVerlande-Verlande (WDVV). Nous consid&eacute;rons ces vari&eacute;t&eacute;s sur les espaces de Hurwitz
vus, quant &agrave; eux, comme vari&eacute;t&eacute;s r&eacute;elles motiv&eacute;s par le fait qu'une vari&eacute;t&eacute; de Frobenius
semisimple peut &ecirc;tre construite &agrave; partir d'une solution fondamentale du probl&egrave;me de
Riemann-Hilbert associ&eacute;.
Une solution au probl&egrave;me Fuchsien de Riemann-Hilbert matriciel (probl&egrave;me de monodromie inverse) correspondant aux structures &quot;r&eacute;elles doubles&quot; de Frobenius de Dubrovin
sur les espaces de Hurwitz, a &eacute;t&eacute; construite. La solution est donn&eacute;e en termes de cer&shy;
taines diff&eacute;rentielles m&eacute;romorphes integr&eacute;es sur une base appropri&eacute;e d'homologie relative
de la surface de Riemann. La relation avec la solution du probl&egrave;me Fuchsien de RiemannHilbert pour les structures de Frobenius Hurwitz de Dubrovin est &eacute;tablie. Une solution
du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert correspondant aux d&eacute;formations des &quot;r&eacute;elles doubles&quot;
est aussi donn&eacute;e.
Mots clefs :
Probl&egrave;me de Riemann-Hilbert, surfaces de Riemann, groupe d'homologie, groupe d'ho&shy;
mologie relative, rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s, espaces de Hurwitz, structures de Frobenius, bidif-
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f&eacute;rentielle fondamentale, noyau de Schiffer, noyau de Bergman, monodromie, d&eacute;formation
des bidiff&eacute;rentielles m&eacute;romorphes.
iv
REMERCIEMENTS
J'exprime toute ma reconnaissance envers Vasilisa Shramchenko, ma directrice de th&egrave;se
pour son soutien et sa pr&eacute;sence tout au long de ma formation. Elle &eacute;tait toujours dispo&shy;
nible &agrave; r&eacute;pondre &agrave; mes questions. Ses encouragements m'ont permis de mener &agrave; fin ce
travail. Je la remercie.
Je remercie Jean-Marc Belley d'avoir accept&eacute; de pr&eacute;sider le jury de ma th&egrave;se. Je remercie
&eacute;galement Virginie Charette d'avoir accept&eacute; de faire partie du jury.
Parall&egrave;lement &agrave; ma formation en recherche j'ai suivi les passionnants cours d'alg&egrave;bre
d'Ibrahim Assem donn&eacute;s au doctorat, je trouve ici l'occasion de le remercier ainsi que
d'avoir accept&eacute; de faire partie du jury de ma th&egrave;se.
Je remercie Fran&ccedil;ois Dubeau, mon directeur de recherche en maitrise dont l'appui m'a
permis de faire un passage direct au doctorat apr&egrave;s avoir travaill&eacute; sous sa direction
pendant un an, je lui suis reconnaissant.
Je veux remercier tous les personnels et les professeures et professeurs du d&eacute;partement de
math&eacute;matiques je cite en particulier Mme. Marie-France Roy, M. Mario Lambert, et &agrave; la
liste des professeurs j'ajoute en particulier Bernard Colin, Ernest Monga, Eric Marchand,
Abdel-Hamid Benchakroun avec qui j'ai suivi mes cours de pr&eacute;paration &agrave; la recherche.
Je remercie &eacute;galement mes coll&egrave;gues Serge Ndoune et Philippe Dompi&egrave;re, avec qui je
v
partageais les locaux, les discussions que nous avons entreprises m'ont &eacute;t&eacute; b&eacute;n&eacute;fiques.
Sans ressources financi&egrave;res ce m&eacute;moire n'aurait pas vu le jour, je remercie l'Institut
des Sciences Math&eacute;matiques (ISM), le d&eacute;partement de math&eacute;matiques de l'universit&eacute; de
Sherbrooke ainsi que ma directrice de th&egrave;se et mon directeur de Ma&icirc;trise pour les bourses
qui m'ont offertes.
Pour finir je souhaite remercier les membres de ma famille tout particuli&egrave;rement ma
femme Ikram qui m'a donn&eacute; le courage d'entamer un tel projet et m'a &eacute;paul&eacute; pour le
finir mais aussi mes deux filles Lynn et Reem pour le soutien moral qu'elles repr&eacute;sentaient
pour moi, toutes, elles ont &eacute;t&eacute; mon guide spirituel durant les moments de trois ann&eacute;es.
Hussein Khreibani
Sherbrooke, mai 2012
vi
NOTATIONS
CP1 La sph&egrave;re de Riemann
Lg Surface de Riemann compacte de genre g
7Ti ( X , x ) Groupe fondamental de la surface de Riemann X bas&eacute; au point x
{aj, b i } f=1 Base canonique du groupe d'homologie d'une surface de Riemann de genre g
H i ( L , Z) Groupe d'homologie de la surface de Riemann &pound; &agrave; coefficients dans Z
7i o 72 Nombre d'intersection des contours 71 et 72
(&pound;,/) Rev&ecirc;tement ramifi&eacute; o&ugrave; / est une fonction m&eacute;romorphe d&eacute;finie sur L
Espace de Hurwitz (espace des rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s ( L g , /) o&ugrave; / est de degr&eacute; d )
Espace de Hurwitz aux degr&eacute;s de ramification m, ...,nTO des p&ocirc;les fix&eacute;s
3~g Le polyg&ocirc;ne fondamental de la surface de Riemann Lg
u Diff&eacute;rentielle 1-forme holomorphe
Vg Espace des diff&eacute;rentielles holomorphes sur Lg
u\,
Une base des diff&eacute;rentielles holomorphes de l'espace Vg
&reg; La matrice de Riemann
i&icirc;1(/C,R) Premier groupe de cohomologie de L &agrave; coeffficients dans K
W(P,Q) La bi-diff&eacute;rentielle fondamentale
0(P, Q) Le noyau de Schiffer
B(P, Q) Le noyau de Bergman
Hi (&lt;&pound; \ /-1(oo); /-1(A)) Le groupe d'homologie relative &agrave; coefficients dans Z de la sur&shy;
vii
face de Riemann compacte L &eacute;point&eacute;e aux points oo(1\
oo^m) relativement &agrave; l'ensemble
de d points /_1(A) = {A*1*,..., A^}
ds2 M&eacute;trique diagonale sur l'espace de Hurwitz
Pij Les coefficients de rotation de la m&eacute;trique
&lt;t&gt; Solution du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert correspondante &agrave; la valeur a = —1/2
&lt;f&gt;a Solution du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert correspondante &agrave; la valeur semi-enti&egrave;re
a = —1/2 -t, te N
# Solution du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert &quot;r&eacute;el double&quot; correspondante &agrave; la valeur
a = -1/2
&lt;&Ecirc;&gt;a Solution du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert &quot;r&eacute;el double&quot; correspondante &agrave; la valeur
semi-enti&egrave;re a = —1/2 — t, t € N
La matrice de Riemann d&eacute;form&eacute;e
&pound;lq(P, Q) Le noyau de Schiffer d&eacute;form&eacute;
Bq(P,Q) Le noyau de Bergman d&eacute;form&eacute;
$q Solution du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert &quot;r&eacute;el double&quot; d&eacute;form&eacute; correspondante &agrave;
la valeur a = —1/2
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INTRODUCTION
Les vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius introduites par Dubrovin en 1990 d&eacute;crivent la geom&eacute;trie du
syst&egrave;me d'&eacute;quations WDVV (Witten-Dijkgraaf-Verlinde-Verlinde). Ces &eacute;quations gou&shy;
vernent les d&eacute;formations des th&eacute;ories des champs conformes topologiques &agrave; deux di&shy;
mensions. Des solutions du syst&egrave;me WDVV sont en correspondance bijective avec les
structures des vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius.
Une classe importante d'exemples des vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius est donn&eacute;e par les structures
de Frobenius sur les espaces de Hurwitz. (espaces des fonctions m&eacute;romorphes sur les
surfaces de Riemann). Une famille des structures des vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius semi-simples
sur les espaces de Hurwitz (vari&eacute;t&eacute; de Frobenius-Hurwitz) a &eacute;t&eacute; construite &agrave; l'origine par
Dubrovin [9]. Cette construction a &eacute;t&eacute; prolong&eacute;e dans [15] pour fournir une autre famille
de structures de Frobenius semi-simples associ&eacute;e avec les m&ecirc;mes espaces de Hurwitz mais
consid&eacute;r&eacute;s comme des vari&eacute;t&eacute;s r&eacute;elles. En d'autres termes, l'ensemble des coordonn&eacute;es
sur l'espace de Hurwitz r&eacute;el est form&eacute; des coordonn&eacute;es locales sur l'espace de Hurwitz
et leurs conjugu&eacute;s complexes. Ce nouvel ensemble de coordonn&eacute;es devient l'ensemble de
coordonn&eacute;es canoniques sur les structures de Frobenius d&eacute;finies sur l'espace de Hurwitz
r&eacute;el.
Dans [16] un nombre de param&egrave;tres constants a &eacute;t&eacute; introduit dans les deux constructions
des vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius-Hurwitz, celle de [9] et [15], d&eacute;finissant ainsi les d&eacute;formations
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des vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius-Hurwitz et leurs &quot;r&eacute;els doubles&quot;.
Il y a deux probl&egrave;mes de Riemann-Hilbert, dual l'un de l'autre, associ&eacute;s &agrave; chaque vari&eacute;t&eacute;
de Frobenius semi-simple [9]. Une solution de l'un d'eux a seulement des singularit&eacute;s
Puchsiennes et une solution de l'autre a une singularit&eacute; essentielle; les solutions sont
reli&eacute;es par une transform&eacute;e de Laplace formelle. &Agrave; partir d'une matrice fondamentale
solution de dimension n x n de l'un de ces probl&egrave;mes de Riemann-Hilbert, on peut
reconstruire une famille de n structures de vari&eacute;t&eacute;s de Probenius de dimension n.
Un syst&egrave;me d'&eacute;quations diff&eacute;rentielles ordinaires lin&eacute;aires (n x n)
= j4(&Agrave;)$(&Agrave;),
A G CP1
(1)
est dit Fuchsien si la matrice A(A) est une fonction rationnelle dont les p&ocirc;les sont simples.
Une solution fondamentale #(A) &agrave; un tel syst&egrave;me n'est pas une fonction univoque de A.
Elle est multipli&eacute;e &agrave; droite par une matrice constante dite matrice de monodromie sous
prolongement analytique le long des contours autour des p&ocirc;les de A(X). Ainsi, un syst&egrave;me
Fuchsien induit une repr&eacute;sentation dans GL(n) du groupe fondamental de la sph&egrave;re de
Riemann &eacute;point&eacute;e aux p&ocirc;les de A(X). La classe de conjugaison de cette repr&eacute;sentation est
appel&eacute;e groupe de monodromie du syst&egrave;me Fuchsien. Le probl&egrave;me de Riemann-Hilbert
dit de monodromie inverse est le probl&egrave;me de la reconstruction du syst&egrave;me Fuchsien
et sa solution fondamentale &agrave; partir d'un ensemble donn&eacute; de g&eacute;n&eacute;rateurs du groupe de
monodromie. Si les matrices de monodromie ne d&eacute;pendent pas des positions des p&ocirc;les de
la matrice A(A), le syst&egrave;me Fuchsien est appel&eacute; isomonodromique.
La th&eacute;orie des probl&egrave;mes de Riemann-Hilbert a &eacute;t&eacute; dev&eacute;lopp&eacute;e dans deux directions.
D'une part, c'est le 21&egrave;me probl&egrave;me de Hilbert (s'il existe un syst&egrave;me Fuchsien pour tout
ensemble de p&ocirc;les et monodromies) et des questions connexes. D'autre part, la question
de trouver des solutions explicites aux syst&egrave;mes Fuchsiens (1) ou de reconstruction de
matrice solution $ pour des monodromies donn&eacute;es est importante dans la th&eacute;orie des
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syst&egrave;mes int&eacute;grables, voir le survol [12] et les r&eacute;f&eacute;rences cit&eacute;es.
Dans la th&eacute;orie des vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius, un syst&egrave;me Fuchsien isomonodromique d'&eacute;qua&shy;
tions diff&eacute;rentielles est associ&eacute; &agrave; toute structure de Frobenius. La question est de trouver
la solution fondamentale correspondante et son groupe de monodromie.
Dans le cas de structures de Frobenius sur les espaces de Hurwitz, les probl&egrave;mes de
Riemann-Hilbert associ&eacute;s se r&eacute;v&egrave;lent &ecirc;tre explicitement r&eacute;solubles. Les solutions (et leurs
monodromies) des probl&egrave;mes non-Fuchsiens pour les vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius-Hurwitz de
Dubrovin, pour leurs &quot;r&eacute;els doubles&quot; et leurs d&eacute;formations sont construites dans [17]. Les
solutions des probl&egrave;mes Fuchsiens pour les vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius-Hurwitz originales de
Dubrovin et leurs d&eacute;formations sont donn&eacute;es dans [14], o&ugrave; le groupe de monodromie est
aussi &eacute;tudi&eacute; en d&eacute;tail. C'est le but de ce document de fournir des solutions aux probl&egrave;mes
de Riemann-Hilbert (1) dans ce contexte, le probl&egrave;me Fuchsien de Riemann-Hilbert pour
les &quot;r&eacute;els doubles&quot; des vari&eacute;t&eacute;s de Fobenius de Dubrovin sur les espaces de Hurwitz et
de leurs d&eacute;formations.
Les solutions que nous pr&eacute;sentons ici sont construites en termes de noyaux de Schiffer
et de Bergman sur les surfaces de Riemann sous-jacentes. Les solutions se r&eacute;v&egrave;lent &ecirc;tre
tout simplement li&eacute;es &agrave; la solution du probl&egrave;me Fuchsien de Riemann-Hilbert pour les
vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius-Hurwitz de Dubrovin de [14].
Cette th&egrave;se est compos&eacute;e de trois chapitres et est organis&eacute;e comme suit. Le chapitre 1 est
un chapitre qui fait appel aux notions et outils qui ont contribu&eacute; et men&eacute;, avec des notions
du chapitre 2, au d&eacute;veloppement d'une solution fondamentale d'une famille des probl&egrave;mes
de Riemann-Hilbert Fuchsiens. Nous exposons des r&eacute;sultats de topologie alg&eacute;brique qui
nous fournissent un ensemble de g&eacute;n&eacute;rateurs du groupe d'homologie relative de la surface
de Riemann qui joue un r&ocirc;le primordial dans notre construction de solution du probl&egrave;me
de Riemann-Hilbert &eacute;tudi&eacute;.
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Dans le chapitre 2, nous parlons des espaces de Hurwitz, nous exposons de pr&egrave;s ces espaces
qui sont des espaces des classes d'&eacute;quivalences des rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s repr&eacute;sent&eacute;s par
des couples (&pound;&gt;,f ) o&ugrave; &pound; est une surface de Riemann compacte de genre donn&eacute; et / est
une fonction m&eacute;romorphe d&eacute;finie sur &pound; avec un nombre n fini de valeurs critiques (finies).
Les espaces de Hurwitz comme vari&eacute;t&eacute;s complexes de dimension n(ou encore des vari&eacute;t&eacute;s
r&eacute;elles de dimension doubl&eacute;e) seront dot&eacute;s d'une structure additionnelle introduite par
Dubrovin &agrave; savoir d'une structure d'alg&egrave;bre associative, commutative, unif&egrave;re et d'une
m&eacute;trique &lt;
&gt; que l'on exige diagonale et plate satisfaisant &agrave; une certaine compatibilit&eacute;
des structures et quelques exigences additionnelles. Un autre volet du chapitre 2 est
l'introduction des bidiff&eacute;rentielles m&eacute;romorphes d&eacute;finies sur les surfaces de Riemann :
la bidiff&eacute;rentielle fondamentale W(P,Q), le noyau de Schiffer &Ccedil;&icirc;(P,Q) et le noyau de
Bergamn B(P, Q) o&ugrave; P et Q sont des points de la surface. Ces bidiff&eacute;rentielles s'av&egrave;rent
d'une importance majeure pour la r&eacute;solution de la classe de probl&egrave;mes de RiemannHilbert envisag&eacute;e venue du contexte de structures de Frobenius.
Dans le chapitre 3 nous d&eacute;crivons les deux probl&egrave;mes de Riemann-Hilbert Fuchsiens dans
le cadre des structures de Frobenius construites sur le espaces de Hurwitz, ces espaces
consid&eacute;r&eacute;s comme espaces complexes (de dimension complexe n) donnent lieu au probl&egrave;me
de Riemann-Hilbert (RH), et consid&eacute;r&eacute;s comme espaces r&eacute;els (de dimension doubl&eacute; 2n)
donnent lieu au probl&egrave;me de Riemann-Hilbert &quot;r&eacute;el double&quot; (RHRD). Les coefficients
m&eacute;romorphes du syst&egrave;me d'&eacute;quations diff&eacute;rentielles lin&eacute;aires caract&eacute;risant les probl&egrave;mes
de Riemann-Hilbert Fuchsiens, provenant du cadre de Frobenius, sont param&eacute;tr&eacute;s par une
valeur a. Nous consid&eacute;rons les probl&egrave;mes RHRD et nous construisons, pour a = —1/2,
une fonction matricielle faisant intervenir les bidiff&eacute;rentielles m&eacute;romorphes et les g&eacute;n&eacute;&shy;
rateurs appropri&eacute;s du groupe d'homologie relative &eacute;tudi&eacute;es aux chapitres 1 et 2. Nous
prouvons que cette fonction matricielle est une solution du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert.
La d&eacute;monstration n&eacute;cessite une s&eacute;rie des r&eacute;sultats interm&eacute;diaires que nous prouvons. Un
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r&eacute;sultat principal est formul&eacute; dans le Th&eacute;or&egrave;me 3.13 o&ugrave; l'on d&eacute;crit la relation reliant la
solution du probl&egrave;me RHRD &agrave; celle du probl&egrave;me RHC. Un autre r&eacute;sultat principal est le
Th&eacute;or&egrave;me 3.12 dans lequel nous montrons que la solution ainsi construite est fondamen&shy;
tale. Nous pouvons &eacute;tendre notre construction correspondante &agrave; a = —1/2 &agrave; d'autres
valeurs semi-enti&egrave;res n&eacute;gatives de a et nous explicitons ces solutions. Finalement, nous
envisageons une d&eacute;formation des structures de Probenius en d&eacute;formant les bidifF&eacute;rentielles
m&eacute;romorphes W, fi et B via un param&egrave;tre matriciel complexe constant de d&eacute;formation
q. Nous explicitons une solution du probl&egrave;me RHRD d&eacute;form&eacute;.
5
CHAPITRE 1
Surfaces de Riemann, groupe
fondamental et groupe d'homologie de
surface
Une solution du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert ne peut, que tr&egrave;s rarement, &ecirc;tre exprim&eacute;e
en termes des fonctions connues. Nous r&eacute;solvons ici une classe des probl&egrave;mes de RiemannHilbert qui trouve ses fondements dans la th&eacute;orie des vari&eacute;t&eacute;s de FYobenius. Ces vari&eacute;t&eacute;s
sont des vari&eacute;t&eacute;s complexes qui poss&egrave;dent une certaine structure additionnelle. Nous
rappelons dans ce chapitre les diff&eacute;rents outils math&eacute;matiques utilis&eacute;s dans la construction
de notre solution et plus particuli&egrave;rement les espaces de Hurwitz et les structures de
Frobenius construites sur ces espaces. Avant de ce faire, il est important de rappeler les
surfaces de Riemann et les objets reli&eacute;s &agrave; leur nature topologique ainsi que les fonctions
m&eacute;romorphes d&eacute;finies sur ces surfaces.
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1.1
Surfaces de Riemann
La th&eacute;orie des surfaces de Riemann trouve ses applications par exemple en physique ma&shy;
th&eacute;matique qui &eacute;tudie les &eacute;quations diff&eacute;rentielles provenant du domaine de la physique.
L'&eacute;tude des surfaces de Riemann est &agrave; la crois&eacute;e de nombreux autres domaines math&eacute;&shy;
matiques dont la g&eacute;om&eacute;trie diff&eacute;rentielle, la th&eacute;orie des nombres, la topologie alg&eacute;brique,
la g&eacute;om&eacute;trie alg&eacute;brique (voir [1], [2] et [5]) et les alg&egrave;bres amass&eacute;es (Fomin-ShapiroThurston).
1.1.1
D&eacute;finition des surfaces de Riemann
D&eacute;finition 1.1 Une surface de Riemann est un espace topologique Hausdorff connexe M
pour lequel tout point a un voisinage U qui est hom&eacute;omorphe &agrave; un ouvert V de C. Une telle
application hom&eacute;omorphe &lt;p : U —&gt;• V est appel&eacute;e param&egrave;tre local (ou coordonn&eacute;e locale).
Le couple (&pound;/, tp) est dit carte locale. Un atlas est une famille de cartes locales (Ua,&lt;pa) pour
lesquels les Ua constituent un recouverement d'ouverts de M. Les coordonn&eacute;es locales ipa
v&eacute;rifient la propri&eacute;t&eacute; que pour touts a, fi l'application compos&eacute;e ippoif&acirc;1 est holomorphe
sur son domaine de d&eacute;fnition.
Deux atlas sur M sont dits compatibles si leur r&eacute;union est encore un atlas sur M, la
relation &quot;&ecirc;tre compatible&quot; entre atlas est une relation d'&eacute;quivalence, dans chaque classe
d'&eacute;quivalence on peut privil&eacute;gier un repr&eacute;sentant appel&eacute; atlas maximal qui est obtenu en
consid&eacute;rant toutes les cartes locales compatibles avec un atlas initial. Une structure de
vari&eacute;t&eacute; est une classe d'&eacute;quivalence d'atlas.
Exemple 1.2 Le plan complexe C est une surface de Riemann dont un atlas est form&eacute;
d'une seule carte locale (C,id).
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Exemple 1.3 La sph&egrave;re de Riemann CP1 est une surface de Riemann dont un atlas est
f o r m &eacute; d e d e u x cartes locales ( U , i d ) e t (Uoa, z i—&gt; i ) .
D&eacute;finition 1.4 Une orientation sur une vari&eacute;t&eacute; M est un choix d'une classe d'&eacute;quiva&shy;
lence des cartes locales (ou d'un atlas) o&ugrave; deux cartes sont &eacute;quivalentes si le Jacobien des
transitions est positif. De ce fait, toute surface de Riemann M est une vari&eacute;t&eacute; orientable.
Th&eacute;or&egrave;me 1.5 Les surfaces de Riemann compactes orientables sont les sph&egrave;res &agrave; g poi&shy;
gn&eacute;es ou anses (&quot;handles&quot; en anglais).
Pour la d&eacute;monstration du th&eacute;or&egrave;me voir [6] ou [8].
D&eacute;finition 1.6 On dit qu'une m&eacute;trique g est localement conform&eacute;ment plate s'il existe
un recouvrement (Ua, xa,ya)a pour lequel la m&eacute;trique g est de la forme
g = A(xa, y a ) ( ( d x a ) 2 + ( d y a ) 2 )
o&ugrave; X &gt; 0 est une fonction, TXM d&eacute;signe l'espace tangent &agrave; M au point x.
Th&eacute;or&egrave;me 1.7 Soit M une vari&eacute;t&eacute; r&eacute;elle de type C&deg;&deg;. Soit g une m&eacute;trique riemannienne
de type C&deg;&deg;, pour x G M, on a g{x) : TXM x TXM -&raquo; R. Alors g est localement confor&shy;
m&eacute;ment plate, voir [2].
D&eacute;finition 1.8 Les coordonn&eacute;es (xa,yQ)a s'appellent coordonn&eacute;es conformes. L'&eacute;criture
wQ = xQ + iya implique g = X(wa)dwadw^.
Th&eacute;or&egrave;me 1.9 Soit M une surface orientable dans R3. Soit g une m&eacute;trique localement
conform&eacute;ment plate sur M. Alors les coordonn&eacute;es (xQ, ya)a d&eacute;finissent une structure com&shy;
plexe sur M.
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Ce dernier th&eacute;or&egrave;me affirme que toute surface orientable M dans M3 est une surface de
Riemann (voir [2] pour la preuve).
D&eacute;finition 1.10 Deux m&eacute;triques
&lt;71,
&lt;72 sur M sont conform&eacute;ment &eacute;quivalentes s'il existe
A : M - &gt; R &gt; 0 telle q u e g x { x , y ) = X ( x , y ) g 2 ( x , y ) .
Th&eacute;or&egrave;me 1.11 Deux m&eacute;triques œnformenent &eacute;quivalentes induisent m&ecirc;me structure
complexe.
Voir [1] pour la preuve de ce th&eacute;or&egrave;me.
1.1.2
Fonctions m&eacute;romorphes sur une surface de Riemann
D&eacute;finition 1.12 Soient M et N deux surfaces de Riemann compactes. Une application
f : M -&raquo; N est dite holomorphe (ou analytique) si pour tout point P de M, il existe
un param&egrave;tre local (U, ip) autour de P et un param&egrave;tre local (V,ip) autour de f(P), avec
f~l{V) fi U •=&pound; 0 tels que l'application F \= ip o f o ip'1 d&eacute;finie par
F:&gt;p(r\V)nU)^1&gt;(V),
z 1—• F ( z )
est holomorphe c 'est &agrave; dire F est d&eacute;veloppable en s&eacute;rie de Taylor autour de chaque point
z e U C C.
Une application holomorphe &agrave; valeurs dans C est appel&eacute;e fonction holomorphe. Une
application holomorphe &agrave; valeurs dans C P1 est appel&eacute;e fonction m&eacute;romorphe.
D'une mani&egrave;re &eacute;quivalente la fonction / : M —&gt; C P1 est m&eacute;romorphe si / o &lt;^-1, pour
tout ip, est m&eacute;romorphe, c'est &agrave; dire que F = foip~l est d&eacute;veloppable en s&eacute;rie de Laurent
F(z) = Yl'kL-K akzk Pour
un
certain K G N.
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Le lemme suivant caract&eacute;rise un comportement local des applications m&eacute;romorphes sur
une surface de Riemann compacte.
Lemme 1.13 Soit f : M —&iuml; N une application holomorphe. Alors pour tout point P de
M il existe un param&egrave;tre local (U, &lt;p) autour de P et un param&egrave;tre local (V, ifi) autour de
f(P) telles que F = ipo ip-1 : ip(U) —y
est de la forme F(z) = zk, avec z E C pour
un certain k G N.
D&eacute;monstration
Au voisinage U d'un point P de L soit le param&egrave;tre local &icirc;p centr&eacute; en
P , c'est &agrave; dire y?(P) = 0 et le param&egrave;tre local &icirc;p centr&eacute; en f(P), c'est &agrave; dire &icirc;p (f(P)) = 0.
Il vient pour z dans un voisinage de 0
F ( z ) = (i/&gt; &deg; f o $ ~ l ) ( z )
On a F ( 0) =
(1.1)
o / o &icirc; p ~ l ) (0) = 0. Pour un point Q du voisinage de P on note z = &lt;p(Q).
Puisque F est holomorphe et F(0) = 0 alors il existe k G'N tel que
F ( z ) = a k z * + afc+i2*+1 + ak+2zk*2 + -
(1.2)
o&ugrave; ak 7^ 0. Alors
F(z) = z* (ak + ak+\z + ak+2z2 + ...)
F(z) — TPg(z)
avec
g(0) ^ 0.
En posant z = z y / g ( z ) , g ( 0) ^ 0 alors z —&gt; z est une application biholomorphe (c.&agrave;.d.
conforme, en fait il suffit de voir d'apr&egrave;s un th&eacute;or&egrave;me de l'analyse complexe classique que
la d&eacute;riv&eacute;e ne s'annule pas sur les cartes locales), il vient pour
F(z) = zk,
z e &lt;p ( U ) C C
avec U = f ~ \ V ) n &Ucirc; .
Ainsi la carte locale, sur laquelle F est d&eacute;finie, est (^p ^/-1(V) fl
•
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, ztfg&Ccedil;zfj = (U, (p).
D&eacute;finition 1.14 Un point P de M est dit point de ramification s'il n'a pas de voisinage
U tel que f\y est injective. Au voisinage d'un tel point l'aaplication F(z) = zk est telle
que k &gt; 1.
Remarque 1.15 De mani&egrave;re &eacute;quivalente, dans un voisinage d'un point P de M tel que
= 0.
F ( z ) = z k , k € N , le point P est de ramification s i d f ( P ) = 0 c'est-&agrave;-dire F' z (z)
z=0
Ceci dit que F(0) = F'(0) = F&quot;(0) = ... = F(fe-1)(0) = 0 et F^(0) ^ 0.
D&eacute;finition 1.16 On dit que fa une multiplicit&eacute; k au point P ou encore k est l'ordre de f
en P. L'entier bf(P) = k — 1 s'appelle l'indice de ramification defau point P. On dit que
deux points ont m&ecirc;me type de ramification si leurs indices de ramifications sont &eacute;gaux.
Le Lemme 1.13 permet d'obtenir une s&eacute;rie de r&eacute;sultats importants &eacute;nonc&eacute;s sous forme
de corollaires.
Corollaire 1.17 Soit f : M —&raquo; N une application holomorphe non-constante. Alors f
est une application ouverte.
Corollaire 1.18 Si f : M —&iuml; N est une application holomorphe non-constante et M est
compacte, alors f est surjective et N est compacte.
D&eacute;monstration
Le corollaire pr&eacute;c&eacute;dent implique que f ( M ) est ouvert. D'un autre
c&ocirc;t&eacute;, /(M) est compact comme image d'un compact par une application continue. Ainsi,
/(M) est ouvert, ferm&eacute; et non-vide, alors f(M) = N et N est compact.
•
Corollaire 1.19 (Th&eacute;or&egrave;me de Liouville) Il n'y a pas de fonctions holomorphes nonconstantes sur une surface de Riemann compacte.
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D&eacute;monstration
L'existence d'un fonction holomorphe non-constante / : M —• C
contredit le corollaire pr&eacute;c&eacute;dent puisque C n'est pas compact.
•
Corollaire 1.20 Pour tout A 6 CP1, l'ensemble f *(A) est discret fini. On dit alors que
les fonctions m&eacute;romorphes non constantes sont discr&egrave;tes.
Corollaire 1.21 L'ensemble des points de ramification B — {P E M \ bf(P) &gt; 0} est
discret et fini.
Par la suite, on notera les points de ramification par P j , j = 1 , n et leurs images par
/ seront not&eacute;es Aj = f(Pj) € CPl et seront appel&eacute;s points de branchement de f.
Corollaire 1.22 Soit f : M —&raquo; N une application holomorphe non-constante entre deux
surfaces de Riemann compactes. Alors il existe d € N tel que card(f~1(A)) = d, pour
tout A EN (tenant compte des multiplicit&eacute;s).
L'entier d est appel&eacute; le degr&eacute; de la fonction m&eacute;romorphe /.
1.2
Rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s
Dans la suite, &pound; d&eacute;signera une surface de Riemann compacte de genre g et / : &pound; -&raquo;
CPl,
P •-&raquo; f { P ) u n e fonction m&eacute;romorphe d e degr&eacute; d .
D&eacute;finition 1.23 Le couple ( &pound; , / ) est appel&eacute; rev&ecirc;tement ramifi&eacute; &agrave; d feuillets [1].
Les points de la surface C sont de trois types : points de ramification not&eacute;s P j , j = 1 , n ,
points r&eacute;guliers not&eacute;s P, Q, et p&ocirc;les de / (en nombre fini) qu'on notera oct8\ s = 1, ...,m
qui peuvent ou non &ecirc;tre des points de ramification. D'apr&egrave;s le Lemme fondamental 1.13,
la fonction F = tp o / o &lt;p~l : C —• C d&eacute;finie plus haut s'&eacute;crit localement comme suit :
1. Dans un voisinage d'un point r&eacute;gulier P, il existe une carte locale ( U , z ) autour de
P telle q u e F ( z ) = z .
2. Dans un voisinage d'un point de ramification P, d'ordre A: &gt; 1, il existe une carte
locale ( U , z ) a u t o u r d e P i telle q u e F ( z ) = z k .
3. Dans un voisinage d'un p&ocirc;le oo^ d'ordre A: &gt; 1, il existe une carte locale ( U , z )
a u t o u r d e o o ^ 8 \ telle q u e F ( z ) = Q ) f c .
La surface &pound;, suppos&eacute;e connexe, peut &ecirc;tre reconstruite d'une mani&egrave;re exploitable. Les
Corollaires 1.17 — 1.22 permettent de construire un rev&ecirc;tement ramifi&eacute; sous la forme
suivante :
1. Sachant que chaque point de CP1 poss&egrave;de d pr&eacute;images en comptant les multiplicit&eacute;s
(Corollaire 1.22), on dessine d copies de la sph&egrave;re de Riemann l'une au-dessus de
l'autre et ces copies seront appel&eacute;s feuillets du rev&ecirc;tement. Les d pr&eacute;images P d'un
point r&eacute;gulier A G CP1 sont plac&eacute;es au-dessus de A de telle fa&ccedil;on que 7r(P) = A o&ugrave;
7r est la projection sur la sph&egrave;re de Riemann.
2. Toujours d'apr&egrave;s le Corollaire 1.22, si P* est un point de ramification d'ordre k,
alors Pj se trouve sur k feuillets. La structure de passage entre ces feuillets a la
forme d'une h&eacute;lice. Les d pr&eacute;images de A* = /(Pi) € CP1, qui ne sont pas tous
distincts, sont plac&eacute;es au-dessus de Ai.
Une fonction m&eacute;romorphe / d&eacute;finie sur une surface de Riemann &pound; induit une structure
complexe sur la surface sous-jacente du rev&ecirc;tement ramifi&eacute; (surface form&eacute;e par les d
feuillets) comme suit
1. Dans un voisinage d'un point r&eacute;gulier P0 (d'indice de ramification 6/(Po) = k — 1=
0), le param&egrave;tre local est x(P) = A — A0 avec A = /(P) et Ao = /(Po)2. Dans un voisinage d'un point de ramification Pj (d'indice de ramification 6/(Pi) =
fc(Pi) — 1 &gt; 0), le param&egrave;tre local est Xi(P) =
^ = f(Pi).
13
k(p*y\
— A, avec A = /(P) et
3. Dans un voisinage d'un p&ocirc;le oo*&reg;) (d'indice de ramification 6/(oo(s)) = fc(oo(s)) —1 &gt;
1
0), le param&egrave;tre local est z 8 ( P ) = A fc(&deg;&deg;(*&gt;) avec A = f ( P ) .
Les fonctions de transitions entre les diff&eacute;rentes cartes locales sont bien holomorphes.
Th&eacute;or&egrave;me 1.24 Soit / : &pound; — &gt; • C P 1 une fonction m&eacute;romorphe sur la surface de Riemann
C, c'est &agrave; dire que (&pound;,/) est un rev&ecirc;tement ramifi&eacute;. Alors il existe une unique structure
complexe sur &pound;&gt; par rapport &agrave; laquelle f est m&eacute;romorphe.
D&eacute;monstration
Supposons que la fonction / est m&eacute;romrophe pour une structure
donn&eacute;e. Pour tout point F de &pound; et toute carte locale (U, z) autour de P avec z(P) = 0,
la fonction F = if&gt; o f o
est d&eacute;veloppable en s&eacute;rie de Taylor
OO
F( Z) =
^2 a k z k '
Z
~ 0.
k=0
Si ( U , z ) e s t une carte locale autour de P ne faisant pas partie de la structure complexe
initiale sur &pound; alors 2 = &pound;(i) avec &pound; une fonction non holomorphe. Ainsi,
OO
F(z) = J2&lt;*&pound;(Z)k
k=0
n'est pas holomorphe.
•
Th&eacute;or&egrave;me 1.25 (Formule de Riemann-Hurwitz) Les donn&eacute;es de ramification d'un
rev&ecirc;tement ramifi&eacute; (&pound;, /) sont reli&eacute;es par la formule suivante :
f f = 5! &gt; ( &laquo; ) - &lt; &raquo; + 1
(1-3)
i=l
Ici, g est le genre de L, d est le degr&eacute; de f, n est le nombre de points de ramification, les
bf(Pj) = kj — 1, j — 1, ...,n sont les indices de ramification des points de ramification.
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Exemple 1.26 (Courbes hyperelliptiques) Soient Xi, i = 1
des nombres com&shy;
plexes. Une courbe hyperelliptique est une courbe alg&eacute;brique d&eacute;finie par
e =|
(A, M) € (CP')2 |
- n&lt;A - Ai) = 01.
On consid&egrave;re la fonction f : G —&gt; CP1, (&Agrave;, /z)
(1.4)
A. Chaque A G CP1 poss&egrave;de deux
pr&eacute;images (A, +[i(X)) et (A, — fJ.(X)) sur G. Les p&ocirc;les de f sont (oo, oo1) et (oo, oo2) qui
peuvent &eacute;ventuellement co&iuml;ncider. Ainsi f est de degr&eacute; d = 2. Par contre &agrave; A = Ak
correspond une seule valeur 0 de p et donc A = A* poss&egrave;de une seule pr&eacute;image Pk = (A*, 0)
sur la courbe 6 et ceci pour k = 1,n. Les points Pk E G sont les points de ramification
de f.
La fonction m&eacute;romorphe f ainsi d&eacute;finie induit une structure complexe (un atlas) sur G
qui est la suivante :
1. Dans un voisinage d'un point r&eacute;gulier P0 = (Ao,Mo); ^ param&egrave;tre local est fJ-(P) =
A - A0.
2. Dans un voisinage d'un point de ramification Pi = (Aj,0), le param&egrave;tre local est
Xi(p) =
3. Dans un voisinage du p&ocirc;le oo de f, le param&egrave;tre local est fi(P) =
si n = 2g+2.
C e param&egrave;tre local est [ M (P) = ^ si n = 2g + 1 .
D&eacute;finition 1.27 Un rev&ecirc;tement ramifi&eacute; est dit simple si tous les points de ramification
sont simples c'est-&agrave;-dire si b/(Pi) — k — 1 = 1, i — 1,n. Ce qui veut dire que chaque
Pi appartient seulement &agrave; deux feuillets.
Remarque 1.28 Pour un rev&ecirc;tement simple, la formule de Riemann-Hurwitz (1.3) s'&eacute;crit
g = \ n - d + 1.
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1.3
Topologie alg&eacute;brique : Le groupe fondamental
Nous nous r&eacute;f&eacute;rons &agrave; [3] pour rappeler le groupe fondamental d'une surface de Riemann.
1.3.1
Homotopie des chemins
D&eacute;finition 1.29 Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une application
continue c : [0,1] —y X. Le point c(0) est l'origine du chemin, le point c(l) son extr&eacute;mit&eacute;.
Pour tout point x de X, on note cx le chemin constant &eacute;gal &agrave; x.
D&eacute;finition 1.30 Soient c,d deux chemins d'un espace topologique X de m&ecirc;me origine
x et de m&ecirc;me extr&eacute;mit&eacute; y. On dit que c et d sont homotopes s'il existe une application
continue H (dite homotopie)
H : [0,1] x [0,1] —&gt;X
telle que :
Pour tout t 6 [0,1], H(t, 0) = c(t) et H(t, 1) = d ( t ) .
Pour tout s e [0,1], H(0, s) = x et H{ 1, s) = y.
Proposition 1.31 La relation &quot;&ecirc;tre homotope&quot; est une relation d'&eacute;quivalence sur l'en&shy;
semble de chemins de X. Si c et d sont deux chemins homotopes on note c ~ d.
D&eacute;monstration
La reflexivit&eacute; provient de l'homotopie constante H ( t , s) = c ( t ) . Si H
est une homotopie du chemin c au chemin d alors H'(t, s) = H(t,l — s) est une homotopie
de d &agrave; c ce qui d&eacute;finit l'inverse de H. Supposons maintenant que H est une homotopie
de c &agrave; c* et if' une homotopie de d &agrave; d'alors
[ H ( t , 2 s — 1) si|&lt; s &lt; 1
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est une homotopie de c &agrave; c&quot;. Ce qui termine la preuve.
•
Deux chemins peuvent &ecirc;tre compos&eacute;s. Si c est un chemin de x &agrave; y et d est un chemin de
y &agrave; z alors le chemin cd est d&eacute;fini par
m=
c(2t)
si 0 &lt; s &lt;
|
5-1) si
|
&lt;s&lt;1
{ ;
Tout chemin poss&egrave;de un chemin inverse, le m&ecirc;me mais parcouru dans le sens inverse. Si
c est un chemin de x &agrave; y alors c(t) = c(l — t) est un chemin de y &agrave; x (c'est &agrave; dire que
l'homothopie est compatible avec la composition).
Proposition 1.32 Soient c,a deux chemins homotopes de x &agrave; y. Alors les chemins
inverses c et a sont homotopes. Soient d, a' deux chemins homotopes dey &agrave; z. Alors les
chemins cd et aa' sont homotopes.
D&eacute;monstration
Soit H une homotopie de c &agrave; a, alors la formule if (i, s ) = H ( 1 — t , s )
d&eacute;finit une homotopie de c &agrave; a. Si H' est une homotopie de d &agrave; a', alors
m* ,&iuml;_
si 0 &lt; s &lt;|
\H'(2t-l,s) s i | &lt; s &lt; l
est une homotopie de cd &agrave; aa'.
•
Proposition 1.33 La composition des chemins est associative &quot;&agrave; homotopie pr&egrave;s&quot;.
D&eacute;monstration
Soient c un chemin de x &agrave; y, d un chemin de y &agrave;. z et d'un chemin
de z kw. Par d&eacute;finition les chemins (cd)d' et c(dd') sont donn&eacute;s par
(cc')d'(t)
c(4t)
si 0 &lt; s &lt; j
d ( 4 t — \ ) si j &lt; s &lt;
|
si|&lt; s &lt; 1
kc&quot;(2t — 1)
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' c(4i)
si 0 &lt; s &lt;
|
c(c'c&quot;)(t) = &lt; d(4t — 2) si|&lt; s &lt;
|
d'(4t-3) si|&lt; s &lt; 1
La formule suivante
' c (t+&Ugrave;
siO&lt;s&lt;^
H ( t , s ) = &lt; d { 4 t — s — 1) si
&lt;s&lt;
/'( W)
si
&lt;s&lt;1
•
donne une homotopie de (cef)cf' &agrave; c ( d d ' ) .
Proposition 1.34 Soit c un chemin de x &agrave; y et c son chemin inverse. Alors cc est
homotope &agrave; c x e t cc est homotope &agrave; Cy.
D&eacute;monstration
La formule suivante
si 0 &lt; t &lt; f
si!&lt; t &lt; 1
si i &lt; t &lt; 1 |
s i l —\ &lt; t &lt; \
x
d&eacute;finit bien une homotopie qui r&eacute;pond &agrave; notre attente.
1.3.2
•
D&eacute;finition et strucures de groupe
Un lacet de base x est un chemin ferm&eacute; ayant pour origine et extremit&eacute; le m&ecirc;me point x.
On dit alors qu'un tel lacet est bas&eacute; en x. D'apr&egrave;s ce qui pr&eacute;c&egrave;de, l'ensemble des lacets
d'un espace topologique X a la structure d'un groupoide. Nous allons voir qu'on peut en
faire un groupe (pour une op&eacute;ration produit interne ad&eacute;quate).
Th&eacute;or&egrave;me 1.35 L'ensemble des lacets bas&eacute;s en x d'un espace topologique X, muni de
la composition des lacets, a la structure d'un groupe dont V&ecirc;lement neutre est la classe
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d'homotopie du lacet constant cx et l'inverse de la classe d'homotopie de c est c. Ce
groupe est appel&eacute; &quot;groupe fondamental&quot; d e X et sera n o t &eacute; n i ( X , x ) .
Les groupe fondamental de X d&eacute;pend du point de base x. N&eacute;anmoins, si y est un point
reli&eacute; &agrave; x alors le groupe fondamental de X bas&eacute; en y est isomorphe &agrave; celui bas&eacute; en x.
Th&eacute;or&egrave;me 1.36 Soit a un chemin de x &agrave; y dans X. Alors l'application
&lt;f)a : 7Ti ( X , y )
— &gt; 7Ti { X , x )
[cry&acirc;]
1—•
H
est un isomorphisme qui ne d&eacute;pend que de la classe d'homotopie de a.
D&eacute;monstration
L'application &lt;/)a est un morphisme de groupes, en effet
4&gt;a ili) = [a-fia] = [a-y&acirc;ai&ocirc;i] = [a-y&acirc;] [a^'&acirc;] = &lt;j)a (7) (f&gt;a (7').
L'application
est l'inverse de 0a, en effet
([7]) = &lt;h ([&lt;*70]) =
[&acirc;an/&acirc;a] = [7]
Pour &eacute;tudier la d&eacute;pendance de (f&gt;a en a, on suppose a' un autre chemin de x &agrave; y on a
^'([7]) = [a'7a'] = [a'&acirc;a7&acirc;ao7] = [a'&acirc;][0:7a][a7a]~1 = [a'&acirc;]&lt;pa (7) [&acirc;'&ucirc;!]-1.
Si de plus a et a' sont homotopes alors [a'&ocirc;] = [a^] et donc 4&gt;a = 4&gt;a&gt;.
•
D&eacute;finition 1.37 Un espace topologique X est dit connexe par arcs si tout couple de
points de X est reli&eacute; par un chemin.
Une partie A de X (munie de la topologie induite) est donc connexe par arcs si et seule&shy;
ment si tout couple de points de A est reli&eacute; par un chemin restant dans A. Tout espace
connexe par arcs est connexe, mais la r&eacute;ciproque est fausse. Il suffit de voir le graphe
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r = { ( x , f ( x ) ) \ x €]0,1]} de la fonction / :]0,1] —&gt; R,
x &gt;—&gt; s i n ( ^ ) d'adh&eacute;rence
T = TU ({0} x [—1,1]). En effet T est connexe &eacute;tant le graphe d'une fonction continue
sur un intervalle r&eacute;el, donc son adh&eacute;rence T aussi mais T n'est pas connexe par arcs.
La connexit&eacute; par arcs est aussi conserv&eacute;e par les applications continues. Si / : X —&iuml; Y
est une application continue entre deux espaces topologiques et si l'espace de d&eacute;part X
est connexe par, arcs, alors son image f(X) est connexe par arcs.
Corollaire 1.38 Si x et y sont dans la m&ecirc;me composante connexe par arcs de X, alors
les groupes 7Ti (X, x) et
(X, y) sont isomorphes.
D&eacute;finition 1.39 On dit qu'un espace connexe par arcs X est simplement connexe si le
groupe fondamental try (X, a;) est trivial.
Proposition 1.40 Soit X un espace connexe par arcs. Il est simplement connexe si et
seulement si deux chemins de m&ecirc;me origine et de m&ecirc;me extr&eacute;mit&eacute; dans X sont toujours
homotopes.
D&eacute;monstration
La condition appliqu&eacute;e aux seuls lacets donne la trivialit&eacute; du groupe
fondamental. R&eacute;ciproquement, supposons X simplement connexe. Soient c et d deux
chemins de x &agrave; y. Les lacets cd et cd sont homotopes aux lacets constants cy et ex
respectivement. On a donc
[c] = [c][cd] = [cc][d] = [cx)[d] = [c'].
ceci termine la preuve.
•
1.3.3
Applications continues et groupe fondamental
Nous allons, dans ce paragraphe, mettre en &eacute;vidence des conditions pour que deux es&shy;
paces topologiques aient le m&ecirc;me groupe fondamental (&agrave; isomorphisme pr&egrave;s). L'id&eacute;e de
comparer des espaces topologiques gr&acirc;ce &agrave; leurs groupes fondamentaux sera d&eacute;velopp&eacute;e
dans le th&eacute;or&egrave;me suivant.
Th&eacute;or&egrave;me 1.41 Soient X,Y deux espaces topologiques et f : X —&gt; Y une application
continue. Alors f induit un homomorphisme de groupes
/ • : ttj. ( X , x ) — • 7T! (:Y, f{x))
E t si g : Y — &gt; Z est u n e autre application alors
(.9 &deg; / ) • = 9* &deg; f* : TTi ( X , x ) — &gt;
(Z,g o f(x))
En outre Id* = Id et /, est un isomorphisme d'inverse
D&eacute;monstration
Soit
/ , : TTI(X,X)
&gt; WI(Y,f(x))
—
1 —&gt;
[l]
qui &agrave; un lacet
7
fo [7]
: [0,1] —&gt; X , de base x , associe le lacet / o 7 : [0,1] -&raquo; Y de base f ( x ) .
Montrons que cette application est correctement d&eacute;finie, c'est &agrave; dire ne d&eacute;pend pas du
repr&eacute;sentant de la classe choisi : si 7' est un autre lacet homotope &agrave; 7 par une homotopie
H, alors f o H est une homotopie de / o 7 &agrave; / o
morphisme de groupes : on a bien / o (77')
= (/
Il reste &agrave; montrer que /* est un
o 7)(/ o 7').
Finalement, /&laquo; est un isomorphisme d'inverse (/-1)*, en effet
Il en est de m&ecirc;me de l'autre sens de la composition.
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•
Remarque 1.42 La construction du groupe fondamental donne lieu &agrave; un fondeur de la
cat&eacute;gorie des espaces topologiques 7op dans la cat&eacute;gorie des groupes $r.
Proposition 1.43 Soit C une composante connexe par arcs de l'espace topologique X
et i : C —&gt; X l'inclusion. Soit x un point de C. L'application
&ucirc; '• 7Ti (C, x ) — &gt; -Ki ( X , x )
est un isomorphisme de groupes.
D&eacute;monstration
La surjectivit&eacute; de i* est claire. Montrons qu'elle est injective : soit 7 un
lacet homotope au lacet constant cx par une homotopie H. Alors H : [0,1] x [0,1] —&gt; X
prend ses valeurs dans C et par suite
7
est homotope &agrave; cx dans C. Ce qui prouve la
proposition.
1.3.4
•
Invariance homotopique
Dans ce paragraphe, on s'int&eacute;resse &agrave; des applications continues qui d&eacute;finissent le m&ecirc;me
homomorphisme.
D&eacute;finition 1.44 Deux applications f,g : X —&gt; Y sont dites homotopes s'il existe une
application continue / f : l x [ 0 , l ] —&gt; Y telle que H ( x , 0 ) = f ( x ) e t H ( x , 1 ) = g ( x ) .
D&eacute;finition 1.45 Soit A une partie de X et f,g : X —&gt; Y deux applications continues.
On dit que f est homotope &agrave; g relativement &agrave; A si elles sont &eacute;gales sur A et si elles sont
homotopes par u n e homotopie H telle que H ( x , s ) = f ( x ) = g(x), W x € A .
L'homotopie des chemins que nous avons vue au d&eacute;but du chapitre est un exemple d'appli&shy;
cation homotope. Deux chemins homotopes sont des applications continues [0,1] —y X
qui sont homotopes relativement &agrave; {0,1} C [0,1].
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Il est facile de voir que les relations &quot;&ecirc;tre homotope&quot; et &quot;&ecirc;tre homotope relativement &agrave;
A&quot; sont deux relations d'&eacute;quivalence.
Proposition 1.46 Soient f,g : X —&gt; Y et g deux applications continues homotopes
relativement &agrave; {x} C X, alors elles induisent le m&ecirc;me homomorphisme de groupes.
/. = g* : TTl (X, X)
D&eacute;monstration
• 7Ti ( Y , f ( x ) )
Soit H une homotopie relative de f kg et soit
7
est un lacet de base
x dans X, alors
[0,1] x[0,l]74^x [0,1]
Y
est bien une homotopie de / o 7 &agrave; 3 o 7.
•
D&eacute;finition 1.47 On dit que deux espaces topologiques X et Y ont m&ecirc;me type d'homo&shy;
topie s'il existe deux applications continues f : X —&raquo; Y et g : Y —y X telles que f o g
soit homotope &agrave; I d y et g o f soit homotope &agrave; I d x Exemple 1.48 Deux espaces hom&eacute;omorphes ont le m&ecirc;me type d'homotopie.
Exemple 1.49 L'espace Rn a le m&ecirc;me type d'homotopie qu'un point. Il est simplement
connexe.
(Rn, x) = 1 .* Soit f : Rn —&gt; {0} une application constante et g : {0} '-)• Rn
est l'inclusion. Alors f o g = Id : {0} —&gt; {0} est l'application identique et g o f :
Rn —&gt; Rn l'application constante (&eacute;gale &agrave; 0), elle est homotope &agrave; Id^n par l'homotopie
H(x, s) = sx.
Exemple 1.50 La sph&egrave;re Sn et l'espace Rn+1 — {0} ont m&ecirc;me type d'homotopie. Ce sont
des espaces simplement connexes 7Ti (Sn,x) = TT\ (Rn+1 — (0},x) = 1. Soit f : Sn &laquo;-&gt;•
Rn+1 l'inclusion et g : Rn+1 — {0} —&gt; 5&quot; la projection radiale d&eacute;finie par x 1—• -pj.
Alors g o f : S&quot; —&gt; S&quot; est l'application identit&eacute; et f o g est homotope &agrave; l'identit&eacute; par
l'homotopie H ( x , s ) — s x + ( 1 — s )
Lemme 1.51 Soient ho et hx deux applications continues et homotopes de X dans Y.
Soit H : X x [0,1] — &gt; Y u n e homotopie de ho &agrave; h \ et soit c le chemin d e h o ( x ) &agrave; h \ ( x )
dans Y d&eacute;fini par c(s) = H(x,s). On a alors (Tii)* = ^&deg; (foo)*D&eacute;monstration
Soit 7 un lacet de base x dans X. La classe image (^i)*[7] de la classe
de 7 est la classe d'homotopie du lacet h\ o 7 dans Y. La classe v?c 0 (^o)*[t] est celle du
lacet compos&eacute; c((h0 o 7)c). Il suffit donc de trouver une homotopie entre ces deux lacets.
La formule
{
c(2t) = c(l - 2 t )
si 0 &lt; t &lt;
c(4f - 3)
si
&lt; tl
d&eacute;finit bien une homotopie qui r&eacute;pond &agrave; notre attente.
•
Proposition 1.52 Deux espaces connexes par arcs qui ont le m&ecirc;me type d'homotopie
ont des groupes fondamentaux isomorphes.
D&eacute;monstration
Soient / : X —&gt; Y,g : Y —&gt; X deux applications continues telles
que g o f et f o g soient homotopes aux applications identiques avec X, Y deux espaces
topologiques connexes par arcs. Nous allons consid&eacute;rer la composition
TTi(X,x)
TTi(Y,f(x))
TTX ( X ,gO
f(x)).
Il y a un chemin c de g o f ( x ) k x dans X , donn&eacute; par l'homotopie de g o / &agrave; I d x - On
montre que g* o /* est l'application ip&amp; d&eacute;j&agrave; apparue dans le th&eacute;or&egrave;me (1.36). Cest un
cas particulier du lemme pr&eacute;c&eacute;dent ci-dessus. Donc g* o /* est un isomorphisme, /* est
injectif et g* surjectif. En consid&eacute;rant /* o g+, on montre que g* injectif et /* surjectif. •
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Exemple 1.53 Le groupe fondamental du cercle S1 est isomorphe &agrave; Z.
D&eacute;monstration
Soit S 1 = { z 6 C |
\z\ = 1}. On d&eacute;finit les lacets de S1 bas&eacute;s en
1 par la fonction em : [0,1] —&gt; S1 par em(t) = e2,mt o&ugrave; m € Z est le nombre de tours de
cercle que fait le lacet. On a l'isomorphisme Z —&gt; 7Ti(S1,1) qui &agrave; m associe [e2imt].
•
Exemple 1.54 Pour n&gt; 2, le groupe fondamental de la sph&egrave;re S&quot; de l'espace euclidien
Rn+I est trivial. Autrement dit, les sph&egrave;res de dimension sup&eacute;rieure ou &eacute;gale &agrave; 2 sont
simplement connexes.
Exemple 1.55 Le groupe fondamental n'est pas commutatif en g&eacute;n&eacute;ral. Par exemple,
le groupe fondamental bas&eacute; en un point x du plan priv&eacute; de n points, est isomorphe au
groupe libre &agrave; n g&eacute;n&eacute;rateurs Fn. Les n g&eacute;n&eacute;rateurs sont ici des lacets partant de x et
faisant chacun le tour d'un ou de plus des n points.
Exemple 1.56 Le groupe fondamental bas&eacute; en un point x de la sph&egrave;re priv&eacute;e de n points,
est isomorphe au groupe libre &agrave; n — 1 g&eacute;n&eacute;rateurs Fn_i. Les g&eacute;n&eacute;rateurs 71,
sont
des lacets partant de x et faisant chacun le tour d'un ou de plusieurs des n — 1 points.
Proposition 1.57 Soient X et Y deux espaces topologiques, p\ et p2 les deux projections
du produit X x Y sur les facteurs. L'application
(Pi)* x (P2)* : tti (X x Y, (x, y)) —&gt; 7Ti (X, x ) x
(Y, y))
est un isomorphisme.
Exemple 1.58 Le groupe fondamental de TP* (tore de dimension n) est isomorphe &agrave; Zn.
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D&eacute;monstration
Le tore T&quot; est un espace topologique hom&eacute;omorphe au produit
de n copies du cercle S1 (ce produit &eacute;quivaut &agrave; l'espace quotient Rn/Zn). D'apr&egrave;s la
proposition 1.57 le groupe fondamental du produit est isomorphe au produit des groupes
fondamentaux.
•
Soit &pound; une surface de Riemann de genre g. Notons ai,bi, ...,ag,bg les g&eacute;n&eacute;rateurs du
groupe fondamental &icirc;ti(&pound;) suppos&eacute;s bas&eacute;s en un point P0 de &pound; qui v&eacute;rifient aibia^b^ ...ag
bgttg1b~x = 1. En d&eacute;coupant la surface suivant ces cycles nous obtenons un mod&egrave;le sim&shy;
plement connexe de la surface qui est un 4&lt;?-gone not&eacute; 7g et appel&eacute; polygone fondamental
de &pound;. Le bord de 7g est &lt;93&quot;9 = aibia&iuml;lb^1...agbgaglb~l. Ainsi
^ &icirc; C S ) = { a i , b i , . . . , a g , b g \ aib 1 a&iuml; 1 b&iuml; 1 ...a g b g a~ 1 b~ 1 = 1 } .
1.4
Groupe d'homologie
D&eacute;finition 1.59 Deux lacets 71,72 d'une surface de Riemann &pound; sont dits homologues
si 7^&quot;17i d&eacute;limite un domaine (un ouvert simplement connexe) dans L. On notera alors
1\ ~ 72-
On v&eacute;rifie facilement que la relation &quot;&ecirc;tre homologues&quot; est une relation d'&eacute;quivalence.
D&eacute;finition 1.60 Le groupe quotient Hi(&pound;, Z) = 7Ti( &pound; ) / ~ est le groupe d'homologie de
la surface &pound; , voir [1].
Exemple 1.61 Soit &pound; = C — {a}, le groupe d'homologie de &pound; est Z.
Exemple 1.62 Soit &pound; une surface de genre 2. Si &acirc;\ est un cycle de m&ecirc;me sens que ai
alors o n a que a j ^ a i d &eacute; l i m i t e u n d o m a i n e . D o n c &agrave; \ ~ a x .
Si e est un cycle ferm&eacute; sur la surface dont l'int&eacute;rieur est un domaine alors e ~ 0.
Th&eacute;or&egrave;me 1.63 Le premier groupe d'homologie est l'ab&eacute;lianis&eacute; du groupe fondamental
o&ugrave; [7Ti(&pound;),7ri(&pound;)] = {(7i72)-1(7i72) | 7i, 72 € 7Ti(&pound;)) est le sous-groupe d&eacute;riv&eacute;, c'est &agrave; dire
le sous-groupe normal engendr&eacute; par les commutateurs. Le groupe d'homologie Hi(&pound;, Z)
est donc un groupe commutatif, voir [4], chapitre 2.
Nous allons introduire la notion de nombre d'intersections entre les &eacute;l&eacute;ments du premier
groupe d'homologie. Pour le faire nous supposons que ces n cycles (&eacute;l&eacute;ments de Hi(L, Z))
sont repr&eacute;sent&eacute;s par des cycles lisses (sa forme param&eacute;trique est infiniment d&eacute;rivable).
En outre, on peut repr&eacute;senter deux &eacute;l&eacute;ments non-&eacute;gaux de Hx(&pound;&gt;,Z) par des cycles lisses
qui s'intersectent transversalement en un nombre fini de points. Soient 71,72 deux de ces
cycles s'intersectant en un point P. On associe &agrave; P un nombre entier not&eacute; (71072)P &eacute;gal
&agrave; &plusmn;1, o&ugrave; le signe est d&eacute;termin&eacute; par l'orientation de la base {~t'\{P),l2{P))-
D&eacute;finition 1.64 Soient 71,72 deux cycles lisses s'intersectant transversalement en un
nombre fini de points. Soit S l'ensemble de leurs points d'intersection. Le nombre d'in&shy;
tersections de 71 et 72 est le nombre entier d&eacute;fini par
Pes
Lemme 1.65 Le nombre d'intersections d'un bord /? avec un cycle 7 est nul ; 7 o /? = 0.
D&eacute;monstration
Un bord f3 est une collection de cycles simples qui d&eacute;limite un
domaine (fait pas plusieurs triangles). Si 7 est un cycle qui ne s'auto intersecte pas (cycle
simple), il doit entrer dans ce domaine autant de fois qu'il en sort, alors 70/3 = 0.
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•
Th&eacute;or&egrave;me 1.66 Soit &pound; une surface de genre g. Le nombre d'intersections est l'applica&shy;
tion bilin&eacute;aire et antisym&eacute;trique
o: ffiOC.Z) x tfiOC,Z) —&gt;
(71,72)
D&eacute;monstration
'—•
Z
7I&deg;72
L'op&eacute;ration du th&eacute;or&egrave;me est bien d&eacute;finie gr&acirc;ce au Lemme 1.65
pr&eacute;c&eacute;dent.
•
Voici une d&eacute;finition formelle (alg&eacute;brique) du premier groupe d'homologie d'une surface
de Riemann. Faisons une triangulation orient&eacute;e de la surface de Riemann. Notons C2
l'ensemble des sommes formelles $Znj^j appel&eacute;es 2-chaines, Ci l'ensemble des sommes
formelles Ylnj1fj appel&eacute;es 1-chaines et finalement Co l'ensemble des sommes formelles
njPj
appel&eacute;s 0-chaines, o&ugrave; rij
orient&eacute;s. Notons
—7,,
G
Z, Aj sont des triangles orient&eacute;s, 7j sont des c&ocirc;t&eacute;s
—Aj les chaines 73- et Aj avec une orientation oppos&eacute;e. Pour cette
op&eacute;ration somme il est clair que les Cj,j = 0,1,2 sont des groupes ab&eacute;liens. Notons
aussi (Pj, P2) le c&ocirc;t&eacute; orient&eacute; de P\ vers P2, par Ao = (Pi, P2, P3) le triangle orient&eacute; de
c&ocirc;t&eacute;s (Pi, P2), (P2, P3) et (P3, Pi). On d&eacute;finit les op&eacute;rateurs bords &ocirc;2 et
par 52(A0) =
(Pi, P2) + (P2, P3) + (P3, Pi) et Si(Pi, P2) = P2 — Pi. On peut &eacute;tendre les op&eacute;rateurs bords
sur C2 et Ci par lin&eacute;arit&eacute; &ocirc;A =
kjAj o&ugrave; kj E Z. On montre facilement que &lt;5i et 82
sont des morphismes de groupes. Une 1-chaine 7 telle que
1-ehaine
7
telle que
7
= 52A pour un A
G
&pound;17
= 0 est dite un cycle. Une
C2 est dite un bord. Le groupe ab&eacute;lien Ci
contient deux sous-groupes des cycles et des bords &agrave; savoir Im&Ocirc;2 et KerS1. Soient
Cycles={7 G Ci | &ocirc;iy = 0} = KerSi
Bords={7 G Ci
\
3A G C2
avec
7
= 62A} = Im&ocirc;2
Nous avons Im&ocirc;2 &lt;J KerSi ou encore 6182 = 0. La suite suivante est donc exacte
Si.r ^0-
C
2 fe .&gt;
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On introduit une relation d'&eacute;quivalence entre les &eacute;l&eacute;ments de C\ : Deux 1-chaines sont
dites homologues si leur diff&eacute;rence est un bord :
7i ~ 72,
7i. 72 &pound; Ci
&lt;=&gt;
7i - 72 G Imfa
Le premier groupe d'homologie de L est donc
D&eacute;finition 1.67 Soit L une surface de genre g. Un ensemble de 2g cycles ferm&eacute;s {a*, &amp;t}f=1
de L est un ensemble de g&eacute;n&eacute;rateurs du groupe d'homologie
Z) de la surface. Par
abus de language on appellera un tel ensemble &quot;base du groupe d'homologie&quot;. Si de plus
ai o bj = &ocirc;ij,
ai o a j = 0,
6j o bj = 0, i , j = 1 , g
alors on dit que c'est une base canonique d'homologie de C.
Proposition 1.68 Soient { a j ,
et ja*, 6* j
deux bases canoniques d'homologie de
Lg reli&eacute;es lin&eacute;airement par
@ - (o
D ) (a)
(&laquo;)
o&ugrave; A, B, C et D sont des matrices d'entiers en blocs de dimension g x g. Si l'on d&eacute;signe
^
M=
(c d) et J—
avec I la matrice unit&eacute; de dimension g. Alors on a
J = M J M T , ce qui veut dire que M doit &ecirc;tre u n e matrice symplectique.
D&eacute;monstration
nique (
La matrice d'intersections entre les diff&eacute;rents cycles de la base cano&shy;
J s'&eacute;crit
b\ „
.
o (b
a) =
v
,a '
'
•&quot;
6l
&deg;a&lt;Wo -A
^ a g o bi ... a g o b g J
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C'est une matrice form&eacute;e de quatre g x g-blocs.
De plus, si
est une base canonique de
Z) reli&eacute;e &agrave; la base canonique
la relation (1.5) alors, d'une part
0 par
et d'autre part
d)&deg;(* 2 ) = (?
o)
•
D'o&ugrave; la relation recherch&eacute;e.
1.5
Groupe fondamental et rev&ecirc;tements
Pour mieux comprendre les rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s nous d&eacute;finissons dans cette section les
rev&ecirc;tements pour finir la section en donnant une d&eacute;finition alternative des rev&ecirc;tements
ramifi&eacute;s.
D&eacute;finition 1.69 Soit B un espace topologique Hausdorff et localement connexe par arcs.
Un rev&ecirc;tement de B est la donn&eacute;e d'un espace topologique E et d'une application continue
p: E —&gt; B ayant la propri&eacute;t&eacute; suivante : Pour tout point b de B, il existe un voisinage V
de b, un espace discret non vide F et un hom&eacute;omorphisme $ : p~~l(V) —&gt; V x F tels que
p~\V)
V x F
commute. Cette propri&eacute;t&eacute; est dite &quot;propri&eacute;t&eacute; de trivialisation locale
On dit que B est
la base du rev&ecirc;tement, E l'espace total, F la fibre du rev&ecirc;tement et $ une trivialisation
locale du rev&ecirc;tement au-dessus de V.
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Exemple 1.70 La projection B x F —• B, o&ugrave; F est un espace discret, est le rev&ecirc;tement
trivial. La trivialisation locale est ici globale.
Exemple 1.71 L'application E —&gt; S1,t •—&gt; e2tnt, est un rev&ecirc;tement.
Exemple 1.72 L'exponentielle complexe exp : C —&gt; C — 0, est un rev&ecirc;tement.
On consid&egrave;re un rev&ecirc;tement p : E —y B et une application continue h d'un espace
topologique X dans B. On appelle rel&egrave;vement de h toute application continue H : X —&gt;
E telle que p o H = h.
E
X-^B
Notons que pas toutes les applications ont des rel&egrave;vements.
Comme nous avons pu le constater, il existe une relation profonde entre rev&ecirc;tements et
groupe fondamental. Un premier r&eacute;sultat &agrave; ce sujet est &eacute;nonc&eacute; dans le th&eacute;or&egrave;me suivant.
Th&eacute;or&egrave;me 1.73 Soit p : E —&gt; B un rev&ecirc;tement et soit x un point de E. Alors l'homomorphisme
p t : -ki ( E , x ) — &gt; i &iuml; \ ( B , p ( x ) )
est injectif.
D&eacute;monstration
Soit 7 un lacet de base x dans E tel que
[7]
e K e r p &raquo;. Ceci dit que
P07 est homotope au lacet constant %(x) par une homotopie H. Le lacet ^07 poss&egrave;de un
unique relev&eacute; 7 d'origine x. Le relev&eacute; de H est une homotpie de
Ainsi
7
e s t h o m o t o p e a u lacet constant e t d o n c l a classe
Alors Kerp&laquo; = 0.
[7]
7
au relev&eacute; 7x de lP(x) •
est triviale d a n s 7Ti ( E , x ) .
•
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Th&eacute;or&egrave;me 1.74 Soit p : E —&gt; B un rev&ecirc;tement. On suppose que E est connexe par
arcs. Alors les deux propri&eacute;t&eacute;s suivantes sont &eacute;quivalentes
1. L'espace E est simplement connexe.
2. Deux lacets bas&eacute;s en b dans B sont homotopes si et seulement si, pour tout point x
dep~l{b), leurs rel&egrave;vements d'origine x ont la m&ecirc;me extremit&eacute;.
D&eacute;monstration
de base
Si 7 et
6
7'
Supposons que E est simplement connexe. Soient
e t x u n point d e l a fibre p~ l (b). Consid&eacute;rons les relev&eacute;s
7
sont homotopes, en relevant une homotopie, on voit que
7
extr&eacute;mit&eacute;. Inversement, si
7
et
7'
7,7'
et
7'
deux lacets
d'origine x .
et 7' ont la m&ecirc;me
ont la m&ecirc;me extr&eacute;mit&eacute;, ces chemins sont homotopes
puisque E est simplement connexe.
Pour l'implication r&eacute;ciproque, consid&eacute;rons un lacet
7
de base x dans E. C'est l'unique
relev&eacute; d'origine x du lacet p 07. D'apr&egrave;s l'hypoth&egrave;se faite, p o 7 est homotope au lacet
constant C&amp; donc 7 est homotope au lacet constant c x , donc E est simplement connexe.
•
Les r&eacute;sultats de rel&egrave;vement des chemins et des homotopies, que nous venons de voir,
peuvent &ecirc;tre interpr&eacute;t&eacute;s comme le fait que le groupe fondamental de l'espace de base
op&egrave;re sur les fibres du rev&ecirc;tement, c'est une op&eacute;ration &agrave; droite d&eacute;finie par
P~l(b)
x TTx ( B , b ) — &raquo; p - ^ b )
(&reg;,[7])
H7(1)
o&ugrave; 7(1) est l'extremit&eacute; d'un relev&eacute; d'origine x de
,
.
{
}
7.
Th&eacute;or&egrave;me 1.75 Soit p : E —&gt; B un revetement localement connexe par arcs d'un
espace B connexe par arcs. Alors
1. Le groupe fondamental ir\ (B, b) op&egrave;re &agrave; droite sur le fibr&eacute; p_1(6).
32
2. Le stabilisateur de x est le sous-groupe p*n\ (E,x) C i X\ ( B , b ).
3. Cette op&eacute;ration est transitive si et seulement si E est connexe par arcs.
D&eacute;monstration
On consid&egrave;re l'op&eacute;ration (1.6). On associe &agrave; la compos&eacute;e de deux
lacets 7 et y, l'extr&eacute;mit&eacute; du relev&eacute; de 77' d'origine x. On rel&egrave;ve d'abord 7 (d'origine x)
puis 7' (d'origine 7(1) = a:.[7]), il vient ainsi
x.[77'] =
(z-H) -[Y]
qui est une op&eacute;ration &agrave; droite.
Le stabilisateur d'un point x est form&eacute; des lacets de base b qui se rel&egrave;vent en des lacets
de base x. Le reste est une chose facile.
•
Un rev&ecirc;tement ramifi&eacute; peut &ecirc;tre d&eacute;fini en plus de g&eacute;n&eacute;ralit&eacute; (voir [7]).
D&eacute;finition 1.76 Soient M et Y deux surfaces de Riemann compactes connexes. Une
application m&eacute;romorphe f : M —&gt; Y sur M est dite rev&ecirc;tement ramifi&eacute; si :
1. L'image contient un sous-ensemble fini {fi,
ic} tel que l'application f est un re&shy;
v&ecirc;tement au-dessus du compl&eacute;mentaire de cet ensemble.
2. Dans un certain voisinage de chacun des points ti on peut introdure une coordonn&eacute;e
complexe et dans un certain voisinage de chacune des pr&eacute;-images de ce point on
peut aussi introduire une coordonn&eacute;e complexe x de fa&ccedil;on que l'application prenne
la forme suivante de coordonn&eacute;e f ( x ) = x k .
La surface Y est suppos&eacute; hom&eacute;omorphe &agrave; la sph&egrave;re de Riemann S2.
1.6
Monodromie d'un rev&ecirc;tement ramifi&eacute;
La monodromie est l'&eacute;tude du comportement de certains objets math&eacute;matiques lors&shy;
qu'on effectue un prolongement analytique le long d'un chemin ferm&eacute;. Pour une fonction
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complexe donn&eacute;e (fonction logarithme, puissances rationnelles) admettant plusieurs d&eacute;&shy;
terminations dans le plan complexe &eacute;point&eacute; : suivre contin&ucirc;ment une d&eacute;termination d'une
telle fonction le long d'un lacet autour de l'origine conduit apr&egrave;s un tour &agrave; obtenir une
autre d&eacute;termination. Ce ph&eacute;nom&egrave;ne est usuellement cod&eacute; dans un groupe, appel&eacute; groupe
de monodromie. Nous allons &eacute;tudier ce ph&eacute;nom&egrave;ne sur les rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s.
Soit (&pound;,/) un rev&ecirc;tement ramifi&eacute; o&ugrave; &pound; est une surface de Riemann de genre g et / :
&pound; —• CP1 est une fonction m&eacute;romorphe de degr&eacute; d. Notons Pi,...,Pn les points de
ramification de / et &Agrave;* = -f(Pk) les points de branchement finis. Soit Ao G C P1 un
point base des lacets 71,..., 7„ g&eacute;n&eacute;rateurs du groupe fondamental ni (CP1 \ {Ai,..., A„})
de la sph&egrave;re de Riemann &eacute;point&eacute;e en les points de branchement. Partir de Ao et suivre
contin&ucirc;ment le lacet 7* dans C P1 , correspond &agrave; partir d'un point de /-1(Ao) et suivre
un chemin, relev&eacute; de 7*, qu'on note 7fc sur la surface qui finit en un point de /-1(Ao). En
se fixant une num&eacute;rotation des feuillets du rev&ecirc;tement, l'action d&eacute;finie par (1.6) r&eacute;sulte
en une permutation de ces feuillets. Les diff&eacute;rents chemins 7* sur la surface associ&eacute;s au
lacet 7fc peuvent &ecirc;tre cod&eacute;s en une permutation a* des d feuillets. Une monodromie d'un
rev&ecirc;tement ramifi&eacute; (&pound;, /) est la donn&eacute;e des g&eacute;n&eacute;rateurs de 7Ti(CP1 \ Ai,An) et les
permutations associ&eacute;es &agrave; ces g&eacute;n&eacute;rateurs.
Nous trouvons ainsi une repr&eacute;sentation du groupe fondamental 7Ti (CP1 \ {A^An})
dans le groupe sym&eacute;trique Sa = ( o \ , &lt; j d ) .
34
CHAPITRE 2
Les espaces de Hurwitz, les vari&eacute;t&eacute;s de
Frobenius et les bidiff&eacute;rentielles
m&eacute;romorphes
Soit &pound; une surface de Riemann compacte de genre g et f : JC —&gt; CP1 une fonction
m&eacute;romorphe sur &pound; de degr&eacute; d. Le couple (&pound;,/) d&eacute;finit un rev&ecirc;tement ramifi&eacute; de CP1.
Notons P i , i = 1
les points d e ramification d e / (v&eacute;rifiant d f ( P i ) = 0), &Agrave;* = f(P&iuml;)
les points de branchement de / et A = f{P) la coordonn&eacute;e sur la base du rev&ecirc;tement
[9]. Notons finalement /_1(oo) = {oo^,oo^m'} (m &lt; d si certains des c&copy;(8) sont des
points de ramification) l'ensemble des p&ocirc;les de /.
Deux rev&ecirc;tements / : L —&gt; C P 1 et / : JC —&gt; C P 1 , o&ugrave; &pound; et &pound; ont m&ecirc;me genre, sont
&eacute;quivalents s'il existe une application biholomorphe h : &pound; —&gt; &pound; telle que / o h = /.
Pjec
h
Ai G CP1
35
Pi€&pound;
2.1
Rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s et espaces de Hurwitz
L'espace de Hurwitz &quot;Kg est l'ensemble des classes d'&eacute;quivalence des rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s
(&pound;, /) de degr&eacute; d o&ugrave; &pound; est de genre g. Nous consid&eacute;rons par la suite l'espace de Hurwitz
&laquo;2 &agrave; n fix&eacute;. Nous avons les propri&eacute;t&eacute;s suivantes :
Propri&eacute;t&eacute;s 2.1 Deux rev&ecirc;tements &eacute;quivalents
1. ont m&ecirc;me type de ramification (indices de ramification, voir d&eacute;finition 1.16).
2. ont n&eacute;cessairement le m&ecirc;me nombre de feuillets (degr&eacute; d).
3. ont le m&ecirc;me ensemble de points de branchement.
D&eacute;monstration
1) Soient (&pound;i,/i) et (&pound;2, IT) deux rev&ecirc;tements &eacute;quivalents, alors il
existe h: &pound; 1 —&gt; &pound;2 biholomorphe telle que f\ = /2 oh. Soit ip un param&egrave;tre local autour
d'un point P sur &pound;1 et (p un param&egrave;tre local autour de h(P) sur &pound;2. Les fonctions d&eacute;finies
de C dans C par
Fi(z) = f i o ip~ l {z)
F2(5) = /2 o &pound;-1(S)
et
sont telles que F\{z) = F2(5) puisque fi = / 2 o h . D'ailleurs z = H ( z ) o&ugrave; H = ipo h o ip~ l
est biholomorphe. Il vient par d&eacute;rivation
dF x {z) _ d F 2 ( H ( z ) )
dz
dz
=
dF 2 {z) d H { z )
dz &quot; dz
Le fait que H est biholomorphe implique - ^ H ( z ) ^ 0 et donc
Ceci prouve que les points de ramification de /2 sont les images par h des points de
ramification de /1 et donc f\ et /2 ont le m&ecirc;me nombre de points de ramification. D'autres
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part, un point et son image ont m&ecirc;me indice de ramification en effet,
P F ^ z ) = d 2 F 2 (z) ( d H ( z ) \ 2
dz2
dz2 \ dz J
Or
dH ^
a
9
2
et
ne s'annulent pas et
dF$p
dF 2 {z) d 2 H ( z )
dz
dz2
= 0 alors
= 0 si et seulement si
=0 . N o u sobtenonsl er&eacute;sultatattendup a rd&eacute;rivationsuccessive.
2) La fonction biholomorphe h : L\ —&gt; &pound;2 est une bijection et /i = /2&deg;/i alors /i-1(A) =
h~l o /2_1(A), pour tout A &pound; CPl. Il vient donc Card (/i-1(A)) = Card (ho /2_1(A)) et
donc degr&eacute;(fi) = d e g r &eacute; ^ ) 3) Il suffit de voir que lorsqu'on effectue une &quot;petite perturbation&quot; d'au moins une valeur
critique de / (par exemple A*) alors l'ensemble de points de branchement change et donc
les deux &eacute;l&eacute;ments ne peuvent &ecirc;tre &eacute;quivalents.
•
D&eacute;finition 2.2 L'espace de Hurwitz 'Kg.ni,...,nm
es *
l'ensemble des classes d'&eacute;quivalence
des rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s (&pound;,/) o&ugrave; f est une fonction m&eacute;romorphe de degr&eacute; d, &pound; est une
surface de Riemann de genre g, f a m p&ocirc;les de multiplicit&eacute;s ni,..., nm, (ni +...+ nm = d)
et les autres points de branchement (finis) sont simples et distincts.
Pour les rev&ecirc;tements de ^;ni)...,nm
nombre
n de points de branchement simples finis
est donn&eacute; par la formule d e Riemann-Hurwitz : n = 2g + d + m - 2 .
Des propri&eacute;t&eacute;s pr&eacute;c&eacute;dentes d&eacute;coule que les points de branchement Ai,..., An forment un
syst&egrave;me de coordonn&eacute;es locales de l'espace de Hurwitz 2&pound;j;niv..)nmLa structure complexe sur L d&eacute;pend des points de branchement {Aj}&quot;=1 via la d&eacute;pendance
des param&egrave;tres locaux Xj de Aj. L'espace de Hurwitz peut ainsi &ecirc;tre consid&eacute;r&eacute; comme
un espace de certaines d&eacute;formations de la structure complexe de la surface de Riemann
sous-jacente.
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2.2
Diff&eacute;rentielles holomorphes et bi-diff&eacute;rentielles m&eacute;romorphes sur les surfaces de Riemann
2.2.1
Diff&eacute;rentielles holomorphes
Soit Lg une surface de Riemann de genre g. Une diff&eacute;rentielle u d&eacute;finie sur Cg est dite
l-forme si &agrave; toute carte locale (Ua,za) on peut assigner des fonctions complexes pQ, qQ
d&eacute;finies sur &pound;&gt;g telles que ui
= pa{za^)dza + qa(zQ,z^)dz^. Une l-forme diff&eacute;rentielle
u&gt; est dite holomorphe si dans chaque carte locale (Ua, za) de Lg elle s'&eacute;crit sous la forme
ui(za) = ha(za)dza avec ha une fonction holomorphe. On int&egrave;gre une diff&eacute;rentielle l-forme
u sur une 1-chaine (chemin de &pound;).
D&eacute;finition 2.3 Si f est une fonction, la l-forme df est dite exacte. Une l-forme u est
dite ferm&eacute;e si du = 0.
L'op&eacute;rateur de d&eacute;rivation ext&eacute;rieure d transforme une 0-forme en une l-forme.
Lemme 2.4 Toute forme diff&eacute;rentielle exacte est ferm&eacute;e.
D&eacute;monstration
Supposons que u&gt; est une l-forme diff&eacute;rentielle exacte. Alors il existe
une fonction f telle que u = df, il s'ensuit que du — d?f = 0.
•
D&eacute;finition 2.5 Soit &amp; une surface de Riemann compacte de genre g. Notons (?*(&pound;) les
groupes ab&eacute;liens des k-formes diff&eacute;rentielles d&eacute;finies sur L. On a le complexe de groupes
ab&eacute;liens o&ugrave; d d&eacute;signe l'op&eacute;rateur de d&eacute;rivation ext&eacute;rieur
C0 —• Ci —y Ci.
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Si l'on note Z le noyau de d: CI —&gt; C2 et B l'image de d : CQ &gt; CI deux sous-groupes
—
de Ci, le premier groupe de cohomologie est le groupe quotient
H \ L , R) = | .
Remarquons qu'une diff&eacute;rentielle ne peut &ecirc;tre exacte en vertu du th&eacute;or&egrave;me de Liouville.
Par contre, une diff&eacute;rentielle holomorphe est ferm&eacute;e.
Proposition 2.6 Une 1-forme u&gt; est ferm&eacute;e si et seulement si
eu =
ou pour toute
paire (11,12) de lacets homologues.
D&eacute;finition 2.7 Soit u une 1-forme ferm&eacute;e d&eacute;finie sur une surface de Riemann &pound; de
genre g. Soit {ak',bk}&pound;=1 une base canonique d'homologie sur L. Les a-p&eacute;riodes de ou sont
les nombres complexes Ak = &sect;ak oj, k = 1,g. Les b-p&eacute;riodes de u; sont les nombres
complexes
Bk
=
&sect;bk ou,k
= 1, ...,g.
Un lacet ferm&eacute; 7 de la base d'homologie s'&eacute;crit alors comme combinaison lin&eacute;aire des
&eacute;l&eacute;ments de base soit
g
7 = JZ akak + S
Il vient donc
avec
@k
= ]T)Li ockAk + J2&icirc;=i akBk-
Th&eacute;or&egrave;me 2.8 (Relations bilin&eacute;aires de Riemann) Soient
ferm&eacute;es sur L g de p&eacute;riodes respectives
A'k
= &sect;au
G Z'
k==1&gt;
Ak
ou
= &sect; a k u , k = 1,...,g , B k
et
eu'
deux 1-formes
— &sect;hkou, k
= 1,
et
9, B'k = &sect;bk u',k = l,..., g. Alors
(2.2)
O&ugrave; PQ est un point arbitraire du polygone simplement connexe
le chemin d'int&eacute;gration [Po-P]
es^
strictement inclus dans 3^.
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de &pound;g (de bord d3&quot;g) et
D&eacute;monstration
La premi&egrave;re &eacute;galit&eacute; suit directement du th&eacute;or&egrave;me de Stokes avec
D = 3 G e t des identit&eacute;s d(fp Q u/) = u J (P) e t d(fuj) = df A u + f d u .
Les lacets aj et a j 1 du bord d7g = ]C?=i(a&laquo; + airl + &amp;&raquo; + K1) du polygone fondamental
de Lg co&iuml;ncident sur la surface avec des orientations oppos&eacute;es. Pour Pj G aj et Pj e a~1
deux points qui co&iuml;ncident sur la surface on a u(Pj) = u&gt;(Pj) et
fpi
f p 'i
I
fpi
UJ — I U = I Cl 1 = —Bj
JPo
JPQ
Jp&lt;
De m&ecirc;me, pour Qj E bj et Q'j € bj1 deux points qui co&iuml;ncident sur la surface on a
ui(Qj) = u&gt;{Q'j) et
rQj
I
rQ'j
u — /
JPo
&ccedil;Qj
u&gt; = I
JPo
ou — Aj
JC&Iuml;j
En substituant il vient
Jd5 a
JPo
i^i \
J&lt;*i
Jbi
/
&quot;
Pour montrer la validit&eacute; de ces relations pour toute autre base canonique de Hi(L, C), il
suffit de voir qu'elles sont invariantes par changement lin&eacute;aire symplectique de base. •
Corollaire 2.9 Soit u une diff&eacute;rentielle holomorphe non identiquement nulle d&eacute;finie sur
Lg. Alors
1- I r n &amp; L i A k B &Iuml; ) &lt; 0
2. Soit u une diff&eacute;rentielle holomorphe telle que Ai = 0, pour tout i, alors u = 0.
3. Soit u une diff&eacute;rentielle holomorphe telle que toutes les p&eacute;riodes Ai, Bi, pour tout
i sont r&eacute;elles, alors u = 0.
4- Soit Vg l'espace des diff&eacute;rentielles holomorphes sur &pound;&gt;g (Vg C
dimVg
^ g.
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R)/
Alors
Th&eacute;or&egrave;me 2.10 L'espace Vg des diff&eacute;rentielles holomorphes sur une surface de Riemann
&pound;jg est de dimension g (c'est &agrave; dire dimVg = g), voir [1].
D&eacute;finition 2.11 Soit {a*; bk}9k=l une base canonique d'homologie sur une surface de
Riemann &pound;&gt;g. Une base ui,...,ug des diff&eacute;rentielles holomorphes est dite normalis&eacute;e si :
f Uj = S i j t
yJ &lt;Xi
ai
V i,j = l,...,g.
(2.3)
La matrice des b-p&eacute;riodes
(B)ij=( / &quot;i ) '
lb.
y
i,j = l,..,g
(2.4)
est appel&eacute;e matrice de Riemann de Lg.
Notons que toute base des diff&eacute;rentielles holomorphes peut &ecirc;tre normalis&eacute;e par la condi&shy;
tion 2.3. En effet la matrice des a-p&eacute;riodes Aij = $ai Uj est inversible (cela suit du
corollaire 2.9 (2) ).
Propri&eacute;t&eacute;s 2.12 La matrice de Riemann B poss&egrave;de les propri&eacute;t&eacute;s suivantes :
1. B = &reg;T (sym&eacute;trie).
2. La matrice ImM est d&eacute;finie positive.
Proposition 2.13 Soient { o j , 6&raquo;}f=1 et jaj,fej j
Lg reli&eacute;es lin&eacute;airement par
deux bases canoniques d'homologie de
&copy;-es o
o&ugrave; A, B, C et D sont des matrices d'entiers en blocs de dimension g y- g. Soit ui\, ...,ug
une base canonique des diff&eacute;rentielles holomorphes normalis&eacute;es par Ja_
= &ocirc;ij. Alors les
matrices de Riemann associ&eacute;es sont reli&eacute;es par
3 = (AB + B){C3 + D)-1
et
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u = w(CB + D)~1
(2.5)
D&eacute;monstration
De la relation matricielle entre les bases canoniques d'homologie on
tire b = Ab + Ba et &acirc; = Cb + Da. Il vient donc
iw = i
Ja
u = C &lt;p ou + D &lt;p u&gt; — CB + D
Jcb+Da
Jb
Ja
(lui = (p
u = A (bu + B (p u = AM + B
Jb
&laquo;/Ab~\~ Ba
Jb
Ja
1
Alors &ucirc;j = o;(C&reg; + D)' .. En fait,
ju=&lt;j&gt;Jj{C&reg;&gt; + D)-1 =
(CB&gt; + D)-l = I
Nous avons ainsi,
B = ( f u = (f
Jb
JAb+Ba
u i C B + D ) - 1 = [ A ( f u } + B &lt;f w) (CB+D)~l = (AB+B)(CB+I&gt;)-1
\ Jb
Ja )
•
2.2.2
La bi-difF&eacute;rentielle fondamentale W
Une bi-difF&eacute;rentielle d&eacute;finie sur une surface de Riemann L est une difF&eacute;renetielle &agrave; deux
variables (arguments) qui sont des points de L que nous notons g&eacute;n&eacute;riquement P et
Q. Les trois bi-diff&eacute;rentielles (voir [11]) qui suivent (voir [15]) jouent un r&ocirc;le cl&eacute; dans
notre construction des solutions des probl&egrave;mes de Riemann-Hilbert pour les structures
de vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius sur les espaces de Hurwitz.
D&eacute;finition 2.14 Soit C une surface de Riemann compacte de genre g. La bi-diff&eacute;rentielle
fondamentale W (P, Q) est d&eacute;finie sur C par les propri&eacute;t&eacute;s suivantes :
1. Pour tous points P,Q de L on a W(PQ) = W(Q, P).
2. W (P, Q ) a u n p&ocirc;le d'ordre 2 sur la diagonale P = Q c'est &agrave; dire pour tout param&egrave;tre
local x dans un voisinage de P on a
w ™K =A&laquo;p) - * ( Q )f +0W ) dx{p)dxm
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3. Les a-p&eacute;riodes de W(P, Q) par rapport &agrave; chacun des arguments s'annulent,
&lt;fw(P,Q) = 0,
Jak
k=l,...,g.
(2.6)
Soit o&gt;i,ug la base des diff&eacute;rentielles holomorphes sur une surface de Riemann compacte
L d e genre g normalis&eacute;es par les conditions &sect; a k ^ j = &agrave;jk- Les 6-p&eacute;riodes d e W ( P , Q )
g&eacute;n&egrave;rent les u&gt;k :
/ W ( P , Q ) = 2irioj k (P),
Jb k
k =1
(2.7)
La bidiff&eacute;rentielle fondamentale W ( P , Q ) d&eacute;pend de la base canonique d'homologie. Cette
d&eacute;pendance est formul&eacute;e comme suit :
Proposition 2.15 Soient {ai,
&pound;j g reli&eacute;es lin&eacute;airement par
et |&acirc;j,
deux bases canoniques d'homologie de
&copy; • e *) 0
o&ugrave; A, B, C et D sont des matrices d'entiers en blocs de dimension g x g et forment une
matrice symplectique. Soit cui, ...,ug une base canonique des diff&eacute;rentielles holomorphes
normalis&eacute;es par fa .u&gt;i = &ocirc;ij. Alors les diff&eacute;rentielles fondamentales associ&eacute;es sont reli&eacute;es
par
W { P , Q) = W ( P , Q ) - 27riu;T(P)(C&reg; + D)~1Cu;(Q).
D&eacute;monstration
II est clair que W est sym&eacute;trique. D'ailleurs W poss&egrave;de les m&ecirc;mes
singularit&eacute;s que W. Enfin, W est bien normalis&eacute; par jiW(P,Q) = 0 en effet les a-p&eacute;riodes
de la nouvelle bidiff&eacute;rentielle fondamentale sont
&lt;f W ( P ,Q) = D&lt;f W ( P , Q) + C &lt;f\V(P; Q).
J&acirc;
Ja
Jb
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En d&eacute;veloppant
iW(P;Q) = -27riD ( /u ^ i P ) ) (CB + D)&quot;1Co;(Q) + 27riCu;(Q)
- 27TiC ( &lt;f wT(P)) (CB + D)~1Co;(Q).
\Jb
/
Gr&acirc;ce &agrave; (2.3) et (2.4) puis en factorisant, le terme de droite se r&eacute;duit &agrave;
-27ri (CB + D) (CB + D)&quot;1Co;(Q) + 27riCu;(Q).
Ce qui donne 0 et prouve que &sect;~ W ( P , Q ) = 0 pour tout a .
2.2.3
•
Les noyaux de Schiffer et de Bergman
Soit JC une surface de Riemann de genre g ^ 1. Le noyau de Schiffer est la bi-diff&eacute;rentielle
sym&eacute;trique ayant le m&ecirc;me type de singularit&eacute; que W et d&eacute;finie par
H(P, Q ) = W ( P , Q ) - * I R (ImB)&ucirc;1
(P ) M, ( Q ) .
(2.8)
le,1=1
Le noyau de Bergman B(P, Q) est d&eacute;fini par
9
(2.9)
fc,*=l
Contrairement &agrave; la bi-diff&eacute;rentielle fondamentale W, les noyaux de Schiffer et de Bergman
Q et B sont ind&eacute;pendants du choix de la base d'homologie sur la surface de Riemann.
Ceci peut &ecirc;tre vu directement &agrave; partir des formules d&eacute;finissant (2.8) et (2.9) ou &agrave; partir
de l'interpr&eacute;tation de Q et B comme noyaux des op&eacute;rateurs d'int&eacute;gration agissant dans
l'espace des 1-formes sur la surface de Riemann [11], voir aussi [15].
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2.2.4
Formules variationnelles
Les bi-diff&eacute;rentielles introduites d&eacute;pendent des points de branchement {Afc}&pound;=1 via la
d&eacute;pendance de la structure complexe de {Afc}&pound;=1. Sous des petites variations de Xk la base
canonique d'homologie {aj,bj}j = 1 reste inchang&eacute;e. E n fixant les images f ( P ) e t f ( Q ) ,
on peut consid&eacute;rer la d&eacute;pendance des bi-diff&eacute;rentielles W(P,Q), Q(P,Q) et B(P,Q) en
les points de branchement. Cette d&eacute;pendance pour W(P, Q) est donn&eacute;e par les formules
variationnlles de Rauch suivantes (voir [11] et [13]). Ici et tout au long de l'&eacute;tude nous
supposons que, lorsque les points de branchement A* varient, les points P et Q sur la
surface sont fix&eacute;s par la condition que f(P) et f(Q) restent inchang&eacute;s sous la variation :
Th&eacute;or&egrave;me 2.16 (Formule Variationnelle de Rauch) La d&eacute;pendance de la bidiff&eacute;rentielle W(P, Q) en un point de branchement Xk, &agrave; P et Q fix&eacute;s par la fixation de leurs
projet&eacute;s A(P) et A(Q), est donn&eacute;e par la formule suivante (dite formule variationnelle de
Rauch) :
dW (P, Q)
2
Ici W(P,Pk ) est l'&eacute;valuation de la bi-diff&eacute;rentielle W(P,Q) en le point de ramification
OXk
A(P),A(&Ccedil;)
Q — Pk par rapport au param&egrave;tre local Xk(Q) = y/f(Q) — Ak •'
&lt;2-n)
D&eacute;monstration
Sans perdre de g&eacute;n&eacute;ralit&eacute;, nous allons fixer le point Q et &eacute;tudier
le comportement (p&ocirc;les et r&eacute;sidus) de la diff&eacute;rentielle
9wj&pound;'Q^
lorsque le point P varie.
Notons d'abord que la bi-diff&eacute;rentielle W ( P , Q ) d&eacute;pend des points de branchement A*
via la d&eacute;pendance des param&egrave;tres locaux en ces points. La structure des p&ocirc;les de d\kW
autour d'un point de ramification. Autour d'un point de ramification Pk, le param&egrave;tre
local est X k { P ) = y j f ( P ) — A *
dxk(P)
dX k
1_
2x k ( P )
6
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ddxk(P)
dX k
dxk(P)
2x\{PY
&Agrave; Q fix&eacute;, le d&eacute;veloppement de Taylor de W(P, Q) au voisinage du point de ramification
F* s'&eacute;crit :
W ( P , Q ) = (ao(Q) + a 1 ( Q ) x k ( P ) + a 2 (Q)x 2 k (P) + . . . ) d x k { P )
o&ugrave; ao(Q),ai(Q),a2(Q),... sont des 1-formes diff&eacute;rentielles par rapport &agrave; Q . Ceci d&eacute;finit
a0(Q) par oq(Q) :=
• On note ainsi
P=Pk
par W(Pk,Q) qui n'est autre
que la diff&eacute;rentielle W ( P , Q ) &eacute;valu&eacute;e en Pk. Il vient donc,
dW(P,Q)
fdao(Q) , da x {Q) , m d a 2 ( Q ) 2 , D , 4
U1
+
Xk{P)
+
x
(p)
+
terme
—&iuml;&iuml;xr~ p-P. (&quot;S&Acirc;T ~dxT
~&sect;xT -
L
+ (&lt;*o( Q ) + Oi(Q)xjt(P) -+• ai{Q)x\(P) + . . . ) — ^
\,
-( p)
ix
(2-12)
En rempla&ccedil;ant les d&eacute;riv&eacute;es par leurs expressions ci-dessus et en r&eacute;-arrangeant nous obte&shy;
nons,
WgQ) _ ( W P . Q ) + t e t m e U
d\k
p=pk \ xftP)
Ce qui montre que la diff&eacute;rentielle
\
J
poss&egrave;de une singularit&eacute; d'ordre 2 en Pk de
bir&eacute;sidu \ W { P k , Q ) . Or pour P ~ P k = Q et d'apr&egrave;s la d&eacute;finition de W ( P , Q ) on a,
W (P, Pk) = ( 2] p\ + terme holomorphe ] dxk { P )
\ x k\P)
J
(2.13)
En multipliant cette derni&egrave;re par |W ( P k , Q ) nous obtenons,
iW(P, Pk)W(Pk,Q)
Q ) (jpy + terme holomorphe) d x k ( P ) .
(2.14)
Les diff&eacute;rentielles (2.13) et (2.14) ont les m&ecirc;mes singularit&eacute;s, alors leur diff&eacute;rence est une
diff&eacute;rentielle holomorphe, soit
C/Ak
^
—\w { P , P
2
k ) W ( P k ,Q ) =
h(x„)dx k (P) = jf
h(xk)dxk(P)
9Wg^' Q)
k
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avec h une fonction holomorphe
- [ \w(P,P„)W(Pi,Q) = 0
d&ucirc; &agrave; la condition de normalisation de W et au fait que les contours a k ne d&eacute;pendent pas
de A*. Ainsi la diff&eacute;rentielle
~ &egrave;W(P,Pk)W(Pk,Q) est nulle puisque toutes ses
a-p&eacute;riodes sont nulles comme corollaire des relations bilin&eacute;aires de Riemann. Ainsi
9Wg[' Q)
k
- lmPk,Q)W(P,Pt)
•
Ce qui termine la preuve de la formule de Eauch.
Les formules variationnelles de Eauch (2.10) et (2.7) impliquent :
Propri&eacute;t&eacute;s 2.17 Soient A*, i = 1, ...,n les points de branchement d'une fonction m&eacute;romorphe f d&eacute;finie sur une surface de Riemann L. Nous avons
dMji
d&Acirc;T
= \^P t )W(P,P k ),
•&Iuml;&Iuml;10Jj{P k )ui{Pk),
(2.15)
o&ugrave; l'&eacute;valuation des diff&eacute;rentielles holomorphes en les points de ramification est effectu&eacute;
par rapport aux param&egrave;tres locaux standards d'un mani&egrave;re similaire &agrave; (2.11) :
VjiPk)
dxk(Q)
Q=PH
Nous obtenons, pour les noyaux de Schiffer et de Bergman, des formules variationnelles
similaires &agrave; celle de Rauch pour la diff&eacute;rentielle fondamentale W (voir [11] et [15]).
Th&eacute;or&egrave;me 2.18 Soient A j, i = 1,...,n les points de branchement d'une fonction m&eacute;romorphe f d&eacute;finie sur une surface de Riemann L. Nous avons
dSl(P,Q)
=
d\k
\(P)MQ)
*
(.P, ft) &laquo; (ft,Q) ;
9Bg^
o\k
(2.16)
et
&laquo;U™
dX k
\(P)MQ)
dB&amp;?&gt;
=&plusmn;B(PtTQB(QtTQ;
2
v
k)
V'
k)
d\k
A(P),MQ)
= -B{P,P&Iuml;)&Ccedil;l(Pk,Q).
2
(2.17)
o&ugrave; l'on note (l(P, Pk) := ggg} _ _ et B ( P , P„) :=S
&amp;k(Q) Q=Pk
Q=P k
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Avant d'entamer la preuve du th&eacute;or&egrave;me, il convient de noter qu'en vertu de (2.17) les
noyaux de Schiffer et Bergman, contrairement &agrave; la bi-diff&eacute;rentielle W, d&eacute;pendent des
conjugu&eacute;s complexes {Afc}&pound;=1 des points de branchement comme nous avons pu le voir &agrave;
partir de leurs d&eacute;finitions (2.8) et (2.9).
D&eacute;monstration
Partons de (2.7) et int&eacute;grons par rapport &agrave; la variable Q nous
obtenons (2.15-1), en fait
^&eacute;r = &egrave; { wkw^ &laquo;- &agrave; i \w&amp;
p&lt;&gt;-
La derni&egrave;re &eacute;galit&eacute; est obtenue gr&acirc;ce &agrave; la formule variationnelle de Rauch (2.10). Ce qui
donne (2.15-1) en utilisant encore une fois (2.7).
La matrice de Riemann (2.4) permet d'&eacute;crire
ce qui donne (2.15-2) en utilisant (2.15-1) puis (2.7).
Montrons maintenant (2.16-1). Le noyau de Schiffer (2.8) s'&eacute;crit matriciellement
fi(P, Q ) = W ( P , Q ) - 7T C U T (Q) (/ml)-1 U(P).
En d&eacute;rivant 12(P, Q ) par rapport &agrave; &Agrave;fc il vient
La d&eacute;riv&eacute;e de la matrice ( JmB)
1
par rapport au point de branchement &Agrave;* s'&eacute;crit
Q
^-(ImB)&quot;1 = -(JmB)-oXk
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avec
En rempla&ccedil;ant
et -^^j(P) de (2.15-1) dans l'expression de -^Q(P,Q) nous
obtenons
Q ) = ^ W(P, Q|
) - [ u ( P k ) W ( Q , P k ) (/ml)-1 u ( P )
- w w T ( Q ) ( l m B ) - ' u(Pt)uT(Pk)(ImB)-'u(P) +uT(Q) (ImB)'1 w(Pk)W(P, Pt)] .
En effectuant le calcul du produit &sect;fi(P, P k )Q(Q, Pk) et en comparant &agrave; cette derni&egrave;re
expression de -&pound;^Q(P, Q) nous retrouvons (2.16(1)).
D'une mani&egrave;re analogue on montre les autres &eacute;galit&eacute;s (2.16(2)) et (2.17).
2.3
•
Structures de Frobenius
Dans cette section nous rappelons les faits de la th&eacute;orie des vari&eacute;t&eacute;s qui seront utilis&eacute;s
dans notre &eacute;tude. Nous r&eacute;f&eacute;rons &agrave; [9] pour une description compl&egrave;te des structures de
vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius.
2.3.1
Structures de Frobenius sur une vari&eacute;t&eacute; complexe
Une vari&eacute;t&eacute; de FVobenius est une vari&eacute;t&eacute; complexe munie d'une structure d'alg&egrave;bre commutative d'&eacute;l&eacute;ment unit&eacute; dans l'espace fibr&eacute; tangent et avec une forme bilin&eacute;aire qua&shy;
dratique non-d&eacute;g&eacute;n&eacute;r&eacute;e (une m&eacute;trique) /lx(-, •). On exige que la m&eacute;trique soit compatible
avec la structure d'alg&egrave;bre c'est &agrave; dire qu'elle satisfait &agrave; la propri&eacute;t&eacute; de Frobenius :
n(xy, z) = fi{x, yz) pour tous &eacute;l&eacute;ments x, y, z de l'alg&egrave;bre. D'autres exigences sont impo&shy;
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s&eacute;es sur la m&eacute;trique (voir [9]), en particulier la m&eacute;trique doit &ecirc;tre plate et diagonale en
coordonn&eacute;es canoniques sur la vari&eacute;t&eacute; de Frobenius.
Notons {Afc}&pound;_j les coordonnn&eacute;es canoniques sur la vari&eacute;t&eacute; de Frobenius et gkk les coef&shy;
ficients diagonaux de la m&eacute;trique, c'est &agrave; dire que n = Ylk=i 9kk(d\k)2, o&ugrave; gkk sont des
fonctions de {A/t}&pound;=1.
La structure d'alg&egrave;bre dans l'espace tangent est aussi diagonale en coordonn&eacute;es cano&shy;
niques, elle est d&eacute;finie par d\kd\l = &agrave;kid\k- Le champ vectoriel unit&eacute; dans l'alg&egrave;bre est
ainsi
e-&plusmn;lk
(,18,
Le champ vectoriel d'Euler joue un r&ocirc;le important dans la th&eacute;orie, en coorodnn&eacute;es cano&shy;
niques il a la forme
(2.19)
K
k=1
Il est commode d'&eacute;crire les conditions impos&eacute;es pour la m&eacute;trique dans la d&eacute;finition d'une
vari&eacute;t&eacute; de Frobenius en termes de coefficients de rotation de la m&eacute;trique.
Pour une m&eacute;trique diagonale Ylk=i 9kk(d\k)2 les coefficients de rotation sont d&eacute;finies par
Ai =
k ^ l.
(2.20)
y/9kk
Les axiomes d'une vari&eacute;t&eacute; de Frobenius impliquent le syst&egrave;me suivant des coefficients de
rotation :
Pu = Pikdxflu = Pkjftj
pour j, k, l distincts.
(2.21)
(2.22)
n
=
(2-23)
j=l
n
=
j=1
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(2-24)
Dans ce qui suit, nous utilisons la matrice T des coefficients d&egrave; rotation :
Tfcz = 0ki
if
and
Tkk = 0.
(2.25)
et la matrice V d&eacute;finie par V = [r, U ] , o &ugrave; U est la matrice diagonale U = diag( A i , . . . , &Agrave; n ) .
Les entr&eacute;es de la matrice V sont donc comme suit :
Vki = Pki{h ~ Afc)
2.3.2
if
k^l
and
Vkk = 0.
(2.26)
Les structures de Frobenius sur les espaces de Hurwitz
Dans la construction des structures de FYobenius sur les espaces de Hurwitz &icirc;Kg;ni
nm)
les coorodonn&eacute;es locales {Ai,...,A„} sur l'espace de Hurwitz (points de branchement
finis simples du rev&ecirc;tement ramifi&eacute;) deviennent les coordonn&eacute;es canoniques sur la vari&eacute;&eacute;
de Frobenius.
Le syst&egrave;me (2.21) — (2.24) des coefficients de rotation poss&egrave;de plusieurs ensembles de
solutions sur les espaces de Hurwitz. Un de ces ensembles est donn&eacute; par la bi-diff&eacute;rentielle
W :
0 u = \ w ( P k , Pi)
pour
k,l = l, ...,n
,k^l,
(2.27)
o&ugrave; l'&eacute;valuation de W en les points de ramification Pk, Pi est effectu&eacute;e par rapport aux
param&egrave;tres locaux standards xk et xj d'une fa&ccedil;on similaire &agrave; (2.11).
La solution (2.27) donne lieu (voir [15]) &agrave; des structures de Frobenius semi-simples de
Dubrovin sur les espaces de Hurwitz
[9]- Notons cependant que la bidifF&eacute;ren-
tielle W d&eacute;pend du choix de la base canonique d'homologie {ak,bk}9k=1 sur la surface
&pound;&gt;. Par cons&eacute;quent et proprement dit, la structure de Frobenius correspondante devrait
&ecirc;tre consid&eacute;r&eacute;e comme une structure sur le rev&ecirc;tement
iTlm
de l'espace de Hurwitz
&deg;&ugrave; les points dans le fibr&eacute; au-dessus d'un point (&lt;&pound;,/) de l'espace de Hurwitz
repr&eacute;sentent des rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s identiques &agrave; (&pound;, /) avec diff&eacute;rents choix de bases
canoniques d'homologie.
Un autre ensemble de solutions du syst&egrave;me de coefficients de rotation est donn&eacute; dans [15]
en termes des noyaux de Schiffer (2.8) et de Bergman (2.9) et donne lieu aux vari&eacute;t&eacute;s de
Frobenius-Hurwitz &quot;r&eacute;elles doubles&quot; de Dubrovin. Puisque les noyaux de Schiffer et de
Bergman ne sont pas holomorphes (2.17) par rapport aux points de branchement {A*}, cet
ensemble de solutions est alors d&eacute;fini sur l'espace de Hurwitz
consid&eacute;r&eacute; comme
vari&eacute;t&eacute; r&eacute;elle, qui est aussi une vari&eacute;t&eacute; dont les coordonn&eacute;es locales sont donn&eacute;es par
l'ensemble de points de branchement finis simples {Afc}&pound;=1 et l'ensemble de leurs conjugu&eacute;s
complexes {&Agrave;fc}&pound;=1. Les &quot;r&eacute;elles doubles&quot; sont donc les structures de vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius
sur l'espace de de Hurwitz
coordonn&eacute;es canoniques {Ai,..., An; Ai,, An}
et la matrice de coefficients de rotation T de dimension 2n x In suivante (voir (2.25)),
o&ugrave; les entr&eacute;es sur la diagonale sont nulles c.&agrave;.d. nous posons Q(Pj, P*) := 0 :
/(Ifi^P,))..
(iB(Pu^))tA
r=
i,j = l,...,n,
(2.28)
o&ugrave; Pfc, k = 1,..., n, sont les points de ramification du rev&ecirc;tement (&pound;, /) et l'&eacute;valuation de
la bidiff&eacute;rentielle en ces points est effectu&eacute;e comme ci-dessus par rapport aux param&egrave;tres
locaux standards Xk(P) = y / f { P ) — A*.
Notons que, d'apr&egrave;s la Remarque 2.2.3, les coefficients de rotation des &quot;r&eacute;elles doubles&quot;
ne d&eacute;pendent pas du choix de la base canonique d'homologie. Selon [15], ceci implique
que les structures de Frobenius correspondantes sont aussi ind&eacute;pendantes du choix de la
base canonique d'homologie. En d'autres termes, les &quot;r&eacute;elles doubles&quot; sont des structures
de Frobenius d&eacute;finies sur l'espace de Hurwitz r&eacute;el ^.ni
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^ et non sur son rev&ecirc;tement.
CHAPITRE 3
Le probl&egrave;me fuchsien de
Riemann-Hilbert &quot;r&eacute;el double&quot;
3.1
Introduction
La famille suivante d'&eacute;quations diff&eacute;rentielles matricielles lin&eacute;aires de dimension n x n de
type (1) est associ&eacute;e &agrave; chaque vari&eacute;t&eacute; de Frobenius de dimension n [9] :
(3.1)
o&ugrave; Ei est une matrice diagonale dont un seul coefficient est non nul &eacute;gal &agrave; 1 sur la i&egrave;me
place sur la diagonale, V est donn&eacute;e par (2.26), I est la matrice identit&eacute; et a est un
nombre complexe arbitraire. Une matrice solution $ de cette &eacute;quation est en g&eacute;n&eacute;ral
non-univoque sur la A-sph&egrave;re, &eacute;tant analytiquement prolong&eacute;e le long des g&eacute;n&eacute;rateurs du
groupe fondamental 7Ti(CP1 \ {Ax,..., An}) elle est multipli&eacute;e &agrave; droite par des matrices
de monodromie. Les matrices de monodromie g&eacute;n&egrave;rent le groupe de monodromie de la
vari&eacute;t&eacute; de Frobenius. Gr&acirc;ce aux axiomes d'une vari&eacute;t&eacute; de Frobenius [9], les matrices
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de monodromie ne d&eacute;pendent pas de positions {&Agrave;*} des singularit&eacute;s de l'&eacute;quation (3.1),
c'est &agrave; dire l'&eacute;quation est isomonodromique (le syst&egrave;me de Schlesinger est &eacute;quivalent
au syst&egrave;me (2.22) - (2.24)pour les coefficicents de rotation de la vari&eacute;t&eacute; de Probenius
correspondante, voir Remarque 3.9 dans [9]). La condition d'isomonodromie implique
aussi le syst&egrave;me suivant par rapport &agrave; {Ai} :
j=1
(3.2)
Une solution fondamentale de (3.1) comporte des informations compl&egrave;tes sur la famille
correspondante de vari&eacute;t&eacute;s de Probenius.
Dans le cas des vari&eacute;t&eacute;s de Probenius des coefficients de rotation (2.27), une solution
fondamentale des &eacute;quations (3.1) et (3.2) et ses monodromies ont &eacute;t&eacute; trouv&eacute;es dans [14].
Dans la section qui suit nous pr&eacute;sentons une solution de (3.1)-(3.2) correspondante aux
vari&eacute;t&eacute;s de Probenius de coefficients de rotation (2.28) et nous la relions &agrave; celles dans
[14].
3.2
Les probl&egrave;mes de Riemann-Hilbert fuchsiens en th&eacute;o&shy;
rie des vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius
Consid&eacute;rons les espaces de Hurwitz r&eacute;els &quot;Kg.tniv..jnm des rev&ecirc;tements ramifi&eacute;s (&pound;,/), o&ugrave;
&pound; est une surface de Riemann de genre g et f est une fonction m&eacute;romorphe de degr&eacute;
d sur &pound;. Les coordonn&eacute;es locales sur cet espace de Hurwitz sont donn&eacute;es par les points
de branchement {Ai}&quot;=1 des rev&ecirc;tements et leurs conjugu&eacute;s complexes {Ai}&quot;==r Ces coor&shy;
donn&eacute;es deviennent les coordonn&eacute;es canoniques des structures des vari&eacute;t&eacute;s de Probenius
&quot;r&eacute;elles doubles&quot; construites sur
L,
&lt;7,711
„ consid&eacute;r&eacute;e comme une vari&eacute;t&eacute; r&eacute;elle.
Nous utilisons ici la notation suivante des coordonn&eacute;es canoniques : {Ai,..., A2 n | A n +j =
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Xi pour i = l,...,ra}. Notons que seulement les n premi&egrave;res coordonn&eacute;es canoniques
correspondent aux points de branchement des rev&ecirc;tements (&pound;,/)•
Avec cette notation, un probl&ecirc;me fuchsien de Riemann-Hilbert de la famille (3.1), (3.2)
(param&eacute;tr&eacute;e par a G C) pour les &quot;r&eacute;elles doubles&quot; est &eacute;quivalent au syst&egrave;me suivant (voir
[9], [10])
&sect;
,3,)
'-1 2&quot;'
S
(3'4)
Ici la matrice $ de dimension 2n x 2n est une fonction des variables &Agrave; et
matrice V est d&eacute;finie comme pr&eacute;c&eacute;demment par V
La
= [r, U ] , o &ugrave; T est la matrice des coeffi&shy;
cients de rotation donn&eacute;e par (2.28), U = diag (Ai,..., A 2 n ) et Ei = diag (0,..., 0,1,0,..., 0)
est une matrice de dimension 2n x 2n avec la &iuml;&egrave;me composante non nulle sur la diagonale.
Plus pr&eacute;cis&eacute;ment, la matrice V est
=
8S S)'
j
&lt;3-5)
une matrice 2n x 2n form&eacute;e par quatre nxn- blocs avec des 0 sur la diagonale, Vkk = 0
pour k = 1,..., 2n.
Afin de faciliter l'&eacute;criture des formules, nous utilisons aussi les indices j pour les quantit&eacute;s
correspondantes aux coordonn&eacute;es An+i = Ai} qui est
$Tj •= ^n+i,n+j,
3.3
:= rn+i)n+J ; T- := riin+J et
• = &lt;&amp;n+i,j e t V JJ : = K l + i , n + j , K j : = V i &lt; n + j , e t c . p o u r 1 ^ i , j &lt; n .
Construction d'une solution pour a = —1/2
Rappelons d'abord les id&eacute;es de base de la construction d'une solution au probl&egrave;me de
Riemann-Hilbert de [14] pour les vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius Hurwitz avec les coefficients de ro&shy;
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tation (2.27) donn&eacute;s en termes de la bi-diff&eacute;rentielle W. Nous allons utiliser cette solution
dans notre construction actuelle.
L'ensemble des contours suivant, sur la surface de Riemann, va indexer les colonnes de la
matrice solution
Ces contours g&eacute;n&egrave;rent le groupe d'homologie relative /fi(&pound;\/-1(oo);
/-1(A)) avec des coefficients dans Z de la surface de Riemann compacte &pound; &eacute;point&eacute;e aux
points oo^,..., oo^ relative &agrave; l'ensemble de d points /-1(A) = {A^,...,A^}. Nous
supposons ici que A € CP1 est diff&eacute;rent des points de branchement de sorte que tous les
points {A^}&pound;=1 dans la fibre au-dessus de A sont distincts.
Soient 7fc,fc+i(A) le contour connectant les points A^ et A^fc+1^ sur la surface &pound; et lj un
contour ferm&eacute; sur la surface &pound; encerclant le point oo(^ dans le sens positif.
Nous choisissons l'ensemble des g&eacute;n&eacute;rateurs suivants
C-2i—i — au
Cii — bi,
c*2g+j = ljJ
C&icirc;g+m—1+fc
=
1=1,..., 9',
j = 1&raquo; •••) TTl — 1)
7fc,fc+l(A),
k = 1,..., d
(3-6)
1.
Ici {ai, h } f = l est une base canonique d'homologie fix&eacute;e dans le groupe d'homologie H \ (-&pound;, Z)
Notons que cette base ne co&iuml;ncide pas n&eacute;cessairement avec la base canonique d'homolo&shy;
gie par rapport &agrave; laquelle la bi-diff&eacute;rentielle W et les diff&eacute;rentielles holomorphes uij sont
normalis&eacute;es, voir (2.6) et (2.7).
Selon la formule de Riemann-Hurwitz, le nombre 2 g + d + m — 2 des g&eacute;n&eacute;rateurs ci-dessus
du groupe d'homologie relative est &eacute;gal au nombre n des points de branchement finis
M?.iConsid&eacute;rons un certain point A0 G C qui ne co&iuml;ncide avec aucun des points de bran&shy;
chement {Aj}&quot;=1. Soit D C C un voisinage ouvert simplement connexe de Ao tel que
f~l(D) est compos&eacute; de d composantes connexes. Pour tout A € D nous pouvons obtenir
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les &eacute;l&eacute;ments de base (3.6) du groupe d'homologie relative H i ( C \ f
1(oo);
/
X(A))
par
une petite d&eacute;formation lisse des &eacute;l&eacute;ments respectifs de H\ (L\ /_1(oo); /-1(Ao)).
Alors une matrice &lt;j&gt;(A) de dimension nxn solution du syst&egrave;me (3.1), (3.2) avec a = —1/2
e t des coefficients de rotation (2.27) poss&egrave;de la forme suivante : On note ^Cj\ j = 1,..., n
les colonnes de la solution o&ugrave; CJ € HX (&pound; \ /_1(oo); /-1(^)) sont les contours de (3.6).
Pour &Agrave; G D, le i&egrave;me &eacute;l&eacute;ment de la colonne
=
est donn&eacute; par
W(P,PJ- [ f(P)W(P,P,),
JCj
Pour les autres valeurs de A, la solution
i=l,...,n.
(3.7)
JCj
est obtenue par un prolongement analytique
des fonctions (3.7).
Remarque 3.1 Dans [14] il a &eacute;t&eacute; montr&eacute; que la matrice (3.7) donne un ensemble com&shy;
plet de solutions lin&eacute;airement ind&eacute;pendantes du syst&egrave;me lin&eacute;aire fuchsien (3.1), (3.2),
(2.27) avec a = —1/2. La preuve de la compl&eacute;tude donn&eacute;e dans [14] est assez longue;
elle est bas&eacute;e sur la d&eacute;g&eacute;n&eacute;rescence du rev&ecirc;tement (L, /) et par r&eacute;currence sur le genre
de la surface et le degr&eacute; du rev&ecirc;tement. Pour le probl&egrave;me &eacute;tudi&eacute; ici, nous donnons une
preuve simple de l'ind&eacute;pendance lin&eacute;aire des colonnes de la matrice solution bas&eacute;e sur la
relation entre notre solution et celle dans [14]-
Nous sommes maintenant en position de p&eacute;senter une solution au probl&egrave;me 2n x 2n de
Riemann-Hilbert (3.3)-(3.5).
&Eacute;non&ccedil;ons d'abord un syst&egrave;me &eacute;quivalent du syst&egrave;me (3.3)-(3.5) dans le cadre des vari&eacute;t&eacute;s
de Frobenius (voir chapitre 2, paragraphe 2.3). De mani&egrave;re analogue au cas des syst&egrave;mes
(3.1), (3.2) &eacute;tudi&eacute;s dans [14], le lemme suivant est toujours valide.
Lemme 3.2 Un vecteur (v?i,...,&lt;^2n)T satisfait au syst&egrave;me lin&eacute;aire (3.3)-(3.5) si et seule&shy;
ment si les &eacute;quations suivantes sont v&eacute;rifi&eacute;es pour chaque composante &lt;pi
A^ + E (ipi)= z = 1, ...,2n;
+ e (ifii) = 0,
= rWfc,
i = l,...,2n;
i=l, ...,2n,
(3.8)
(3.9)
(3.10)
o&ugrave; E repr&eacute;sente le champ vectoriel d'Euler (2.19), et e le champ vectoriel unit&eacute; (2.18).
La preuve de ce lemme rep&egrave;te celle dans [14] elle est donc omise ici.
Th&eacute;or&egrave;me 3.3 S o i t ( &pound; , / ) u n r e v &ecirc; t e m e n t r a m i f i &eacute; d e l ' e s p a c e d e H u r w i t z
des points de ramification simples
Pi
avec
et des points de branchement Aj = f(Pi), 1 &lt;i &lt;n.
Notons An+i := Aj pour 1 &lt; i &lt; n. Comme pr&eacute;c&eacute;demment, D est un domaine ouvert
connexe dans CP1 qui ne contient aucun point de branchement. Soit Q et B les noyaux
de Schiffer et de Bergamnn (2.8) et (2.9).
La fonction matricielle suivante $ (A), A (E D, form&eacute;e par les quatre n x n-blocs, satisfait
au syst&egrave;me (3.3)-(3.4) avec une matrice V donn&eacute;e par (3.5) et a — —1/2 :
' (* le, n C' p&lt;&gt; - 4 / ( p ) h (P, P i ) ) v
^Ic,B(P'P&gt;) -/q/cw.&acirc;))
(a/cj
(a
B (P, P ,) - f C j 7 ( P ) B ( p , p , ) )
fc, nxmj - jC) f(p)n (P, pl))i
(3.11) '•
Ici les Cj, j = 1,...,n sont les contours de base (3.6). Les lignes de chaque bloc de la
matrice $(A) sont index&eacute;es par les points de ramification Pi, i = 1,..,n, les colonnes
sont index&eacute;es par les contours Cj, j = 1, ...,n.
D&eacute;monstration
La preuve de ce th&eacute;or&egrave;me est donn&eacute;e en une s&eacute;rie de Lemmes 3.4,
3.5, et 3.6 ci-dessous.
•
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Lemme 3.4 Les colonnes de la fonction matricielle $ (A) d&eacute;finies pour A G D par (S.11)
satisfont &agrave; l'&eacute;quation (3.10).
D&eacute;monstration
Notons &amp;ci\ 1 &lt; j &lt; 2n les colonnes dans (3.11). Le lemme est
prouv&eacute; par simple diff&eacute;rentiation des composantes de
utilisant les formules varia&shy;
tionnelles (2.10) - (2.17). Notons que A et Cj ne d&eacute;pendent pas des points de branchement
Ak du rev&ecirc;tement.
Pour 1 &lt; i , j , k &lt; n e t i ^ k , e n utilisant les formules variationnelles (2.16) nous obtenons
= i n (Pi, p t ) ( x
n (P, p t ) -
f(P)n (p, pk) j ,
qui par la d&eacute;finition (2.28) des coefficients de rotation
(Pfc, Pi) co&iuml;ncide avec
(3.10) pour i, j, k = 1, ...,n, i ^ k.
Pour 1 &lt; i , j &lt; n la d&eacute;riv&eacute;e de la &iuml;&egrave;me composante &lt;&amp;•
3
par rapport &agrave; An+fc = A&amp; avec
k = 1,..., n est obtenue d'une mani&egrave;re similaire en utilisant les formules variationnelles
(2.17) et la d&eacute;finition (2.28) de rj&gt;n+fc =
(Pj, J^t).
Toujours pour 1 &lt; j &lt; n, d'une mani&egrave;re analogue nous prouvons (3.10) pour i =
n + 1,..., 2ra,. A; = 1,...,7i et pour i = n + l,...,2n, k = n + 1, ...,2n en d&eacute;rivant
4f&lt;' = A f B ( P , T ? ) - f
JCj
f ( P ) B (P.fl)
JCj
par rapport &agrave; Afc et Afc, respectivement, utilisant les formules variationnelles (2.16) et
(2.17).
Pour les colonnes index&eacute;es par j = n + l,..., 2n, la preuve est analogue.
•
Lemme 3.5 Les coefficients de la fonction matricielle $ (A) d&eacute;finies par (3.11) satisfont
&agrave; l'&eacute;quation (3.9).
59
D&eacute;monstration
Consid&eacute;rons une application biholomorphe &pound; —&gt; L&amp; de la surface de
Riemann &pound;&gt; qui agit sur les feuillets du rev&ecirc;tement (&pound;, /) en envoyant un point P projet&eacute;
e n &Agrave; = f ( P ) s u r l a b a s e d u rev&ecirc;tement, e n u n p o i n t P 6 p r o j e t &eacute; en A5 = / ( P s ) = f ( P )+ &ocirc;
sur cette base. Les points de branchement Ai, i = 1,..., n sont envoy&eacute;s en les points de
branchement Af = A* + &lt;5 de Ls.
Les param&egrave;tres locaux dans un voisinage d'un point de ramification Pi sont invariants sous
cette transformation : xf(P) = i/A + 5 — (A* + &lt;5) = v^A — A&raquo; = Zj(P). La bi-diff&eacute;rentielle
fondamentale W, le noyau de Schiffer Q, le noyau de Bergman B sont invariants sous toute
transformation biholomorphe, donc WS(PS,QS) = W(P,Q),
$&Iuml;S(PS,Qs) = Q(P,Q),
BS(PS,QS) = B(P,Q). Ici Ws,Q,s, Bs sont les objets correspondants d&eacute;finis sur &amp;s.
Relevons la fonction $(A) d&eacute;finie dans D sur les domaines f ~ l ( D ) au rev&ecirc;tement en
&eacute;crivant A = f(P) et A5 = f(Ps). Apr&egrave;s la transformation biholomorphe de la surface, le
(C*3
i j &egrave; me terme
de $(/(P)) pour 1 ^ i, j ^ n a la forme :
(*P (/(p)))s =
/ ( p 1) Jct
HQ)O s(Q , p?).
n&raquo;(&ccedil;, p&gt;) -
En changeant la variable d'int&eacute;gration Q en Qs et utilisant l'invariance de Q sous les
transformations biholomorphes, nous obtenons
(&reg;fJ&gt; ( / ( / &gt; ) ) ) ' = ( f ( P ) + &ocirc;) f nw.p,)- [ ( f (Q)+ s ) n ( Q , p j .
J Cj
J Cj
En diff&eacute;rentiant cette &eacute;galit&eacute; par rapport &agrave; 6 et en &eacute;valuant en &lt;5 = 0 nous obtenons
&eacute;K*'w&raquo;)'L- o.
D'un autre c&ocirc;t&eacute;
| W P ) ) ) ' | fo0 =
+ e (*f&quot;(A)) ,
o&ugrave; e est le champ vectoriel unit&eacute; (2.18). Ces deux &eacute;galit&eacute;s fournissent la formule d&eacute;sir&eacute;e.
La preuve pour les autres valeurs de i et j est tout &agrave; fait similaire.
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•
Lemme 3.6 Les coefficients de la fonction matricielle &lt;&iuml;&gt; (A) (3.11) satisfont &agrave; l'&eacute;quation
(3.8) avec a = —1/2.
D&eacute;monstration
Nous prouvons le lemme pour les coefficients de la matrice $ (A)
index&eacute;es par 1 ^ i, j ^ n ; la preuve pour les autres valeurs de i et j est analogue.
Consid&eacute;rons une transformation biholomorphe &pound;&gt; —&gt; &pound;&pound;, e G M de la surface de Riemann
L, qui agit sur les feuillets du rev&ecirc;tement (&lt;&pound;,/) en envoyant un point P projet&eacute; en
A = f ( P ) s u r l a b a s e d u r e v &ecirc; t e m e n t , e n u n p o i n t P e p r o j e t &eacute; e n A € = f ( P e ) = ( 1+ e ) f ( P )
sur cette base. Les points de branchement Ai de (&pound;,/) sont envoy&eacute;s en les points Af =
(1 + fi)A j.
Les param&egrave;tres locaux x\(P) dans un voisinage d'un point de ramification Pi se trans&shy;
forment comme suit : x\{P) = y/1 + exi(P) . Le noyau de Schiffer Q &euml;t le noyau de
Bergman B restent invariants sous transformations biholomorphes de la surface, donc
pour notre transformation on a &Ccedil;l€(Pe,Qe) = Q(P,Q), et Be(P-f,Qf) = B(P,Q). Ici Q,c,
B€ sont les bi-diff&eacute;rentielles correspondantes sur &pound;e. La transformation du param&egrave;tre
local Xi implique le changement suivant dans l'&eacute;valuation des bi-diff&eacute;rentielles par rap&shy;
port &agrave; Xi en un point de ramification Pi (voir (2.11)) : f&icirc;!&pound;(P&pound;, Pf) = fi(P, Pi)/y/1 + e et
B *(P*,Pf) = B (P ,Pi)/V&Iuml;T~e.
Relevons, comme ci-dessus, la fonction &lt;&Euml;&gt;(A) d&eacute;finie dans D sur les domaines f ~ l ( D ) du
rev&ecirc;tement en &eacute;crivant A = f(P) et A&pound; = f{P€)- Apr&egrave;s transformation biholomorphe de
la surface, le ij&egrave;me terme
de &lt;&pound;(/(P)) pour 1 ^ i, j ^ n a la forme :
(*! c &lt; ) ( / ( p &raquo; )' = n n J c t &laquo;•(&lt;?, pt) - &pound; /(&lt;?)&laquo;*(&laquo;, p;)En faisant un changement de variable d'int&eacute;gration de Q en Q € et utilisant l'invariance
f l e ( P e , Q f ) = Q ( P , Q ) , nous obtenons
(&laquo;ie'1 (/(p)))' = v t m &icirc;f'&gt; (/(p)).
En diff&eacute;rentiant cette &eacute;galit&eacute; par rapport &agrave; e en e = 0 donne
|(#''(/(p)))-L_o=i&laquo;f''(/(p)).
D'un autre c&ocirc;t&eacute;
&pound;
de
( * f (/(p)))' |e=0 = *
+ e (#'(*)) ,
o&ugrave; E est le champ vectoriel d'Euler (2.19). L'&eacute;galit&eacute; des membres droits de deux derni&egrave;res
•
expressions donne le r&eacute;sultat d&eacute;sir&eacute;.
Nous avons donc construit une matrice (3.11) dont les colonnes satisfont au syst&egrave;me li&shy;
n&eacute;aire (3.3) -(3.5). Nous cherchons &agrave; prouver que les
n
vecteurs-solutions donn&eacute;s sont
lin&eacute;airement ind&eacute;pendants. Dans le th&eacute;or&egrave;me qui suit nous &eacute;tablirons une relation entre
la matrice (3.11) et la solution fondamentale (3.7) du syst&egrave;me lin&eacute;aire (3.1) - (3.2) cor&shy;
respondante aux structures de Frobenius-Hurwitz avec des coefficients de rotation (2.27).
Cette relation nous aidera &agrave; prouver que la matrice $ (3.11) est une solution fondamentale
du syst&egrave;me lin&eacute;aire.
Remarque 3.7 Par la suite nous adoptons la notation suivante. Dans un voisinage
d'un point regulier P du rev&ecirc;tement (&pound;,/) nous choisissons A = f(P) un param&egrave;tre local
distingui&eacute;. Nous &eacute;crivons dpUi(P) pour la d&eacute;riv&eacute;e suivante par rapport au param&egrave;tre local
A = f(P) : une diff&eacute;rentielle holomorphe ui{P) dans un voisinage d'un point regulier a la
forme ui(P) = hi(X)d\(P) avec hi(A) une fonction holomorphe, alors on pose dpcui(P) :=
h'^dXiP).
Le lemme technique suivant est utilis&eacute; par la suite.
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Lemme 3.8 Pour tout 1 &lt; l &lt; g, les &eacute;galit&eacute;s suivantes sont valides
t
fr&gt;^
e(uN { P ) ) =
dui(P)
Q X ~'
EMP))= -XdpUiiP)-^),
o&ugrave; e est le champ vectoriel unit&eacute; (2.18) et E est le champ vectoriel d'Euler (2.19).
D&eacute;monstration
Ces &eacute;galit&eacute;s peuvent &ecirc;tre obtenues en consid&eacute;rant les deux trans&shy;
formations biholomorphes de la surface de Riemann &pound; &agrave; partir des Lemmes 3.5 et 3.6,
plus pr&eacute;cis&eacute;ment, les applications biholomorphes L —&raquo; Ls et &pound; -*• Le. Les diff&eacute;rentielles
holomorphes ui sont invariantes sous transformation biholomorphe de la surface, ainsi
nous avons
OJI(P)
= UF(PS) et UJI(P) = wf(Pe). En diff&eacute;rentiant ces relations par rapport
&agrave; 6 et e, nous obtenons :
dX
s=1
d\a
=^
&laquo;.fu-)-!
urfn-o
dS &lt;5=o
d&ocirc; s=o
et
= I |„0w'!p) = &deg;-
f(p)dpu,(p) + u,(P) + &pound;
5=1
o&ugrave; la d&eacute;riv&eacute;e dpUi( P ) est prise par rapport au param&egrave;tre local distingu&eacute; A = f ( P )
dans un voisinage d'un point regulier (voir la Remarque 3.7) pour lequel nous avons
Ae = / ( P &pound; ) = (1 + e ) f ( P ) e t dX€ = (1+ e)dX.
•
Dans le th&eacute;or&egrave;me qui suit nous utilisons la matrice T form&eacute;e par quatre n x n-blocs et
d&eacute;finie comme suit
t (E&Icirc;J-. (taB)&laquo; U k ( P t M P i ) ) v
- (EU.
&quot;.(Pi))..
- (a,.
MPlMPi))(JN
(E&iuml;,,.i (ImB)&quot;1^)^)),. /
(3.12)
o&ugrave; i , j G {1,... ,n} e t (Jk, k = 1,g est la base des diff&eacute;rentielles holomorphes normali&shy;
s&eacute;es sur la surface de Riemann ; B est la matrice de Riemann.
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Th&eacute;or&egrave;me 3.9 La solution $(A) (3.11) du probl&egrave;me de Riemann-H&iuml;lbert (3.3)-(3.4) est
reli&eacute;e &agrave; la solution (f&gt; (3.7) du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert (3.1) - (3.2), (2.26), (2.27)
par la transformation de Schlesinger suivante :
/0(A)
0 \
*(a)=(i + &pound;t&agrave;)
.
\o
(3.13)
m)
Ici 0 est lenx n-bloc form&eacute; par des z&eacute;ros, I est la matrice identit&eacute; de dimension 2n x 2n,
T est la matrice (3.12) et A est la matrice diagonale de dimension 2n x 2n donn&eacute;e par
A = diag(A —Ax, ... A — An, A — Ai, ... A —&Acirc;^).
(3-14)
D&eacute;monstration
&Eacute;crivons le membre droit de (3.13) explicitement. Pour faciliter le
h B\
calcul nous notons TA =1
I o&ugrave; A, B, C et D d&eacute;signent des n x n-blocs. En
\C
d&eacute;veloppant le membre droit de (3.13) on a
W
/,
7T
, \
(/+2TA)
x
0
'
1
0(A)/
/
\ 0
'
\
+
7T
&lt;&pound;(A),
/ a0(A)
,
b0(A)
(3.15)
^C0(A) ' D0(A)/
En utilisant le d&eacute;finition (3.7) de la matrice &lt;j&gt; la i j &egrave; me composante de A0(A) s'&eacute;crit
comme suit
(A&lt;A(A))ti = &pound;
8=1
&pound; (ImB)S1 (A - X.)u, k (PM(P.)
&lt;k,l=1
/
,
A f W ( P , P s ) - [ f(P)W (P,P8)
JCj
JCj
.
Prenons en compte les formules variationnelles (2.15), l'expression pour (A&lt;p(X))ij se
r&eacute;&eacute;crit comme
^dut(P)\
d\s )
2 &Euml; wt(fi)
k,l=l
. (3.16)
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En utilisant le Lemme 3.8, nous obtenons pour les deux premiers termes dans (3.16)
Vc
- fCj m &plusmn;
= -al
Jci nm*AF).
m+
Apr&egrave;s int&eacute;gration par parties, le membre droit de cette derni&egrave;re &eacute;galit&eacute; devient
- F &lt;*(P)JCj
(3-17)
Ici nous avons utilis&eacute; le fait que le contour d'int&eacute;gration Cj est soit ferm&eacute; soit commence
et finit dans l'ensemble /-1(A). Encore une fois en vertu du Lemme 3.8 nous avons pour
les termes des secondes parenth&egrave;ses de (3.16)
Je,
9XS
jc.
dXs
- A [ [ f ( P ) d P u l { P ) + u&gt; t (P)\ + [ f ( P ) [/(P)&Ocirc;pWi(P) + u*(P)].
JCj
JCj
D'une mani&egrave;re similaire &agrave; (3.17), l'int&eacute;gration par parties dans le second membre donne
- f /(p )&laquo;,(p ).
JCj
En substituant ces r&eacute;sultats dans (3.16), nous obtenons
(A^(A))&laquo; = -2&egrave;(ImB);1wi(fi) [ X f w , ( P ) - f /(J&gt;,(P)
\ Jci
k,l=l
ci
/
D'une mani&egrave;re analogue, nous obtenons pour les trois autres blocs.
(B&laquo;Sj)y=2&egrave;(ImB)^i^CR)(A/ u,(P)~ f /(P)u,,(P)
fc,i=1
=2&Eacute;
k,l=l
\
Jc i
Jc i
j
^(PO ( A / &lt; P ) - f /(PMP)
\
65
Jc i
Jc i
j
(D0(A))y = -2
k,l=1
(toB )^ U t (Pi) (A f U ,,(P ) - f f ( P ) u , ( P ) ) .
Jci
\ Jci
/
Les quatre derni&egrave;res &eacute;galit&eacute;s avec (3.15) et les d&eacute;finitions (2.8), (2.9) des noyaux de
Schiffer et de Bergman prouvent (3.13).
•
Le th&eacute;or&egrave;me qui suit montre l'ind&eacute;pendance lin&eacute;aire des colonnes de notre matrice solu&shy;
tion (3.11). La preuve est bas&eacute;e sur la relation (3.13) entre notre solution et la matrice
(voir [14]) non-d&eacute;g&eacute;n&eacute;r&eacute;e &lt;fi (3.7). Nous aurons besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 3.10 Soit ui,...,ug la base des diff&eacute;rentielles holomorphes normalis&eacute;es d&eacute;finie
sur une surface de Riemann &pound;. Les &eacute;galit&eacute;s suivantes sont valides :
n
n
5&gt;*(P.)a*(P.) =
0
et
8=1
D&eacute;monstration
Ascl&gt;k(Ps)ui(Ps) = 0.
8=1
En utilisant la formule variationnelle (2.15) et la d&eacute;formation biho-
lomorphe infinit&eacute;simale du Lemme 3.5 nous obtenons
X&gt;(P&raquo;)a,(P.) = &pound;&sect;&pound; = ^
8=1
= 0,
8=1
en raison de l'invariance de la matrice de Riemann sous transformation biholomorphe de
la surface.
D'une mani&egrave;re analogue, les formules variationnelles de Rauch impliquent
&ocirc;Bfci
mJ2X8Uk(Ps)u&gt;i(P8) =
8=1
d
~ de
8=1
e -0,
™kl
e—0
o&ugrave; dans les deux derni&egrave;res &eacute;galit&eacute;s nous utilisons la transformation biholomorphe &pound; —&gt; &pound; e
du Lemme 3.6 (Be est la matrice de Riemann de la surface transform&eacute;e &pound;e) et l'invariance
de la matrice de Riemann sous telles transformations.
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Lemme 3.11 La relation (TA)2 = 0 est valide pour la matrice T d&eacute;finie par (3.12) et
la matrice diagonale A (3.14).
( \
A
D&eacute;monstration
B
Notons encore TA = I
I et calculons les quatre blocs de
\C W
(TA)2 :
/a 2 + bc ab+bd\
(TA)2
=
.
\ca+dc cb
(3.18)
+ d2/
Nous prouvons que chaque produit de n x n-blocs dans la matrice s'annule. Un calcul
simple de a 2 utilisant les d&eacute;finitions (3.12) et (3.14) de T et A donne :
(A% = &pound;
&Ecirc; (ImB)&acirc;1 (A - A&gt;t(P,)w|(P.))
3=1
Kk,l=l
)
9
E (ImB);J(A-AJ)wt.(f&gt;.)wp(Pj)}, (3.19)
Kk',l'=1
qui peut s'&eacute;crire comme suit
9
9
(* - *&gt;) E E
(ImB)&ucirc;' u&raquo;t(P()
) &pound;(A - A,)u,(P,)w&raquo;.(P.)
5=1
k,l=l k',l'~1
La derni&egrave;re expression s'annule en vertu du Lemme 3.10.
Pour le produit bc, un calcul simple utilisant les d&eacute;finitions (3.12) et (3.14) de T et A,
donne la ij&egrave;me composante dans la forme :
(BC)„ =-(A-A,) &pound; &pound;
(ImB)^1 u k (Pi) (Im&reg;)^), uit(Pj) J^(A - X s )uJi(P s )u k '(P a )
8=1
qui s'annule aussi en vertu du Lemme 3.10.
De fa&ccedil;on similaire tous les autres produits des blocs dans (3.18) sont nuls.
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Th&eacute;or&egrave;me 3.12 Les colonnes de la matrice $ (&Agrave;) donn&eacute;e par (3.11) forment un en&shy;
semble complet de solutions lin&eacute;airement ind&eacute;pendantes du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert
fuchsien (3.3)-(3.5) pour A € D et a = —1/2.
D&eacute;monstration
Nous montrons que le d&eacute;terminant de la matrice
(3.11) ne s'annule
pour aucun A G D. En raison de (3.13), ce d&eacute;terminant est donn&eacute; par
det $(A) = det (i +
x
det 0 (A) x det^ ( &iuml; ) .
Montrons que le d&eacute;terminant de G( A) = / + |TA est non nul. Du Lemme 3.11 nous
obtenons
(G(A))2 = 2G(A) - I,
qui se re&eacute;crit comme suit
G{A) (G(A) - 21) = - I .
Ceci montre que det G(A) ^ 0 et puisque (f&gt; est une solution fondamentale du probl&egrave;me
de Riemann-Hilbert fuchsien [14} ceci prouve le th&eacute;or&egrave;me.
•
Remarque 3.13 Le th&eacute;or&egrave;me 3.9 implique que les matrices de monodromie pour notre
solution 4&gt; (3.11) poss&egrave;dent une structure diagonale de blocs avec deux n x n-blocs diago&shy;
naux identiques donn&eacute;s par les monodromies correspondantes de la solution &lt;p (voir 3.7)
du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert de [14].
3.4
Solution pour des semi-entiers n&eacute;gatifs a
Dans cette section nous discutons les solutions des probl&egrave;mes de Riemann-Hilbert (3.3)(3.4), (2.28) avec des valeurs du. param&egrave;tre a diff&eacute;rentes de —1/2.
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Notons &lt;&pound;&gt;Q une solution fondamentale du probl&egrave;me (3.3)-(3.4), (2.28) par , rendant ex&shy;
plicite la d&eacute;pendance de la solution du param&egrave;tre a. Comme on peut le voir d'apr&egrave;s le
lemme 3.2, les solutions correspondantes aux diff&eacute;rentes valeurs de a sont reli&eacute;es par
*a+1 =
o&ugrave; Aa(A) = —
i giA-A^
es^
d&reg;a
matrice
= Aa(\)*a( A),
(3.20)
des coefficients dans (3.3). Alors les solutions
4&gt;Q, avec a semi-entier, peuvent &ecirc;tre produites &agrave; partir de notre solution (3.11) pour
a = —1/2 par int&eacute;gration ou par diff&eacute;rentiation. Cependant, les colonnes de la solution
(3.11) qui sont donn&eacute;es par des int&eacute;grales sur des cycles ferm&eacute;s Cj G {{afc; bk}9k=1]
sont lin&eacute;aires en A, ainsi elles peuvent &ecirc;tre diff&eacute;renti&eacute;es seulement une fois pour produire
un r&eacute;sultat non nul. En outre, les A-deriv&eacute;es des colonnes de la matrice (3.11) donn&eacute;es
par des int&eacute;grales sur les a- ou 6-cycles sont lin&eacute;airement d&eacute;pendantes en raison de la
relation suivante entre les p&eacute;riodes des noyaux de Schiffer et de Bergman :
&lt;f Q(P,Q) = - (f B(P, Q) , &lt; f &Ccedil;}(P, Q) = -&lt;f B(P, Q).
J a /&ccedil;
Jak
Jbk
Jbk
Ici les int&eacute;grales sont prises par rapport au premier argument. Ainsi on ne peut pas
trouver une solution fondamentale des syst&egrave;mes avec des valeurs semi-enti&egrave;res positives de
a utilisant notre solution (3.11) et la relation (3.20). Trouver des solutions aux probl&egrave;mes
de Riemann-Hilbert pour les vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius avec des valeurs semi-enti&egrave;res positives
de a demeure une question ouverte.
Cependant, (3.20) peut &ecirc;tre utilis&eacute;e pour construire des solutions fondamentales corres&shy;
pondant &agrave; des valeurs semi-enti&egrave;res n&eacute;gatives de a comme suit.
Proposition 3.14 Pour toute valeur semi-enti&egrave;re n&eacute;gative a = —1/2 — t, t G N, l a
solution $Q du syst&egrave;me correspondant (3.3)-(3.4), (2.28) a la forme :
(3.21)
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o&ugrave; les coefficients &pound;r sont donn&eacute;s par
S, = -TTT-i &iuml;&iuml;.
r\{t + 1 — r)\
D&eacute;monstration
(3.22)
La preuve est similaire &agrave; celle du Th&eacute;or&egrave;me 3.3, plus pr&eacute;cis&eacute;ment nous
avons &agrave; montrer que les colonnes de la matrice (3.21) satisfont &agrave; chacune des trois &eacute;qua&shy;
tions du Lemme 3.2. Rappelons que A et Cj ne d&eacute;pendent pas des points de branchement
Aj du rev&ecirc;tement.
Notons
1 &lt; i &lt; 2n la jf&egrave;me colonne j = 1,n dans (3.21).
Pour 1 &lt; i , j , k &lt; n e t i ^ k , en difF&eacute;rentiant la i j &egrave; me composante de $a par rapport
&agrave; Afe et en utilisant les formules variationnelles (2.16) et la d&eacute;finition
= -&Ccedil;l(Pk,Pj)
nous obtenons
a *&iuml;j
=
1
/,+1
\n(pt,pj)
-
Jc f(.pya(p,pk)),
\r=0
En diff&eacute;rentiant cette composante de
par rapport &agrave; An+k — Afc pour k = 1, ...,ra et
en utilisant les formules variationnelles (2.17) et la d&eacute;finition ri&gt;n+fe = |B(Pj,Pk) nous
obtenons
g=&laquo;fj = \B(Ps,Pk) ( j 2 ( - m A , + l ' r Jc f(PYB(P,Pk)j ,
Toujours pour 1 &lt; j &lt; n, d'une mani&egrave;re analogue nous prouvons (3.10) pour i =
n + l,...,2n, fc = 1,...,net pour i = n + 1,...,2n, k = n + 1,...,2n en d&eacute;rivant
t+i
tTJ&pound;(-l)r&Ccedil;,A'+1-r / f ( P y B ( P , f i )
r=0
&quot;'Ci
*
par rapport &agrave; Ajt et A*, respectivement, utilisant les formules variationnelles (2.16) et
(2.17).
Pour les colonnes index&eacute;es par j = n + 1,..., 2n, la preuve est analogue.
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V&eacute;rifions maintenant que les colonnes de la matrice solution
satisfont &agrave; l'&eacute;quation
(3.9) :
Consid&eacute;rons une application biholomorphe &pound; —&gt; &pound;s de la surface de Eiemann &pound; qui agit
sur les feuillets du rev&ecirc;tement qui a &eacute;t&eacute; d&eacute;fini dans la preuve du lemme 3.10.
Relevons la fonction $(A) d&eacute;finie dans D sur les domaines
au rev&ecirc;tement en
&eacute;crivant A = f ( P ) et X s = f ( P 6 ) . Apr&egrave;s la transformation biholomorphe de la surface, le
ij&egrave;me terme
de $(/(P)) pour 1 ^ i, j ^ n a la forme (en changenat la variable d'in&shy;
t&eacute;gration Q en Qs et utilisant l'invariance de SI sous les transformations biholomorphes) :
(*&Ocirc; U(P)))S
t+i
.
+1
r
= &pound;(-im/(.P) + i]' &quot; / Lf(Q) + i]rn(Q, pk).
Jcj
r=0
En diff&eacute;rentiant cette &eacute;galit&eacute; par rapport &agrave; S en &lt;5 = 0 et en utilisant la relation (3.22)
nous obtenons
d. .
x
4 (*&laquo; (HP)))'
„
6=0
o.
D'un autre c&ocirc;t&eacute;
d
-jg (*&amp; (f(P))Y &lt;5=0
_ = d\
e (&reg;W) .
o&ugrave; e est le champ vectoriel unit&eacute; (2.18). Ces deux &eacute;galit&eacute;s fournissent la formule d&eacute;sir&eacute;e.
La preuve pour les autres valeurs de i et j est tout &agrave; fait similaire.
Nous montrons maintenant que les colonnes de la matrice solution
tion (3.8)
satisfont &agrave; l'&eacute;qua&shy;
nous le prouvons pour les coefficients de la matrice &lt;&amp;Q (A) index&eacute;es par
1 ^ i, j ^ n ; la preuve pour les autres valeurs de i et j est analogue.
Consid&eacute;rons une transformation biholomorphe &pound; —&gt; &pound;&pound;, e G M de la surface de Riemann
C, qui agit sur les feuillets du rev&ecirc;tement (&pound;, /) tel que consid&eacute;r&eacute; dans le lemme 3.11.
Relevons, comme on l'a fait au d&eacute;but de cette preuve, la fonction &lt;E&raquo;a(A) d&eacute;finie dans
D sur les domaines f~i(D) du rev&ecirc;tement en &eacute;crivant A = f(P) et Ae = f(Pe)- Apr&egrave;s
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de &lt; &amp; a ( f ( P ) ) pour 1 ^
transformation biholomorphe de la surface, le i j &egrave; me terme
i,j ^ n a la forme :
t+1
(&reg;Sj (/C-f)))' =
-
&pound;(-i)rWV&iuml;Ti/(P)r1-'-
/ [vT+7/(Q)]rn(o, ft).
Jc i
r=0
ce qui s'&eacute;crit
(&laquo;&icirc;,(HP&quot;)))' = (i +
(/C))
En diff&eacute;rentiant cette &eacute;galit&eacute; par rapport &agrave; e en e = 0 nous obtenons
A&acirc;4&ucirc;(A)+E (*&laquo;&lt;*&raquo; = I
L=(t+5)(1+&lt;)H^(A) = |„0 =
o&ugrave; E est le champ vectoriel d'Euler (2.19). L'&eacute;galit&eacute; des membres droits de deux derni&egrave;res
expressions donne le r&eacute;sultat d&eacute;sir&eacute;.
•
Notons que la matrice solution (j)a du probl&egrave;me de Riemann-Hilbert de Dubrovin (voir
[14]) correspondante &agrave; a = —\ — t avec t € N, peut &ecirc;tre &eacute;crite comme suit :
t+i
&raquo;
i
+1
*8M = &pound;(- r&amp;-&gt;' -' / S(PfW(P,P,),
(3.23)
'Ci
r=0
o&ugrave; les coefficients &pound;r sont ceux de (3.22).
L'&eacute;nonc&eacute; du Th&eacute;or&egrave;me 3.9 se g&eacute;n&eacute;ralise comme suit :
Th&eacute;or&egrave;me 3.15 La relation entre une solution fondamentale &lt;j&gt;a de [14] au probl&egrave;me de
Riemann-Hilbert de Dubrovin sur les vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius-Hurwitz et la solution corres&shy;
pondante &lt;3&gt;a dans le cas de &quot;r&eacute;elles doubles
avec des valeurs semi-enti&egrave;res n&eacute;gatives du
param&egrave;tre a est la suivante :
$ a (A) = ( /
V
/&lt;f(A)
0 \
+ -——TA) (
,
2a
J\ 0
^(X)J
a=
-1 avec te N.
(3.24)
Ici les matrices T et K sont celles du Th&eacute;or&egrave;me 3.9. La matrice &lt;jf de dimension n x n
est donn&eacute;e par (3.23).
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D&eacute;monstration
En prenant en compte les expressions explicites (3.21) et (3.23) pour
les deux solutions Oa et &lt;f&gt;a, la relation (3.24) entre elles est d&eacute;riv&eacute;e par un calcul direct
utilisant la forme (3.22) des coefficients &pound;r.
En calculant le membre droit de (3.21) nous obtenons la matrice &agrave; quatre blocs,
Efc,i=l WktPiX/mBJfc,1 Eri&Ocirc;(-l)r&Ccedil;rAt+1-r f c . f(P ) UJl(P)
1 ^(PiX/mB)*,1 E^-ir&Ccedil;rA1*1&quot;' f C j /(P), W,(F)&gt;
r
,Ei,=l ^&Icirc;PTKImB)-1 E'to(-l)rCrAt+1-'- f c . f{PY^(P) E2.,=1
Erto(&quot;l)r€rAt+1-r f Cj /(P)o&gt;j(P),
En calculant le membre droit de (3.24) nous obtenons &eacute;galement la matrice &agrave; quatre
blocs,
'
- X,UiP,)) *&raquo;.(A)
&pound;? = 1 (ES,,-!
- E&Icirc;La
- Ef=1 (E2,i=1 ^(PiX/mB)-1^ - A,)MP.))] *?,(A)
(E&Icirc;,,= I u;k(Pi)(/mB)-1(A - &Acirc;7)^)) ^.(&Acirc;)
E&Icirc;Li (E?,,=1 u k (Pi)(lm&laquo;)i&iuml;{\ - As)u&gt;,(P.)) 4&gt;%{T)
A) ,
(3.25)
Wfc(^t)(^m&reg;)fc/1(A
Nous effectuons ici le calcul du bloc
(YH,i=i
(le calcul des autres blocs se fait d'une mani&egrave;re analogue). On a
~~ As)u;/(Ps)^
E (&Egrave; c^Ximl^A - A.MP.)) raj{A) =
S=1 \fc,i=l
N
E
/
/
t+1
g
- K)wi(P a )
E
8=1 \k,l= 1
.
E(-l)r&lt;&pound;rAt+1-
/
f { P ) T W { P , Pi)
Jc i
r=0
/
En utilisant la formule variationnelle (2.15) et en tenant compte de la relation fr +&pound;r-i =
(^)^rj pour r = 1, ...,t + 1, entre les coefficients &pound;r d&eacute;finis dans (3.22), le membre droit
de la derni&egrave;re &eacute;galit&eacute; donne
t+i
,
1
r
+1
r
-2(&lt; + 2)E&quot;*(&laquo;)(MB)j-/ E(- ) &laquo;rA' &quot; / f ( P y u , ( P )
g
k,l=1
Notons que
r=0
Jc i
(-2(t + 1)) = —7r et ce facteur constant apparait dans chacun des
quatres blocs de la matrice (3.25). Ainsi on retrouve l'&eacute;galit&eacute; d&eacute;sir&eacute;e.
Ce qui ach&egrave;ve la d&eacute;monstration du th&eacute;or&egrave;me.
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3.5
D&eacute;formations des vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius-Hurwitz
Les d&eacute;formations des vari&eacute;t&eacute;s de Frobenius-Hurwitz de [9] et leurs &quot;r&eacute;elles doubles&quot; ont
&eacute;t&eacute; construites dans [16]. Ces d&eacute;formations sont introduites d'une mani&egrave;re similaire aux
constructions de [9] et [15] en utilisant les bidiff&eacute;rentielles d&eacute;form&eacute;es W, fi et B res&shy;
pectivement. Les param&egrave;tres de d&eacute;formation forment une matrice sym&eacute;trique q. Chaque
structure de Frobenius-Hurwitz d&eacute;form&eacute;e donne lieu &agrave; un probl&ecirc;me de Riemann-Hilbert
&quot;d&eacute;form&eacute;&quot;. Nous rappelons ici bri&egrave;vement les d&eacute;finitions des bidiff&eacute;rentielles d&eacute;form&eacute;es
et Bq et fournissons une formule reliant la solution $ (voir 3.11) et la solution corres&shy;
pondante &lt;&amp;q du probl&egrave;me d&eacute;form&eacute;. Dans [14] nous trouvons une solution du probl&egrave;me
de Riemann-Hilbert fuchsien d&eacute;form&eacute; correspondant &agrave; une d&eacute;formation similaire &agrave; celle
que nous allons voir ici de la bidiff&eacute;rentielle fondamentale W.
Selon [16], nous introduisons les diff&eacute;rentielles holomorphes
n(P,Q)
(3.26)
et la matrice sym&eacute;trique Bn de leurs b—p&eacute;riodes Bn^- = fbk Vj :
Bn := B(B - B)_1B.
Les diff&eacute;rentielles Vk peuvent &ecirc;tre caract&eacute;ris&eacute;es comme diff&eacute;rentielles holomorphes sur
la surface de Riemann de genre g dont toutes les a— et 6—p&eacute;riodes sont purement
imaginaires except&eacute;e une. Plus pr&eacute;cis&eacute;ment, pour les diff&eacute;rentielles (3.26) nous avons
Re{/6. Vk} = 0 et Re{^ u*} = Sjk/2 pour j, k = 1,...,g. (comme corollaire des rela&shy;
tions bilin&eacute;aires de Riemann : une diff&eacute;rentielle holomorphe dont toutes les p&eacute;riodes sont
imaginaires est nulle.)
De m&ecirc;me que pour le noyau de Schiffer, les diff&eacute;rentielles Vf. ne sont pas holomorphes
par rapport aux points de branchement A*. Leurs formules variationnelles et les formules
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variationnelles de la matrice &reg;n sont analogues aux formules de Rauch (2.15) :
= j n(p,p&gt;t(py),
dBnki
—— =
= 1 B ( p , P })UJP&Iuml;),
dBaki
. —TpT —7T5~\
- = 7TI 1/fc(P,-) Ui(Pj).
.
7T1 Vk {Pj) ViiPj) ,
Les diff&eacute;rentielles d&eacute;form&eacute;es suivantes fiq et JBq satisfont aux formules variationnelles
qui sont similaires &agrave; celles des noyaux Vt et B (2.16), (2.17). Consid&eacute;rons une matrice
constante q telle que q = qr , q = —q et l'inverse (&reg;n -f q)-1 existe. Alors, les d&eacute;forma&shy;
tions suivantes des noyaux de Schiffer et de Bergman peuvent &ecirc;tre d&eacute;finies :
(&raquo;&quot; + &laquo;OS1Vk(PMQ),
n„(P, Q) := n(P, Q) - i n
(3.27)
fc,J=1
9
Bq(P, Q) := B(P, Q) - 2iri &pound; (Bn + q)&laquo;1Ufc(P)t;i(Q).
(3.28)
&Agrave;:,1=1
Les bidiff&eacute;rentielles (3.27) et (3.28) sont d&eacute;finies pour les points de l'espace de Hurwitz
qui n'appartient pas au sous-espace Dq de codimension r&eacute;elle 1 donn&eacute;e par l'&eacute;quation
det ( Bn + q ) = 0. Les structures d&eacute;form&eacute;es &quot;r&eacute;elles doubles&quot; de Frobenius sur les espaces
de Hurwitz de coefficients de rotation
^ij = —
Fi.n+j =
{Pi, Pj) = rn+1,n+J-,
Pj)
=
^n+i,ji
(3.29)
pour 1 &lt; i , j &lt; n , i ^ j .
La famille correspondante des probl&egrave;mes de Riemann-Hilbert est d&eacute;crite par les syst&egrave;mes
(3.3) -(3.5), (3.29). &Eacute;videmment, la matrice (3.11) avec Q et B remplac&eacute;e par Qq et f?q
fournit une solution, qu'on note 4&gt;q, &agrave; un tel probl&egrave;me de Riemann-Hilbert d&eacute;form&eacute; avec
a = —1/2 (la preuve est analogue &agrave; la preuve du Th&eacute;or&egrave;me 3.3). Les deux solutions
matricielles $ et $q sont r&eacute;li&eacute;es par
*q(A) = (/-i7rrqA)$(A),
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(3.30)
o&ugrave; A est, comme avant, la matrice diagonale (3.14) et Tq est la matrice de dimension
2n x 2n donn&eacute;e par
f (&pound;ll=i (B&deg; + q)^vk(Pi)vi(Pj))ij (EUi (&reg;n +q)fc-&gt;fc(Pi)t;i(Pi))i.N
Tq =
\(&pound;m=i (&reg;n + q)&laquo; Mp&ugrave;MPj)) .. (e!/=i (&reg;n+q)&laquo; vkiPiMPjj)^
La relation (3.30) est d&eacute;montr&eacute;e par un calcul simple d'une mani&egrave;re analogue &agrave; la preuve
du Th&eacute;or&egrave;me 3.9 utilisant les d&eacute;finitions (3.27), (3.28) des noyaux de Schiffer et de Berg&shy;
man d&eacute;form&eacute;s et les formules variationnelles vues dans cette section.
De fa&ccedil;on analogue &agrave; la Section 3.4 (en rempla&ccedil;ant fil et S par leurs d&eacute;formations dans les
formules), on peut construire les solutions d&eacute;form&eacute;es correspondantes &agrave; d'autres valeurs
semi-enti&egrave;res n&eacute;gatives du param&egrave;tre a dans le syst&egrave;me (3.3) -(3.5), (3.29).
Gr&acirc;ce &agrave; (3.30) les matrices de monodromie ne changent pas par la d&eacute;formation, c'est-&agrave;dire, elles sont les m&ecirc;mes pour $ et &lt;&pound;&gt;q.
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CONCLUSION
Les probl&egrave;mes de Riemann-Hilbert &eacute;tudi&eacute;s par Dubrovin sont de type Fuchsien et non
Fuchsien dont chacun donne lieu &agrave; un probl&egrave;me &quot;complexe&quot; ou &quot;r&eacute;el double&quot;. Le pro&shy;
bl&egrave;me Fuchsien est param&eacute;tris&eacute; par une valeur a. Nous avons r&eacute;solu le dernier de ces
probl&egrave;mes qui restait non r&eacute;solu, le probl&egrave;me Fuchsien &quot;r&eacute;el double&quot; correspondant aux
valeurs semi-enti&egrave;res n&eacute;gatives de a. Dans cette th&egrave;se des branches de math&eacute;matiques,
tout particuli&egrave;rment la g&eacute;om&eacute;trie analytique complexe et la topologie alg&eacute;brique, ont
contribu&eacute; &agrave; la r&eacute;solution de notre probl&egrave;me. Nous nous trouvons dans le cadre des sys&shy;
t&egrave;mes d'&eacute;quations diff&eacute;rentielles lin&eacute;aires &agrave; coefficients m&eacute;romorphes dont les p&ocirc;les sont
simples. La classe de probl&egrave;mes que nous avons &eacute;tudi&eacute;e provient d'un certain contexte
alg&eacute;brico-g&eacute;om&eacute;trique c'est celui des structures de Frobenius r&eacute;elles doubles construites
sur les espaces de Hurwitz. Une famille des probl&egrave;mes Fuchsiens de la classe consid&eacute;r&eacute;e ici
reste un sujet de recherche &agrave; combler, c'est celle qui correspond aux valeurs semi-enti&egrave;res
positives du param&egrave;tre a et tout particuli&egrave;rement &agrave; a = 1/2.
Nous avons construit la solution correspondante &agrave; a = —1/2. La solution fait intervenir
d'une part des &eacute;l&eacute;ments d'ordre topologique de la surface qu'on privil&eacute;gie et d'autres
part des objets d&eacute;finis d'une fa&ccedil;on combin&eacute;e sur la surface et sur les espaces de Hurwitz
&agrave; savoir des bidiff&eacute;rentielles m&eacute;romorphes. Nous avons explicit&eacute; les solutions en termes
de ces diff&eacute;rents objets et nous avons obtenu une solution fondamentale. Nous avons
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ensuite consid&eacute;r&eacute; les d&eacute;formations des structures de Frobenius et d&eacute;termin&eacute; la relation
entre notre solution et celle correspondant aux d&eacute;formations d'une fa&ccedil;on explicite.
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