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0.1
Universit&eacute; Abou Bekr
Introduction
Dans ce m&eacute;moire , nous &eacute;tudions les processus autor&eacute;gressif &agrave; coe&cent; cients
al&eacute;atoires RCA qui sont utilis&eacute;s dans plusieurs domaines : ils sont appliqu&eacute;s
en &eacute;conomie , biologie, ....
Nous d&eacute;veloppons les r&eacute;sultas traitants la question de l’estimation du
coe&cent; cient de processus autor&eacute;gressif &agrave; coe&cent; cients al&eacute;atoires RCA d’ordre 1
d&eacute;…ni par
Xt =
t Xt 1
+ &quot;t
; t2Z
(1)
o&ugrave; ( t ) est une suite de v.a. iid et (&quot;t )est un bruit blanc dans le cas
critique = E ( t ) = 1 et le cas explosif &gt; 1.
Nous nous interessons aux estimateurx de type mondres carr&eacute;s conditionnels et moindres carr&eacute;s pond&eacute;r&eacute;s.
Nous d&eacute;veloppons les r&eacute;sultats &eacute;tablis dans les articles suivants :
1
1. &quot; Least squares estimation for critical random coe&cent; cient …rst-order
autoregressive processes &quot; Hwang ,S.Y. , Basawa,I.V. et Tae Yoon Kim.
Statistics and Probability Letters 23 March 2005.
2. &quot;Explosive Random -Coe&cent; cient AR (1) Processes and Related Asymptotics For Least-Squares Estimation&quot; Hwang,S.Y,and Basawa ,I.V.
Journal of Time Series analysis Vol.26 n. 6 p. 807-824 (2004).
Dans le chapitre 1, nous rappellons certains th&eacute;or&egrave;mes de la th&eacute;orie des
probabilit&eacute;s et des propri&eacute;t&eacute;s des processus autor&eacute;gressifs.
Dans le chapitre 2, nous &eacute;tudions le travail de Hwang ,S.Y. et Basawa,I.V.et Tae Yoon Kim. [15] . Pour un processus autor&eacute;gressif RCA(1)
, leur r&eacute;sultat principal est l’&eacute;tude de la convergence de l’estimateur des
moindres carr&eacute;s conditionnels et des moindres carr&eacute;s pond&eacute;r&eacute;s et leurs comportements asymptotiques en loi dans le cas critique.
Dans le chapitre 3, nous nous consacrons &agrave; l’article de Hwang ,S.Y. et
Basawa,I.V. [14] . Dans le cas explosif , les auteurs &eacute;tablissent la convergence
en probabilit&eacute; de l’estimateur des moindres carr&eacute;s pond&eacute;r&eacute;s et une loi limite
et montrent aussi que l’estimateur des moindres carr&eacute;s conditionnels n’est
pas convergeant.
En Annexe nous pr&eacute;sentons des r&eacute;sultats de simulations num&eacute;riques sur le
comportement asymptotique des estimateurs des moindres carr&eacute;s conditionnels et des moindres carr&eacute;s pond&eacute;r&eacute;s dans un processus RCA(1) en utilisant
le logiciel R.
0.2
Pr&eacute;liminaires
Dans ce m&eacute;moire nous notons par ( ; A; P ) un espace probabilis&eacute;. Soit
(Xt ) une suite de v.a. r&eacute;elles d&eacute;…nie sur ( ; A; P ) et pour t
1 , zt 1
d
la tribu engendr&eacute;e par les v.a. Xt 1; Xt 2 ; :::X1 : La notation = d&eacute;notent la
&quot;&eacute;galit&eacute; en loi&quot;. OP (:) &quot;born&eacute; en probabilit&eacute;&quot;. La notation =) d&eacute;notent
la&quot;convergence en loi&quot;.
Dans ce chapitre nous rappellons quelques th&eacute;or&egrave;mes de probabilit&eacute;s que
nous utilisons dans ce m&eacute;moire et les r&eacute;sultats connus sur l’estimation du
param&egrave;tre d’un processus autor&eacute;gressif AR(1) dans les cas stationnaire et
exposif.
Nous donnons le th&eacute;or&egrave;me central limite fonctionnel de Donsker.
Theor&egrave;me 1 Soit Xi ; i
1 i = 1; n une suite de variables al&eacute;atoire i.i.d.
2
centr&eacute;es de variance
On pose
2
et n
1:
Sn =
n
X
Xi
i=1
et pour t
0 on d&eacute;…nit
1
Zn (t) = p
S[nt]
n
Alors le processus (Zn (t))t
0
(nt
[nt]) X[nt]+1
converge en loi et
(Zn (t))t
=)
0 n!1
(Wt )t
0
oū (Wt ; t 0) est le mouvement brownien standard .
Si H : C ! IR est une fonctionnelle continue sur C l’espace des
fonctions continues sur IR+ alors
H (Zn (t))t
=) H (Wt )t
0
n!1
0
Nous rappelons un th&eacute;or&egrave;me de Doob, un th&eacute;or&egrave;me central limite sur
les martingales. et le th&eacute;or&egrave;me de Lyapounov
.
Theor&egrave;me 2 Toute sous-martingale (Xn ) borne&eacute; dans L1 converge pr&egrave;sque
s&ucirc;rement vers une variable al&eacute;atoire X borne&eacute; dans L1 .
Theor&egrave;me 3 Soit (Mn ) une martingaleP
de carr&eacute; int&eacute;grable.
Posons pour n 1 , n = Mn+1 Mn et n = E ( 2n =zn ) et supposons qu’il
n 1
X
P
existe K &gt; 0 une constante telle que 8n; E ( 2n =zn ) K et hM in =
k
(crochet de martingale). Si
hM in
n
k=0
p
!
2
alors
Mn
p =) N (0; 1)
n n!1
.
3
Theor&egrave;me 4 Soit (Xni ) un tableau triangulaire de variables al&eacute;atoires ind&eacute;pendantes i = 1; n , E (jXni j) &lt; 1 et du second ordre . Posons
n
X
Sn =
(Xni E (Xni )). Si pour &gt; 0
i=1
lim
n!1
alors
n
X
i=1
1
2+
(Sn )
E jXni
E (Xni )j2+ = 0
Sn
=) N (0; 1)
(Sn ) n!1
En…n nous &eacute;noncons un lemme de Toeplitz.
Lemme 1 Soit (an ) et (bn ) deux suites r&eacute;lles telles que an bn !
n
X
1
ai ! .
n
X
, alors
bti i=1
i=1
0.2.1
Processus autor&eacute;gressifs d’ordre 1 AR(1)
Consid&eacute;rons un processus autor&eacute;gressif d’ordre 1 AR(1) (Xt ; t
l’&eacute;quation aux di&curren;&eacute;rences
Xt = Xt
1
+ &quot;t
X0 = 0
0) d&eacute;…ni par
(1.1)
oū (&quot;t ) est une suite de variables al&eacute;atoires ind&eacute;pendantes identiquement distribue&eacute;s (bruit blanc) (pas n&eacute;cesairement Gaussiennes) avec E (&quot;t ) =
0; V (&quot;t ) = 2&quot; .
L’&eacute;stimateur des moindres carr&eacute;s du param&egrave;tre bas&eacute; sur des observations (X1 ; :::; Xn ) et obtenu par minimisation de l’&eacute;rreur quadratique est
bn =
n
X
Xt Xt
t=1
n
X
t=1
Nous notons les troix cas suivants :
4
Xt2
1
1
(i) j j &lt; 1
cas stationnaire
(ii) j j = 1 cas critique
(iii) j j &gt; 1 cas explosif
La convergence en loi de l’estimateur bn est bien connue (voir Anderson
[1] ;Fuller; [7]). En particulier , si (&quot;t ) est une suite gaussienne , nous avons
pour j j =
6 1
n
X
t=1
Xt2
1
! 12
1
bn
=) N (0; 1) , pour j j =
6 1
Pour le cas j j &lt; 1 , le r&eacute;sultat reste vraie m&ecirc;me si (&quot;t ) n’est pas gaussienne. Pour j j &gt; 1, le r&eacute;sultat est vraie seulement si (&quot;t ) est normal.
0.3
Processus autor&eacute;gressifs &agrave; co&eacute;&cent; cient al&eacute;atoires
d’ordre 1. Cas critique
Dans ce chapitre nous &eacute;tudions les r&eacute;sultats de l’article de Hwang ,S.Y. ,
Basawa,I.V. et Tae Yoon Kim [15] qui propose l’estimation du param&egrave;tre
d’un processus autor&eacute;gressif &agrave; co&eacute;&cent; cient al&eacute;atoire not&eacute; RCA(1) dans le cas
critique. Les r&eacute;sultats montrent que les estimateurs (des moindres carr&eacute;s
pond&eacute;r&eacute;s et conditionels ) sont convergeants et asymptotiquement normal.
Une extension naturelle du mod&egrave;le AR (1) de l’eqn (1.1) avec un coe&cent; cient qui devient une variable al&eacute;atoire donne un processus autor&eacute;gressif
&agrave; co&eacute;&cent; cient al&eacute;atoire
not&eacute; RCA(1) ;(Xt ; t 0). Le processus est d&eacute;…ni par
Xt =
t Xt 1
+ &quot;t
,
X0 = 0
(2.1)
oū (&quot;t ) est une suite famille de variables al&eacute;atoire ind&eacute;pendantes identiquement distribue&eacute; centre&eacute;s et V (&quot;t ) = 2&quot; , ( pas nec&eacute;ssairement gaussienne) ,
et ( t ) est une suite de v.a. al&eacute;atoires i.i.d avec E ( t ) = et V ( t ) = 2&quot; .
De plus ( t ) et (&quot;t ) sont ind&eacute;pendantes.
Quand la v.a. t est d&eacute;g&eacute;ner&eacute; &agrave; une valeur i.e t =
l’&eacute;quation (2.1)
se r&eacute;duit au processus AR(1) standart (1.1).
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0.3.1
Estimation dans un mod&egrave;le RCA(1)
Soit (X1 ; X2 ; :::; Xn ) est un &eacute;chantillon de taille n de (2.1), zt 1 est la tribu
engendr&eacute; par (Xt 1; Xt 2 ; :::X1 ).
Le param&egrave;tre &agrave; estimer dans le mod&egrave;le (2.1) est = E ( t ). L’&eacute;stimateur
des moindres carr&eacute;s conditionel bcl de est obtenu en minimisant la quantit&eacute;
n
X
E (Xt =zt 1 ))2
(Xt
t=1
Notons que l’on a E (Xt =zt 1 ) = Xt 1 :
En e&curren;et
E (Xt =zt 1 ) = E ( t Xt 1 + &quot;t =zt 1 )
= E ( t Xt 1 =zt 1 ) + E (&quot;t )
D’apr&eacute;s la caracterisation de l’&eacute;sperance conditionnelle on a
E (Xt =zt 1 ) = Xt 1 E ( t )
= Xt 1
L’estimation de par la m&eacute;thode des moindres carr&eacute;es consiste &agrave; minimiser l’erreur quadratique
n
X
(Xt
E (Xt =zt 1 ))2 =
n
X
(Xt
Xt 1 )2
t=1
t=1
:
Par suite
@H
=0,
@
D’o&ugrave; la relation
2
n
X
= H( ; X1 ; X2 ; :::; Xn )
(Xt
Xt 1 ) Xt
1
=0
t=1
bcl :=
n
X
Xt Xt
t=1
n
X
t=1
6
1
(2.2)
Xt2 1
Nous observons que le mod&eacute;le RCA(1) est un mod&eacute;le het&eacute;roscedastique
(ie. la variance du bruit blanc d&eacute;pend de Xt ).
La variance conditionnelle ht = V (Xt =zt 1 ) depent de Xt
ht =
2
Xt2 1 +
2
&quot;
(2.3)
En e&curren;et
ht = V (Xt =zt 1 )
= V (( t Xt 1 + &quot;t ) =zt 1 )
= V ( t Xt 1 =zt 1 ) + V (&quot;t )
D’o&ugrave;
ht = Xt2 1 V ( t ) + V (&quot;t )
= 2 Xt2 1 + 2&quot;
Un meilleur estimateur de (au sens d’une erreur quadratique minimale
) est l’estimateur des moindre carr&eacute;s pond&eacute;r&eacute; bwl (avec poids). On suppose
que ht est connu ,
alors bwl est obtenu en minimisant la quantit&eacute;
n
X
1
(Xt
h
t=1 t
n
X
1
=
(Xt
h
t=1 t
2
E (Xt =zt 1 ))
:
Xt 1 )2
= R( ; X1 ; X2 ; :::; Xn )
Par suite
@R
= 0 ()
@
n
X
1
2
(Xt
h
t=1 t
D’o&ugrave; l’estimateur bwl
bwl =
n
X
Xt 1 ) Xt
1
=0
Xt Xt 1 ht 1
t=1
n
X
(2.4)
Xt2 1 ht 1
t=1
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Posons B = E 2t . Pour B &lt; 1 (cas stationnaire) il est bien connu (cf
Nicholls&amp;Quinn [16]) que les deux estimateurs bcl et bwl convergent en loi
vers .Pour le cas explosif (B &gt; 1) (cf Hwang &amp; Basawa [13] )montrent que
b converge en loi vers mais b n’est pas un estimateur convergeant en
wl
cl
probabilit&eacute;.
Dans ce chapitre , nous &eacute;tudions quelques propriet&eacute;s asymptotiques de
bcl et bwl dans le cas critique B = 1.
Plus pr&eacute;cisement , on suppose que ( t )est une suite iid de v.a. de Bernoulli
d&eacute;…nie par
t
o&ugrave; 0
=
avec probabilit&eacute;
avec probabilit&eacute; (1
&lt; 1 et 0 &lt; &lt; 1
(2.5)
)
Par suite nous avons
= E ( t ) = (2
1)
2
t
et B = E
=
2
;
2
= V ( t) = 4
2
(1
)
Comme B = 2 , les troix cas B &lt; 1; B = 1 et B &gt; 1 , correspondent
maintenant aux cas &lt; 1, = 1 et &gt; 1 respectivement.
En particulier , si on prenons = 1 dans (2.5) nous obtenons le cas sp&eacute;cial
d’un processus critique RCA (1) et notre &eacute;tude porte sur ce cas sp&eacute;cial.
Consid&eacute;re le mod&egrave;le AR(1) standard donn&eacute; par (1.1).
Si = 1 nous avons
Xt = Xt
= Xt
+ &quot;t
2 + &quot;t
1
1
+ &quot;t
Ce qui donne par it&eacute;ration
Xt =
t 1
X
&quot;t
(2.6)
j
j=0
Si nous prenons dans (1.1)
=
1 , nous obtenons
Xt =
Xt 1 + &quot;t
= &quot;t ( Xt 2 + &quot;t 1 )
= &quot;t &quot;t 1 + &quot;t 1 + :::
8
&quot;1
Donc
Xt =
t 1
X
( 1)j &quot;t
(2.7)
j
j=0
Les deux mod&egrave;les (2.6) et (2.7) correspondant au cas standard d’ordre 1
et ont beaucoup d’applications dans les s&eacute;ries chronologiques (cf, Fuller .[7]).
Un mod&egrave;le qui g&eacute;n&eacute;ralise (2.6) et (2.7) est
Xt =
t 1
X
tj
&quot;t
j
,
(2.8)
j=0
o&ugrave; les coe&cent; cients al&eacute;atoires tj prennent 1 o&ugrave; 1.
Le mod&egrave;le (2.8) peut &ecirc;tre regard&eacute; comme une g&eacute;n&eacute;ralisation de la marche
al&eacute;atoire standard avec des monte&eacute;s et des d&eacute;scentes correspondants
&agrave; tj = 1 ou tj = 1: Un tel mod&egrave;le peut aussi convenir comme un
mod&egrave;le al&eacute;atoire &quot;signal-bruit&quot; tr&egrave;s utilis&eacute; en sciences de technologie et dans
mod&egrave;les …nanciers.
Dans le contexte des series chronologique, le mod&egrave;le (2.8) repr&eacute;sente une
version &agrave; co&eacute;&cent; cients al&eacute;atoires du mod&egrave;le RCA (1) donn&eacute; par (2.1) o&ugrave; la
suite ( t ) satisfait (2.5) avec = 1.
Notons que pour le mod&egrave;le (2.5) avec = 1 , le processus (Xt ) est un
processus de Markov de densit&eacute; de transition (i.e. la densit&eacute; conditionnelle
de Xt sachant Xt+1 = {t+1 ) est donn&eacute;e par
fXt (x=Xt
1
= y) = f&quot; (x
y) + (1
) f&quot; (x + y)
o&ugrave; f&quot; est la densit&eacute; de &quot;t :
En e&curren;et
P (Xt 2
=
=
=
=
=
A=Xt 1 = y) = P ( t Xt 1 + &quot;t 2 A=Xt 1 = y)
P (&quot;t 2 A
t y=Xt 1 = y)
P (&quot;t 2 A
t y) par ind&eacute;pendance de Xt 1 et &quot;t et Xt 1 et t
P (&quot;t 2 A
1)P (
t y= t = 1)P ( t = 1) + P (&quot;t 2 A
t y= t =
P (&quot;t 2 A y= t = 1) + P (&quot;t 2 A + y= t = 1)(1
)
P (&quot;t 2 A y) + (1
)P (&quot;t 2 A + y)
Z
Z
=
f&quot; ({) d{ + (1
)
f&quot; ({) d{
A y
A+y
9
t
=
1)
(En faisant le changement de variabls { = u
u 2 A:Donc
P (Xt 2 A=Xt
=
Z
1
= y) =
Z
f&quot; (u
y on a si { 2 A
y) du + (1
)
f&quot; (u + y) du
A
A
( f&quot; (u
Z
y alors
y) + (1
)f&quot; (u + y)) du
A
D’o&ugrave; la formule.
Ainsi , la densit&eacute; conditionnelle de Xt sachant Xt 1 = y est un m&eacute;lange
des densit&eacute;s correspondant au mod&egrave;le standard AR (1) dans (1.1) o&ugrave; = 1
o&ugrave; = 1 , respectivement. Par cons&eacute;quent , le mod&egrave;le RCA (1) de (2.5)
avec = 1 peut &ecirc;tre vu comme un cas sp&eacute;cial d’une classe des mod&egrave;les avec
des changements de coe&cent; cients d’un AR avec r&eacute;gimes. Le r&eacute;gime se compose
de deux &eacute;tats et il est r&eacute;gie par un m&eacute;canisme de v.a i.i.d.. (cf.Hamilton [10]
pour des discussion sur le mod&egrave;le des series chronologiques avec changements
de r&eacute;gimes).
Une autre motivation de ces mod&egrave;les est leur lien avec le mod&egrave;le ARCH
( autor&eacute;gressif conditionnelle h&eacute;t&eacute;rosc&eacute;dastique ou processus d’Engle) . Pr&eacute;cisement consid&eacute;rons un processus AR standard (Yt ) &agrave; coe&cent; cient …xe avec
des erreurs h&eacute;t&eacute;roscedastiques d&eacute;…ni par
Yt = Yt
1
+
t
,
t
= ut
p
t
(2.9)
o&ugrave; = 2
1;
) Yt2 1 + 2&quot; , et (ut ) est une suite de
t = 4 (1
v.a.i.i.d . centre&eacute;s r&eacute;duites.
On peut v&eacute;ri…e que E (Yt =Yt 1 ) et V (Yt =Yt 1 ) = t ont la m&ecirc;me structure
que celles du mod&egrave;le RCA(1) et sont donn&eacute;s par
E (Xt =Xt 1 ) = E ( t Xt 1 + &quot;t =Xt 1 )
= E ( t Xt 1 =Xt 1 )
= Xt 1 E ( t )
= Xt 1
Aussi
10
V (Xt =Xt 1 ) = V ( t Xt 1 =Xt 1 ) + V (&quot;t )
= Xt2 1 2 + 2&quot;
Par suite
E (Yt =Yt 1 ) = E ( Yt 1 =Yt 1 ) + E ( t )
= Yt 1
puisque Yt 1 ne d&eacute;pent que de t 1 ; t 2 ; :::; 1 et comme les v.a. t sont
ind&eacute;pendantes , alors t et Yt 1 sont deux variables ind&eacute;pendantes. La va.
p
t ne d&eacute;pent que de Yt 1 ,et t =
t ut donc ut et t sont ind&eacute;pendantes.
Par suite
p
E ( t ) = E ( t ut )
p
= E ( t ) E (ut )
= 0
car E (ut ) = 0
D’autre part
V (Yt =Yt 1 ) = V ( Yt 1 =Yt 1 ) + V ( t =Yt 1 )
p
= Yt2 1 V ( ) + V ( t ut =Yt 1 )
= t V (ut )
= t
Pour 0 &lt; &lt; 1 nous avons un mod&egrave;le RCA (1) et aussi j j &lt; 1 dans
(2.9). Par cons&eacute;quent , on peut utiliser l’analogie avec un mod&egrave;le standard
AR (1) avec des erreurs conditionnelles h&eacute;t&eacute;rosc&eacute;dastiques comme indique&eacute;s
dans (2.9) pour une autre motivation du mod&egrave;le donn&eacute; par (2.1) et (2.5)
avec = 1.
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0.3.2
Convergence de l’estimateur des moindres carr&eacute;s
conditionnels
On consid&eacute;rons un processus autor&eacute;gressif &agrave; co&eacute;&cent; cient al&eacute;atoire RCA (1)
donn&eacute; par (2.9) et (2-5) avec = 1.
Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
d
C1 :les v.a.(&quot;t )ont de lois sym&eacute;triques i.e &quot;t = &quot;t .
C2 : E (&quot;4t ) &lt; +1.
Pour = 0 o&ugrave; 1 ( t sera d&eacute;g&eacute;n&eacute;r&eacute; i.e V ( t ) = 0) alors le mod&egrave;le RCA
se r&eacute;duit &agrave; un mod&egrave;le AR .
Ainsi ,supposons que 0 &lt; &lt; 1 .
Quand = 1 , nous avons
2
1 et
= E ( t) = 2
= 4 (1
)
Par it&eacute;ration de la relation (2.1) , on obtient
Xt = &quot;t +
t
&quot;t
1
+
t 1 &quot;t 2
t
+ ::: +
t
t 1 ::: 2
&quot;1
que l’on peut &eacute;crire aussi
Xt =
t 1
X
tj
&quot;t
j
(2.10)
j=0
o&ugrave;
tj
=
j 1
Y
t i
, j = 0; t
1 avec
t0
= 1.
i=0
Notons que j tj j = 1 8t et j.
Par cons&eacute;quent , le mod&egrave;le peut &ecirc;tre regard&eacute; comme une marche al&eacute;atoire
standard sans d&eacute;rive &agrave; coe&cent; cients al&eacute;atoires de Bernoulli . Il peut aussi
&ecirc;tre d&eacute;sign&eacute; sous le nom d’un mod&egrave;le RCA (1) critique.
Pour des d&eacute;veloppement ult&eacute;rieurs , on introduit une marche al&eacute;atoire
et ; t &gt; 0 qui se pr&eacute;sent&eacute; sous la forme
standard X
et =
Ainsi X
t 1
X
&quot;t
j
et = X
et
X
1
e0 = 0
+ &quot;t ; X
j=0
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Sous condition C1 ,le processus (Xt ) d&eacute;…ni par (2.10) est &eacute;troitement li&eacute;
et .
&agrave; la marche al&eacute;atoire X
Pour &eacute;tudier les propri&eacute;t&eacute;s des estimateurs nous &eacute;tablissons les r&eacute;sultats
suivants.
Lemme 2 Sous la condition C1 on a pour tout n …x&eacute;
d
en
Xn = X
d
Preuve: Par la condition C1 ; 8n , &quot;n = &quot;n . Donc si &quot;1 est de
densit&eacute; f1 alors &quot;1
f1 de m&ecirc;me si &quot;2
f2 alors &quot;2
f2
...si
&quot;n
fn alors &quot;n
fn
Comme
n 1
X
Xn =
1
nj &quot;n j o&ugrave; nj = 1 o&ugrave;
j=0
Donc une somme de v.a. ind&eacute;pendante admet comme densit&eacute; le produit de
convolution :
Xn
f1 f2 ::: fn
Ainsi
Ce qui donne
d
en =
X
&quot;1 + &quot;2 + ::: + &quot;n
en
X
Par cons&eacute;quent
f1 f2 ::: fn
d
en
Xn = X
D’o&ugrave; le lemme.
Comme cons&eacute;quence nous avons
!
n
X
e2
E
X
=E
t 1
t=1
D’une part, on a
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n
X
t=1
Xt2
1
!
' n2
E
n
X
Xt2
t=1
1
!
=
n
X
t=1
=
n
X
t=1
=
t 1
X
E
&quot;
&quot;t
tj
j
j=1
E
t 1
X
2
tj
&quot;2t
!2
j
j=1
n X
t 1
X
2
tj
E &quot;2t
j
!
+2
t 1 X
i 1
X
ti
tj
#
E (&quot;t i ) E (&quot;t j )
i=2 j=1
par E(&quot;n ) = 0
;
t=1 j=1
=
n X
t 1
X
E &quot;2t
j
t=1 j=1
D’autre part
E
n
X
t=1
e2
X
t
1
!
=
n X
t 1
X
E &quot;2t
j
t=1 j=1
=
=
n X
t 1
X
t=1 j=1
n
X
(t
2
&quot;
2
&quot;
1)
t=1
n (n 1)
=
2
2
&quot;
.
Alors
E
n
X
t=1
et
E
n
X
t=1
car
et2
X
e4
X
t
1
!
1
!
=E
n
X
Xt2
t=1
=E
n
X
t=1
14
Xt4
1
!
' n2 ,
(2.11)
!
' n3
(2.12)
1
(par ind&eacute;p &quot;n )
E
n
X
Xt4
t=1
1
!
=
n
X
t=1
=
n
X
t=1
=
t 1
X
E
&quot;
&quot;t
tj
j
j=1
t 1
X
E
4
tj
&quot;4t
!4
j
j=1
n X
t 1
X
E
&quot;4t j
+6
t=1 j=1
!
+6
t 1 X
i 1
X
2
ti
2
tj
E &quot;2t
i
i
E &quot;2t
j
E &quot;2t
i=2 j=1
n X
t 1 X
i 1
X
E &quot;2t
t=1 i=2 j=1
Ainsi
E
n
X
t=1
e4
X
t
1
!
=
n
X
E
t=1
=
n X
t 1
X
t 1
X
&quot;4t
j
j=1
!
&quot;4t j
E
+6
t=1 j=1
Si &quot;t
Donc
N (0; 1) on a E &quot;2t
n X
t 1 X
i 1
X
E &quot;2t
t=1 i=2 j=1
i
=
2
&quot;
15
et E &quot;4t
j
=
3
2
4
&quot;
.
i
E &quot;2t
j
.
j
#
E
n
X
t=1
e4
X
t
1
!
=
n X
t 1
X
3
t=1 j=1
2
3n (n
=
4
1)
3n (n
4
1)
3n (n
4
1)
=
3n (n
4
1)
=
3n (n
4
1)
3n (n
=
4
1)
3n (n
4
3
' n
1)
=
=
=
4
&quot;
+6
n X
t 1 X
i 1
X
4
&quot;
t=1 i=2 j=1
4
&quot;
4
&quot;
4
&quot;
+6
+6
+6
4
&quot;
+6
4
&quot;
+6
4
&quot;
+6
4
&quot;
+
n X
t 1
X
t=1 i=2
n X
t 2
X
t=1 m=1
n X
t 3
X
(i
1)
m
4
&quot;
4
&quot;
(m + 1)
4
&quot;
t=1 m=0
n X
t 2
X
4
l
&quot;
t=1 l=1
n
X
(t 2) (t 3)
4
&quot;
2
t=1
n
n
X
X
4
2
t
5t +
&quot;
t=1
t=1
n (n + 1) (2n + 1)
6
6n
5
!
n (n + 1)
+ 6n
2
Nous avons le lemme suivant.
Lemme 3 Sous les conditions C1 et C2 , nous avons pour i = 0; n
Cov Xn2 ; Xn2
i
Preuve: De la relation
Xn = &quot;n +
n
&quot;n
1+
n
e 2; X
e2
= Cov X
n
n
n 1 &quot;n 2 + ::: +
16
1
i
n
n 1 ::: n (i 1)
Xn
i
Nous obtenons
Xn2 = &quot;2n +
2 2
2 2
2
n &quot;n 1 + n n 1 &quot;n 2 +:::+
n 1 ::: n (i 1)
n
o&ugrave; Rn est une expression de produits de
Comme = 1 , alors
Xn2 = &quot;2n + &quot;2n
1
+ &quot;2n
2
n
2
Xn2 i +Rn
, &quot;n et Xn i .
+ ::: + Xn2
i
+ Rn
Par suite
Cov Xn2 ; Xn2
i
= Cov &quot;2n + &quot;2n 1 + &quot;2n 2 + ::: + Xn2 i + Rn ; Xn2 i
= E &quot;2n + &quot;2n 1 + &quot;2n 2 + ::: + Xn2 i + Rn Xn2 i
E &quot;2n + &quot;2n 1 + &quot;2n 2 + ::: + Xn2 i + Rn E Xn2
i
ce qui donne
Cov Xn2 ; Xn2
i
= E &quot;2n Xn2
i
+ ::: + E Xn4
E Xn2
:::
2
i
i
E Xn2
+ E Rn Xn2
i
i
E &quot;2n E Xn2
i
E (Rn )
Ainsi
Xn
i
= &quot;n i +
n i
&quot;n
(i+1) + n i
n (i+2) &quot;n (i+2) +:::+
n i
n (i+2) ::: 2
&quot;1
D’o&ugrave;
Xn2
i
= &quot;2n
i
+ &quot;2n
(i+1)
+ &quot;2n
(i+2)
+ ::: + &quot;21 + Kn
o&ugrave; Kn est form&eacute; de produits de &quot;n et n .
Les v.a. &quot;n sont ind&eacute;pendantes , alors pour i = 0; n
E &quot;2n Xn2
i
= E &quot;2n &quot;2n
= E &quot;2n &quot;2n
+ &quot;2n
i
i
+E
= E &quot;2n E &quot;2n
17
i
1 on a
2
2
(i+1) + &quot;n (i+2) + ::: + &quot;1 + Kn
&quot;2n &quot;2n (i+1) + ::: + E &quot;2n &quot;21 + E
+ E &quot;2n E &quot;2n (i+1) + ::: + E &quot;2n
&quot;2n Kn
E &quot;21 + E &quot;2n E (
De m&ecirc;me on a
E &quot;2n E Xn2
i
= E &quot;2n E &quot;2n
i
= E &quot;2n E &quot;2n
i
+ &quot;2n
(i+1)
&quot;2n
+E
+ &quot;2n
(i+2)
E &quot;2n
(i+1)
Ce qui donne
E &quot;2n Xn2
E &quot;2n E Xn2
i
Le m&ecirc;me r&eacute;sultat est obtenu pour &quot;2n
Donc
Cov Xn2 ; Xn2
i
iv et
= E Xn4
= V Xn2
i
=0
Rn .
E Xn2
i
2
i
i
Par le lemme 2-1 on a
V Xn2
ce qui donne
Cov Xn2 ; Xn2
i
i
e2
=V X
n
en2
= V X
en4
= E X
D’o&ugrave; le lemme.
i
i
i
e 2; X
e2
= Cov X
n
n
Par cons&eacute;quent d’apr&egrave;s le lemme 2.2 ,on a
18
en4
E X
i
2
i
+ ::: + &quot;21 + Kn
+ ::: + E &quot;2n E &quot;21 + E &quot;2n
n
X
V
Xt2
1
t=1
et
Cov Xt2 1 ; Xt2
!
1
Par suite , pour t = 1; n
V Xt2
Donc
n
X
V
n
X
=V
t=1
e2
X
t
1
!
e2 ; X
e2
= Cov X
t 1
t
e2
=V X
t
1
Xt2 1
n
X
=
t=1
t=1
1
1
e2
V X
t
1
En particulier , sous la normalit&eacute; de (&quot;t ) , nous avons
!
n
X
V
Xt2 1 = n (n 1) n2 n + 1 2&quot; 3
t=1
En e&curren;et
n
X
V
Xt2
t=1
1
!
= V
n
X
t=1
=
n
X
t=1
=
n
X
et2
X
e2
V X
t
V
t=1
1
!
1
t 1
X
&quot;t
j=1
j
!2
D’o&ugrave;
V
n
X
t=1
Xt2
1
!
=
&quot;t 1
n
X
X
t=1
= n (n
V &quot;2t
j
+2
j=1
1)
#
V (&quot;t i ) V (&quot;t j )
i=2 j=1
4
&quot;
+2
n
X
t (t + 1)
t=1
= n (n
t 1 X
i 1
X
1) n
2
19
n+1
2
2
&quot;
3
4
&quot;
Par cons&eacute;quent , on a.
n
X
V
Xt2
1
t=1
bcl .
!
' n4
(2.13)
Le th&eacute;or&egrave;me suivant donne la convergence en probabilit&eacute; de l’estimateur
Theor&egrave;me 5 Sous les condition C1 et C2 , nous avons.
bcl
1
2
= Op n
Preuve: De la d&eacute;…nition de bcl nous avons
bcl
n
X
Xt Xt
t=1
n
X
=
Xt2
t=1
n
X
1
1
(Xt
Xt 1 ) Xt
1
t=1
=
n
X
Xt2
1
t=1
Nous d&eacute;signons par
b
o&ugrave; l’on a pos&eacute;
I1n :=
n
X
(Xt
:=
cl
Xt 1 ) Xt
1
=
t=1
I1n
I2n
n
X
(
t=1
et
I2n :=
n
X
t=1
20
Xt2
1
t
) Xt2 1 + &quot;t Xt
1
Par suite
n
X
E (I1n ) = E
(
) Xt2 1 + &quot;t Xt
t
1
t=1
=
=
n
X
t=1
n
X
E
(
E (
) Xt2 1 + &quot;t Xt
t
) Xt2
t
1
!
1
+ E (&quot;t Xt 1 )
t=1
Comme Xt 1 est une fonction de t 1 ; :::; 1 ,et comme les v.a.
d&eacute;pendantes, alors t et Xt2 1 sont deux v.a. ind&eacute;pendantes.
Par cons&eacute;quent
E (
) Xt2
t
= E(
= 0.
1
t
) E Xt2
t
sont in-
1
De m&ecirc;me , Xt 1 ne d&eacute;pend que de &quot;t 1 ; :::; &quot;1 ,et comme les v.a. &quot;t sont ind&eacute;pendantes, alors &quot;t et Xt 1 sont deux v.a. ind&eacute;pendantes.
Donc
E (&quot;t Xt 1 ) = E (&quot;t ) E (Xt 1 )
= 0
En…n
E (I1n ) = 0
D’une part, on
E (I1n =zt 1 ) = E
n
X
(
t
) Xt2 1
+ &quot;t Xt
1
=zt
1
t=1
=
n
X
E
(
t
t=1
21
) Xt2 1 + &quot;t Xt
1
=zt
1
!
et des propri&eacute;t&eacute;s de l’&eacute;sp&eacute;rance conditionnelle nous en d&eacute;duisons
n
X
E (I1n =zt 1 ) =
Xt2 1 E (
) + Xt 1 E (&quot;t )
t
t=1
= 0
D’autre part,
E
2
I1n
n
X
= E
= E
t=1
&quot; n
X
(
t
Yt2 + 2
t=1
=
n
X
) Xt2 1
n X
i 1
X
+ &quot;t Xt
Yi Yj
i=2 j=1
E Yt2 + 2
t=1
n X
i 1
X
1
#
!2
E (Yi Yj )
i=2 j=1
o&ugrave; on a pos&eacute;
Yt := (
t
) Xt2 1 + &quot;t Xt
1
Ainsi
E (Yi Yj ) = E
= E (
(
) Xi2 1 + &quot;i Xi
i
i
+E &quot;i Xi
)
j
1
j
1
j
Xi2 1 Xj2 1
Xj2 1 + E
Xj2
+E (
i
1
+ &quot;j Xj
1
2
) Xi 1 &quot;j Xj 1
(&quot;i Xi 1 &quot;j Xj 1 )
Aussi Xi 1 ne d&eacute;pent que de i 1 ; :::; 2 ,et comme les v.a. i sont ind&eacute;pendantes alors i et Xi2 1 sont ind&eacute;pendantes. Pour j &lt; i on a Xj 1 fonction de
2
j 1 ; :::; 2 et donc i et Xj 1 sont ind&eacute;pendantes.
Par suite
E (
i
)
j
Xi2 1 Xj2
1
= E(
= 0
22
i
)E
Xi2 1 Xj2
j
car E ( i ) = ,
1
et
E (
) Xi2 1 &quot;j Xj
i
= E(
= 0
1
) E Xi2 1 &quot;j Xj
i
1
De m&ecirc;me Xj 1 ne d&eacute;pent que de &quot;j 1 ; :::; &quot;1 ,et comme les &quot;i sont ind&eacute;pendantes donc pour j &lt; i ; &quot;i et Xj 1 sont ind&eacute;pendantes .
Donc
E &quot;i Xi
1
Xj2
j
= E (&quot;i ) E Xi
= 0
1
1
Xj2
j
1
De m&ecirc;me on a
E (&quot;i Xi 1 &quot;j Xj 1 ) = E (&quot;i ) E (Xi 1 &quot;j Xj 1 )
= 0
On en d&eacute;duit que
E
(
) Xi2 1 + &quot;i Xi
i
1
Xj2
j
1
+ &quot;j Xj
=0
1
Par cons&eacute;quent
E
2
I1n
=
n
X
E (
t
) Xt2 1 + &quot;t Xt
E (
t
)2 Xt4 1 + 2 (
t
)2 Xt4
2
1
t=1
=
=
n
X
t=1
n
X
E (
1
+2
t=1
=
2
n
X
t=1
&lt; +1
) Xt3 1 &quot;t + &quot;2t Xt2
t
n
X
E (
t=1
E
Xt4 1
+
2
&quot;
n
X
E Xt2
t=1
23
t
1
) Xt3 1 &quot;t +
n
X
t=1
1
E &quot;2t Xt2
1
2
Finalement nous avons E (I1n =zt 1 ) = 0 et E (I1n
) &lt; 1 ce qui montre que
la suite (I1n )n est une di&curren;&eacute;rence de martingales de carr&eacute;-int&eacute;grable .
Par l’in&eacute;galit&eacute; de Bienaym&eacute;-Tchebychev on a , pour tout M &gt; 0
2
)
E (I1n
2
M
P (jI1n j &gt; M ) 6
Or on a montr&eacute; que
2
E I1n
=
2
E
n
X
Xt4
1
t=1
Donc
P (jI1n j &gt; M ) 6
&quot;
2
E
n
X
Xt4
t=1
En utilisant le fait que E
n
X
Xt4
1
t=1
et (2.11) on en d&eacute;duit que
!
P (jI1n j &gt; M ) 6
6
!
1
2
&quot;E
+
!
n
X
Xt2
t=1
n
X
2
&quot;E
+
Xt2
t=1
n
X
' n3 et E
2
n3 +
n3
M2
2
Xt2
t=1
2 2
&quot;n
2
&quot;
+
1
1
!
1
!#
!
M2
' n2 par (2.12)
M2
n
en prenant M = n2 on obtient
P n
3=2
jI1n j &gt; n1=2 6
1
n
2
+
2
&quot;
n
Par suite
n
3=2
I1n = Op (1)
De m&ecirc;me pour I2n ; on a pour tout m &gt; 0
P (jI2n j &gt; m) 6
24
2
E (I2n
)
2
m
(2.14)
Par d&eacute;…nition nous avons
n
X
2
=
I2n
Xt2
t=1
n
X
Xt4 1
=
1
!2
+2
t=1
n X
i 1
X
Xn2 i Xn2
j
i=2 j=1
Donc
E
2
I2n
=
n
X
E
Xt4 1
+2
t=1
=
n
X
E Xn2
i
E Xn2
j
i=2 j=1
V
Xt2 1
t=1
6 V
n X
i 1
X
n
X
Xt2
t=1
+2E
n
X
1
+
!
Xn2
i=2
n
X
E
2
Xt2 1
t=1
+
i
!
n
X
1
t=1
E
i 1
X
Xn2
j=1
n
X
En utilisant les faits que V
E Xt2
t=1
Xt2
1
!
j
+2
!2
n X
i 1
X
E Xn2
i
E Xn2
!
' n2 par
j
i=2 j=1
!
' n4 et E
(2.13) et (2.12) nous arrivons &agrave;
n
X
t=1
Xt2
1
4n4
P (jI2n j &gt; m) 6 2
m
On choisit m = n5=2 ; ce qui donne
P n
2
jI2n j &gt; n1=2 6
4n4
4
=
5
n
n
et donc
n 2 I2n = Op (1)
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(2.15)
Nous avons le r&eacute;sultat en loi suivant pour la v.a. I2n
Z 1
2
2
n I2n =) &quot;
[W (r)]2 dr
(2.16)
0
o&ugrave; (W (r) ; 0 r 1) est un mouvement brownien standard.
En e&curren;et le r&eacute;sultat (2.16) est une application du th&eacute;or&egrave;me central limite
fonctionnel de Donsker (cf.Pr&eacute;liminaires ). Nous pouvons &eacute;crire
n
X
Xt2
1
=
t=1
n
t 2
X
X
t=1
=
&quot;t 2
n
X
X
t=1
=
t 1;j
&quot;t
1 j
j=0
&quot;2t
1 j
+2
j=0
n X
t 2
X
!2
t 2 X
i 1
X
t 1;i
t 1;j
&quot;t
1 i
&quot;t
1 j
i=2 j=1
&quot;2t 1 j
+2
t=1 j=0
n X
t 2 X
i 1
X
t 1;i
t 1;j
&quot;t
&quot;t
1 i
&quot;t
1 j
t 1;j
&quot;t
1 i
&quot;t
1 i
&quot;t
#
1 j
t=1 i=2 j=1
Ainsi
n
X
Xt2 1
=
n X
t 1
X
&quot;2i
+2
t=1 i=1
t=1
=
n
X
(n
n X
t 2 X
i 1
X
t) &quot;2t
+2
n X
t 2 X
i 1
X
1 , j = 1; i
1 on a
=
t 1 j;i j
t 1;i t 1;j
=
t 1;i
1 j
t=1 i=2 j=1
Notons que , pour i = 2; t
tj
t 1;j
t=1 i=2 j=1
t=1
et rappellons que
t 1;i
j 1
Y
t i
.
qui repr&eacute;sente un produit de (j
i) v.a. iid
i=0
prennent les valeurs 1 o&ugrave; 1.
Comme les t 1 j;i j et &quot;t sont ind&eacute;pendantes et en utilisant la condition C1 on peut choisir un processusAR(1) standard (Xt ) d&eacute;…ni par Xt =
d
Xt 1 + &quot;t , X0 = 0 avec (&quot;1 ; :::; &quot;n ) = (&quot;1 ; :::; &quot;n ).
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Donc on peut &eacute;crire
n
X
t) &quot;2t
(n
n X
t 2 X
i 1
X
+2
t=1
d
=
t 1 j;i j
&quot;t
1 i
&quot;t
1 j
&quot;t
1 j
t=1 i=2 j=1
n
X
2
t) &quot;t + 2
(n
n X
t 2 X
i 1
X
&quot;t
1 i
t=1 i=2 j=1
t=1
Par cons&eacute;quent
n
X
Xt2
d
1
=
n
X
Xt 21
t=1
t=1
On pose
n
X
&quot;t = Xn
X[nt]
(nt
Sn =
t=1
et
Zn (t) =
&quot;
1
p
n
[nt]) &quot;[nt]+1
D’une part on a
An
:
=n
= n
= n
2
2
2
n
X
Xt
2
&quot;
1
Xt 21
t=1
n
X
Xt
1
Z
Z
1
Zn2 (t) dt
0
t=1
n
X
2
&quot;
Z
1
1
X[nt]
2n
&quot;
0
2
1
n
1
Z
1
(nt
(nt
1
2
X[nt]
dt
+ 2n
1
[nt]) &quot;[nt]+1
Z
0
0
t=1
+n
2
2
[nt])2 &quot;[nt]+1
dt
0
= : A1;n + A2;n + A3;n + A4;n
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2
dt
1
X[nt] (nt
[nt]) &quot;[nt]+1 dt
Par les propri&eacute;t&eacute;s de l’int&eacute;grale de Riemenn on a
Z
m
1 1 2
1
1 X 2
A2;n =
lim
X dt =
X n
n 0 [nt]
n m !1 m i=1 [ m i]
et aussi
jA3;n j
:
2
=
n
Z
1
X[nt] (nt
[nt]) &quot;[nt]+1 dt
0
m
X
1
i
lim
X[n i ] n
m !1
m
m
m
i=1
2
=
n
n
i
m
&quot;[n i ]+1
m
2
1 X
lim
X i &quot; i
n m !1 m i=1 [n m ] [n m ]+1
m
1
OP ( )
n
(loi des grands nombres) .
De m&ecirc;me
A4;n
:
1
=
n
Z
2
[nt])2 &quot;[nt]+1
dt =
(nt
0
1 X 2
1
lim
&quot; i
n m !1 m i=1 [n m ]+1
1
OP ( )
n
1 X
1
i
lim
n
n m !1 m i=1
m
m
1
m
(loi des grands nombres) .
Donc
An = n
=
1
n
2
n
X
1 X1 2
1
Xt 1
lim
Xi + OP ( )
m !1 m
n
n
t=1
i=1
!
n
m
1X 2
1 X 2
1
Xt 1
lim
Xi
+ OP ( )
m
!1
n t=1
m i=1
n
m
2
= op (1)
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n
i
m
2
2
&quot;[n i ]+1
m
o&ugrave; on a utilis&eacute; la forte des grands nombres pour la marche al&eacute;atoire (Xt )
n
n
X
X
ps
Xt 21 ! E (X1 2 ) = 2&quot; :et par suite n1
Xt 21
(martingale) pour avoir n1
lim 1
m!1 m
m
X
t=1
t=1
Xi 2 est born&eacute;e.
i=1
En …n nous en d&eacute;duisons que
n
2
n
X
Xt
2
1
2
&quot;
=
Z
1
Zn2 (t) dt + op (1)
0
t=1
Le th&eacute;or&egrave;me central limite fonctionnel de Donsker donne
Z 1
Z 1
2
2
2
Zn (t) dt =) &quot;
[W (t)]2 dt
&quot;
0
0
Comme
n
2
n
X
Xt2
d
1
=n
2
t=1
n
X
Xt 21
t=1
nous aboutissons au r&eacute;sultat recherch&eacute;
2
n I2n = n
2
n
X
t=1
Xt2 1
=)
n!1
2
&quot;
Z
1
[W (r)]2 dr
0
Comme cons&eacute;quence on en tire
I2n 9 0
Finallement en regroupant (2.14) et (2.15) ,(2.16) on obtient
p
p I1n
n bcl
=
n
I2n
3=2
n
I1n
=
2
n I2n
= Op (1)
Le th&eacute;or&egrave;me est d&eacute;montr&eacute;.
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0.3.3
Normalit&eacute; asymptotique des &eacute;stimateurs des moidres
carr&eacute;s ponder&eacute;es
Rapellons que l’&eacute;stimateur des moindres carr&eacute;s ponder&eacute;s est d&eacute;…nie dans (2.4)
par
n
X
bwl =
Xt Xt 1 ht 1
t=1
n
X
Xt2 1 ht 1
t=1
On prend = 1 dans (2.5) , et on suppose que la variance conditionnel
ht est connu.
L’estimateur bwl est d&eacute;sign&eacute; sous le nom d”estimateur de maximum de
vraisemblance approch&eacute;e du param&egrave;tre avec ht connu.
On a
b
=
wl
=
n
X
Xt Xt 1 ht 1
t=1
n
X
Xt2 1 ht 1
t=1
n
X
Xt Xt
n
X
1
Xt2
t=1
t=1
n
X
1
!
ht 1
Xt2 1 ht 1
t=1
Ce qui s’&eacute;crit comme
o&ugrave;
J1n =
n
X
bwl
(
t
:=
J1n
J2n
) Xt2 1 + &quot;t Xt
t=1
et
J2n =
n
X
Xt2 1 ht 1
t=1
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(2.17)
1
ht 1
Lemme 4 La suite (J1n )n est une di&curren;&eacute;rence de martingales de carr&eacute;-int&eacute;grable
et V (J1n zt 1 ) = J2n .
Preuve: Nous avons
E (J1n ) =
=
n
X
t=1
n
X
E (
Xt2 1
Xt 1
+ &quot;t
ht
ht
)
t
(E ( t )
Xt2 1
ht
)E
t=1
+ E (&quot;t ) E
Xt 1
ht
= 0
puisque
Xt2 1
ht
est une fonction de
sont ind&eacute;pendantes et de m&ecirc;me
D’une part, on a
E (J1n =zt 1 ) = E
n
X
(
t 1 ; :::;
Xt2 1
,
ht
1
et &quot;t 1 ; :::; &quot;1 et donc
&quot;t sont ind&eacute;pendantes.
) Xt2 1 ht 1 + &quot;t Xt 1 ht 1 =zt
t
t=1
=
=
n
X
t=1
n
X
E (
) Xt2 1 ht 1 =zt
t
Xt2 1 ht 1 E (
1
!
+ E &quot;t Xt 1 ht 1 =zt
1
) + Xt 1 ht 1 E (&quot;t )
t
t=1
= 0
et
2
E J1n
= E
= E
=
&quot;
n
X
t=1
n
X
t=1
n
X
(
t=1
E
) Xt2 1 ht 1 + &quot;t Xt 1 ht 1
t
Zt2 + 2
Zt2
Xt2 1
et
ht
n X
i 1
X
Z i Zj
i=2 j=1
+2
n X
i 1
X
i=2 j=1
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#
E (Zi Zj )
!2
1
t
o&ugrave;
Zt = (
) Xt2 1 ht 1 + &quot;t Xt 1 ht 1
t
Ainsi
E (Zi Zj ) = E (
i
)
+E &quot;i Xi 1 hi
Xi2 1 hi 1 Xj2 1 hj 1 + E (
j
1
i
) Xi2 1 hi 1 &quot;j Xj 1 hj 1
Xj2 1 hj 1 + E &quot;i Xi 1 hi 1 &quot;j Xj 1 hj 1
j
Or Xi 1 hi 1 ne d&eacute;pent que de i 1 ; :::; 1 ,et les ( i ) &eacute;tant ind&eacute;pendantes
donc les i et Xi 1 hi 1 sont ind&eacute;pendantes et aussi pour j &lt; i , on a Xj 1 hj 1
est fonction de j 1 ; :::; 1 et par suite i et Xj 1 hj 1 sont ind&eacute;pendantes.
Ce qui donne
E (
)
i
Xi2 1 hi 1 Xj2 1 hj 1
j
= E(
= 0
i
)E
Xi2 1 hi 1 Xj2 1 hj 1
j
et
E (
) Xi2 1 hi 1 &quot;j Xj 1 hj 1 = E (
i
i
) E Xi2 1 hi 1 &quot;j Xj 1 hj 1
De m&ecirc;me Xj 1 hj 1 d&eacute;pend de &quot;j 1 ; :::; &quot;1 et pour j &lt; i on a &quot;i et Xj 1 hj 1
ind&eacute;pendantes
donc
E &quot;i Xi 1 hi
1
j
Xj2 1 hj 1
= E (&quot;i ) E Xi 1 hi
= 0
1
j
Xj2 1 hj 1
De m&ecirc;me
E &quot;i Xi 1 hi 1 &quot;j Xj 1 hj 1
= E (&quot;i ) E Xi 1 hi 1 &quot;j Xj 1 hj 1
= 0
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Par cons&eacute;quent
2
E J1n
=
n
X
E (
t
) Xt2 1 ht 1 + &quot;t Xt 1 ht 1
2
t=1
=
n
X
E (
2
t
)
Xt4 1 ht 2
+2
2
n
X
E Xt4 1 ht 2 +
2
&quot;
t=1
=
n
X
E (
t
) Xt3 1 ht 2 &quot;t
+
t=1
t=1
=
n
X
n
X
n
X
t=1
E Xt2 1 ht 2
t=1
E Xt2 1 ht 2
2
Xt2 1 +
2
&quot;
t=1
Alors
2
E J1n
= E
&quot;
n
X
Xt2 1 ht 1
t=1
#
(2.18)
= E [J2n ]
&lt; +1
D’autre part,
V (J1n =zt 1 ) =
=
n
X
t=1
n
X
V (
t
) Xt2 1 ht 1 =zt
=
=
t=1
n
X
+ V &quot;t Xt 1 ht 1 =zt
Xt4 1 ht 2 V ( t ) + Xt2 1 ht 2 V (&quot;t )
t=1
n
X
1
Xt2 1 ht 2
2
+ Xt2
Xt2 1 ht 1
t=1
= J2n
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2
1 &quot;
1
E &quot;2t Xt2 1 ht 2
D’o&ugrave; le r&eacute;sultat .
Lemme 5 Nous avons
Xn2 1
=)
hn n!1
2
,
Xn2 1
hn
1X
E(Xt2 1 ht 1 ) !
n t=1
n
P
2
!
et
2
.
Preuve: Par le th&eacute;or&egrave;me central limite on a
1 e
1 X
p X
&quot;t =) N 0;
n = p
n
n t=1
n
Par le lemme 1
2
&quot;
d
en
Xn = X
Donc
1
p Xn =) N 0;
n
2
&quot;
o&ugrave;
Xn
p =) N (0; 1)
&quot; n
Ce qui donne
n 1 Xn2 =)
2 2
&quot; 1
(2.19)
o&ugrave; 21 une v.a. de loi du Khi-deux &agrave; un degr&eacute; de libert&eacute;.
On en d&eacute;duit de la relation hn = 2 Xn2 1 + 2&quot; et de (2.19) que
hn
n
La v.a.
Xn2 1
hn
1
=
2
est born&eacute;e par
Xn2 1
+
n 1 n
2
2
&quot;
1
= [4 (1
Xn2 1
=
hn
Xn2 1
2 2
Xn 1 +
6
Xn2 1
=
2 2
Xn 1
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2
=)
)]
1
2
&quot;
2
2 2
&quot; 1
en e&curren;et
Par suite de
Xn2 1
n 1
hn
n 1
Xn2 1
=
hn
et comme
Xn2 1
n 1
=)
2 2
&quot; 1
et
hn
n 1
2
=)
2 2
&quot; 1
Xn2 1
=)
hn
2
Xn2 1
hn
2
on en d&eacute;duit que
et aussi en probabilit&eacute;
La v.a.
domine&eacute;
Xn2 1
hn
2
est born&eacute;e par
P
!
.
on a donc par le th&eacute;or&egrave;me de la convergence
Xn2 1
hn
Par un lemme de Toeplitz on a
L1
!
2
1X 2
P
Xt 1 ht 1 !
n t=1
n
et
1X
E(Xt2 1 ht 1 ) !
n t=1
2
(2.20)
n
2
(2.21)
D’o&ugrave; le r&eacute;sultat.
Le th&egrave;or&egrave;me suivant montre la normalit&eacute; asymptotique de l’&eacute;stimateur
b .
wl
Theor&egrave;me 6 Sous les conditions C1 et C2 , nous avons
p
J2n bwl
=) N (0; 1) .
n!1
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Preuve: Par la condition C2 : E (&quot;4t ) &lt; 1 , nous allons montrer la condin
X
tion de Liapounov (cf. Pr&eacute;liminaires) pour J1n =
Dt : pour &gt; 0
t=1
2+
2
1
V (J1n )
t=1
) Xt2 1 + &quot;t Xt
2
= [4 (1
o&ugrave; Dt = ( t
Par Xt2 1 ht 1
n
X
1
E jDt j2+ = o (1)
ht 1 est une di&curren;&eacute;rence de martingale.
)] 1 on a
V (J1n ) = E [J2n ]
n
X
E Xt2 1 ht 1
=
t=1
2
= n
et aussi
jDt j =
(
j
) Xt2 1 ht 1 + &quot;t Xt 1 ht 1
t
1
2
j Xt2 1 ht 1 + &quot;t ht
t
[4 (1
1
)]
j
Xt 1 ht
j + &quot;t ht
t
1
2
1
2
Xt 1 ht
1
2
D’autre part
j
j
t
M
alors
[4 (1
1
)]
Ce qui donne
2+
jDt j
M1 + &quot;t ht
2+
2
2
+1
1
1
2
M12+
M12+
j
t
j
Xt 1 ht
+ &quot;t ht
X2
+ t 1
ht
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M1
1
2
1
2
2+
2
2+
2+
Xt 1 ht
1
2+
2
ht
1
2
j&quot;t j2+
2+
!
et par suite
jDt j2+
2
M12+ +
+1
2+
2
2
2
&quot;
2+
2
j&quot;t j2+
K1 + K2 j&quot;t j2+
E j&quot;t j2+ = m4
Par cons&eacute;quent
1
V (J1n )
2+
2
n
X
t=1
2+
1
p
n
2+
E jDt j
1
p
n
X
t=1
2+
n
K1 + K2 m 4
1
p
2+
n
n
X
t=1
2+
E jDt j
[nK1 + nK2 m4 ]
!0
n!1
n2
o&ugrave; encore
K1 + K2 E j&quot;t j2+
= o (1)
Ainsi la condition de Lyapounov est v&eacute;ri…&eacute;e.
Donc nous avons le th&eacute;or&egrave;me central limite de Liapounov
J1n
J1n E (J1n )
p
=p
=) N (0; 1)
V (J1n )
E (J2n )
En outre (2.20) et (2.21) impliquent
J2n
P
!1
E (J2n )
Par cons&eacute;quent de
p
p J1n
J2n bwl
=
J2n
J2n
p J1n
p
E(J2n )
=
J2n J2n
p
E(J2n )
=
37
p J1n
E(J2n )
p
p J2n
E(J2n )
nous avons
p J1n
E(J2n )
=q
=) N (0; 1)
p
J2n bwl
n!1
J2n
E(J2n )
Dans cette partie nous consid&eacute;rons maintenant le cas o&ugrave; 2 et 2&quot; sont
inconnus dans l’expression de ht .
Soit b2 et b2&quot; des estimateurs convergeants de 2 et 2&quot; respectivement.
Nous d&eacute;…nissons l’estimateur
en =
o&ugrave;
n
X
Xt Xt
t=1
n
X
1
Xt2 1
t=1
b
ht 1
b
ht
(2.22)
1
b
ht = b2 Xt2 1 + b2&quot;
Theor&egrave;me 7 Sous les conditions C1 et C2 , nous avons
v
u n
uX
t
ht 1 en
=) N (0; 1)
Xt2 1b
n!1
t=1
Preuve: Comme ht 1 &lt;
sup
1
t
n
b
ht 1
&quot;
2
ht 1
on a
=
sup
t
1
=
n
sup
t
1
=
n
sup
1
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t
n
ht b
ht
b
ht ht
ht b
ht
b
ht ht
b
ht
ht ht 1b
ht 1
ht 1 =
D’autre part, b
sup
1
t
n
b
ht 1
ht 1
1
b2 Xt2 1 +b2&quot;
2
t
1
2
t
1
2
b
&quot;
2
&quot;
ht ht 1
n
2
sup
n
t
1
2
2
2
b
ht 1
Xt2 1 ht 1 + b2&quot;
2
et b2 !
sup
t
= b&quot; 2 ; ce qui donne
b2
b2
2
&quot;
1
n
sup
&quot;
1
b2&quot;
b
ht
sup
&quot;
D’o&ugrave; du fait que b2&quot; !
&lt;
n
+
2
Xt2 1 ht 1 + b2&quot;
b2&quot;
2
&quot;
2
&quot;
ht 1
2
&quot;
sup
1
t
n
ht 1
2
&quot;
on en d&eacute;duit que
ht 1 = op (1)
(2.23)
Les auteurs Hwang et Basawa [12] a&cent; rme que
n
X
Xt2
1
ht 1
t=1
!
1
n
X
Xt2
t=1
D’autre part, montrons que
v
u n
uX
t
Xt2 1 ht 1 en
t=1
On pose
Bn =
n
X
t=1
Xt2 1 ht 1
1
b
b
ht 1
wl
bn =
et B
39
!
= 1 + op (1)
(2.25)
= op (1)
n
X
t=1
Xt2
1
(2.24)
b
ht 1
On a
v
u n
uX
t
Xt2 1 ht 1 en
t=1
b
=
wl
=
p
0
Xt Xt
B
B t=1
Bn B
B
bn
B
@
p
Bn
Bn
bn Bn
B
p
Bn
=
bn Bn
B
=
n
X
p
Bn
n
X
t=1
n
X
n
X
b
ht 1
1
t
n
ht 1
1
p
bn Bn
B
n
X
1
p
bn Bn
B
Xt Xt 1 ht
t=1
De meme
p
Bn
bn
B
n
X
1
p
1
bn Bn
B
Xt Xt
1
t=1
b
ht 1
1
b
ht 1
1
n
X
t=1
b
ht 1
t
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Bn
p
Bn
bn
B
n
X
Xt2 ht 1
bn
B
Xt Xt
t=1
Bn
bn
B
t=1
n
X
p
p
1
Xt Xt 1 ht 1
!
1
Xt Xt 1 ht + Bn
p
n
X
Xt Xt 1 h
t=1
Bn
n
X
Xt Xt 1 ht 1
t=1
bn
B
Bn
bn Bn
B
ht 1
Xt Xt 1 ht 1 Bn
Bn
1
t=1
b
ht 1
n
bn
B
! 0 par (2.24)
et
1
p
bn Bn
B
n
X
Xt Xt 1 ht 1
t=1
p
! 1 (par (2.24)) et Bn !
# 12 &quot;
n
X
Xt2 1 ht 1
t=1
est born&eacute;e en probabilit&eacute;.
t=1
bn
B
n
X
ht 1 +
sup
1
1
Xt Xt 1 ht C
C
C
C
Bn
A
t=1
sont born&eacute;s en probabilit&eacute;.
En e&curren;et par l’in&eacute;galit&eacute; de Cauchy-Schwarz ,
1 , on a
&quot;
Xt Xt
1
! 0 par (2.23) et
pour avoir le r&eacute;sultat il reste &agrave; montrer que
n
X
Xt Xt
1
t=1
Comme sup
b
ht
t=1
Bn
Xt Xt
bn
B
t=1
p X
n
Bn
Xt Xt
bn
B
+
1
n
X
1
# 12
1
=
b
Bn
&quot;
n
X
t=1
Xt2 ht 1
# 12
=
p
Bn
=
b
Bn
Par cons&eacute;quent
v
u n
uX
t
Xt2 1 ht 1 en
b
t=1
= op (1)
wl
Par les &eacute;quations (2.25) et le th&eacute;or&egrave;me 2-2 on a
v
v
u n
u n
uX
uX
1
2
t
ht en
= t
ht 1 en
Xt 1 b
Xt2 1 b
t=1
b
t=1
v
u n
uX
= t
Xt2
1
Xt2
1
=
s
t=1
n
X
st=1n
X
t=1
n
X
+s
h
en
t=1
+ bwl
t=1
ht 1 v
Xt2 1b
u n
uX
t
X2
t 1
Xt2
1
ht
t=1
ht bwl
Donc
v
u n
uX
t
X2
t 1
t=1
Par suite
b
ht 1
e
n
v
u n
uX
= op (1) + t
Xt2 1 ht bwl
t=1
v
u n
uX
t
Xt2 1b
ht 1 en
t=1
41
=) N (0; 1)
n!1
i
bwl + bwl
b
ht 1 v
u n
uX
t
Xt2 1 ht en
Xt2 1 ht
t=1
n
X
s
b
ht 1
wl
b
wl
0.4
Processus autor&eacute;gressifs &agrave; co&eacute;&cent; cient al&eacute;atoires
d’ordre 1. Cas &eacute;xplosif
Dans ce chapitre nous &eacute;tudions l’article de S.Y. Hwang et I.V. Basawa [14]
Dans cet article les auteurs &eacute;tudient les estimateurs des moindres carr&eacute;es
et des moindres carr&eacute;es pond&eacute;res pour le param&egrave;tre d’un processus AR &agrave;
coe&cent; cients al&eacute;atoires dans le cas explosif. Ils montrent des propri&eacute;t&eacute;s de
convergence et de normalit&eacute; asymptotique.
Consid&eacute;rons un processus autor&eacute;gressif &agrave; co&eacute;&cent; cients al&eacute;atoires RCA d’ordre
(1) d&eacute;…ni par
Xt = ( +
t ) Xt 1
+ &quot;t , t = 0; 1; 2; :::
(3.1)
o&ugrave; ( t ) et (&quot;t ) sont des suites de variables al&eacute;atoire i.i.d centre&eacute; et V ( t ) =
,V (&quot;t ) = 2&quot; tel que 2 et 2&quot; sont connus et les suites ( t ) et (&quot;t ) sont
ind&eacute;pendantes.
Posons
2
=
+
1
2
2
sgn ( )
o&ugrave;
sgn ( ) =
1
1
si
si
0
&lt;0
et
2
=E( +
2
t)
=
2
+
2
(3.2)
Pour ce mod&egrave;le , la quantit&eacute; 2 joue le r&ocirc;le d’un param&egrave;tre critique .
Il d&eacute;coule de Nicholle&amp;Quinn (cf. [16]) qui montrent que (3.1) admet une
solution strictement stationnaire avec un moment de second ordre …ni ( au
sens de la convergence en moyenne quadratique et de la convergence presque
s&ucirc;re ) si et seulement si 2 &lt; 1 (cf. [17]).
La solution est donne&eacute; par
Xt = ( + t ) Xt 1 + &quot;t
= &quot;t + ( + t ) &quot;t 1 + ( +
+::: + ( + t ) ::: + t
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t)
s
+
Xt
t 1
(s+1)
&quot;t
2
Ce qui donne
Xt =
s
X
&quot;t
j
j
+
s+1 Xt (s+1)
j=0
o&ugrave;
0
= 1 , et
j
j 1
Y
=
+
t i
i=0
D’o&ugrave;
Xt
s
X
&quot;t
j
=
j
s+1 Xt (s+1)
j=0
En e&curren;et , pour la convergence en moyenne quadratique comme
2
&lt; 1 on
2
E Xt2
a
&quot;
E Xt
s
X
j=0
j
&quot;t
j
#2
= E
&quot;
s
Y
+
2
t)
= E( +
=
Xt
t i
(s+1)
i=0
2(s+1)
E
Donc
Xt =
E
Xt2 (s+1)
1
X
j
2
+
&quot;t
t 1
2
E (Xt ) = E
j=0
=
1
X
&quot;t
j
!
E ( j ) E (&quot;t j )
j=0
= 0
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t s
(3.3)
j
j
+
!0
&lt; 1 , nous avons aussi
1
X
:::E
s!1
j=0
Pour
#2
(s+1)
et
1
X
V (Xt ) = V
j
&quot;t
j
j=0
1
X
= E
j
&quot;t
j
j=0
1
X
= E
2
j
&quot;2t
j
!
!2
+2
j=0
&quot;
E
1
X
j
j=0
1 X
i 1
X
i=2 j=1
i
j
&quot;t
j
!#2
&quot;i &quot;j
!
.
Alors
V (Xt ) = E
1
X
2
j
j=0
=
1
X
2
j
E
&quot;2t j
!
E &quot;2t
+2
1 X
i 1
X
E ( i ) E ( j ) E (&quot;i ) E (&quot;j )
i=2 j=1
j
j=0
2
&quot;
=
=
1
1
X
2j
j=0
2
&quot;
2
Par (3.1) , nous avons
E (Xt =Xt 1 ) = E [(( + t ) Xt 1 + &quot;t ) =Xt 1 ]
= E (( + t ) Xt 1 =Xt 1 )
= Xt 1 E ( + t )
= Xt 1
et
V (Xt Xt 1 ) = V [(( + t ) Xt 1 + &quot;t ) Xt 1 ]
= Xt2 1 V ( + t ) + V (&quot;t )
= 2 Xt2 1 + 2&quot;
On dit que le proc&eacute;ssus (Xt ) est un mod&egrave;le h&eacute;t&eacute;rosc&eacute;datique conditionnel
(cf Engle [9]).
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Rappellons que l’&eacute;stimateur des moidres carre&eacute;s conditionnels est obtenu
n
X
en minimisant la quantit&eacute;
(Xt E (Xt =zt 1 ))2 et est donn&eacute; par
t=1
n
X
e =
cl
Xt Xt
t=1
n
X
1
(3.4)
Xt2
1
t=1
Cet estimateur converge et asymptotiquement normal (pour
la condition E (Xt4 ) &lt; 1
n
X
Xt2
1
t=1
2
o&ugrave; A =
! 21
1
E Xt2
ecl
2
&lt; 1) sous
=) N (0; A)
n!1
E Xt4 +
2
&quot;
En particulier , dans le sens d’une plus petite variance asymptotique
pour l’estimateur , un meilleur estimateur de est l’&eacute;stimateur des moindres
carre&eacute;s ponder&eacute;s obtenu en minimisant la quantit&eacute; suivante
n
X
Vt
1
1
Xt 1 )2 , o&ugrave; Vt
(Xt
1
=
2
Xt2 1 +
2
&quot;
t=1
L’&eacute;stimateur des moindres carre&eacute;s ponder&eacute;s pour
e
Pour
2
wl
=
n
X
Xt Xt 1 Vt
t=1
n
X
est donn&eacute; par
1
1
(3.5)
Xt2 1 Vt 11
t=1
&lt; 1; on a
n
X
t=1
Xt2
1
! 21
ewl
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=) N (0; B)
n!1
(3.6)
h
o&ugrave; B = E
Xt2
2 X2+ 2
&quot;
t
i
1
E (Xt2 ) :
Hwang et Basawa [12] a&cent; rme que
B =
&quot;
Xt2
2 2
Xt +
E
2
2
&quot;
1
E Xt2
!#
1
E Xt2
E Xt4 +
2
&quot;
=A
Remarquons que si 2 = 0 , alors le mod&egrave;le RCA (1) se r&eacute;duit &agrave; un
mod&egrave;le ARC (1) ,et ewl = bn .
Dans cet partie , nous &eacute;tudions le cas explosif ( 2 &gt; 1) . Dans le contexte
de processus RCA (1) explosif ; Quinn (cf. [18]) a prouv&eacute; que la solution (3.2)
continue &agrave; &ecirc;tre strictement stationnaire et ergodique si = E log j + t j &lt; 0
,et seulement si
0.
La r&eacute;gion de stricte stationnarit&eacute; &lt; 0 contient la condition 2 &lt; 1 (et
donc elle est moins restrictif ), puisque par l’in&eacute;galit&eacute; de Jensen on a
= E log j +
tj
log E j +
tj
et par l’in&eacute;galit&eacute; de Cauchy -.Shwarz on a
log E j +
tj
1
log E 2 j +
2
tj
= log j j
Donc
log j j.
Il est possible d’avoir une solution strictement stationnaire (presque s&ucirc;rement) pour 2 1 tant que &lt; 0. Cependant ,une telle solution n’aura pas
un moment d’ordre 2 …ni si 2 1 (cf Pourahmadi [8]).
Nous sommes consern&eacute;s par le cas o&ugrave; 2 &gt; 1 que nous continuerons &agrave;
nommer &quot;cas explosif&quot; . Le terme explosif se rapporte ici au fait que V (Xt )
augmentent exponentiellement vers l’in…nie quand t ! +1 .
Nous devons distinguer entre les deux sous classes suivantes
S1 :
S2 :
2
2
&gt; 1 et
&gt; 1 et
&lt;0
0
(3.7)
o&ugrave; S = S1 [ S2 et tout processus appartenant &agrave; la classes S est un
processus explosif RCA.
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0.4.1
Propri&eacute;t&eacute;s asymptotiques des estimateurs
Consid&eacute;rons le mod&egrave;le RCA (1) explosif (Xt ; t
Xt = ( +
t ) Xt 1
0) d&eacute;…ni par
+ &quot;t , X0 = 0
(3.8)
o&ugrave; ( t ) et (&quot;t ) sont des suites de v.a.i.i.d (pas n&eacute;cessairement gaussiennes)
centre&eacute;s et de variances …nie 2 &gt; 0 et 2&quot; &gt; 0 respectivement ,( t ) et (&quot;t )
sont ind&eacute;pendantes.
Nous it&eacute;rons la relation (3.8) pour avoir
Xn =
n 1
X
nj &quot;n j
j=0
o&ugrave;
n0
=1 ,
nj
=
j 1
Y
+
et j = 1; n
n i
1
i=0
Par suite, par ind&eacute;pendance
E (Xn ) = E
n 1
X
nj
&quot;n
j=0
j
!
=
n 1
X
E(
nj )
E (&quot;n j ) = 0
j=0
et
n 1
X
V (Xn ) = V
nj
&quot;n
j
j=0
=
2
&quot;
n 1
X
!
2
nj )
E(
j=0
=
2
&quot;
n 1
X
2j
j=0
=
2
&quot;
2n
1
2
1
1
Remarque 8 1. Si 2 = 0 , le processus RCA (1) se r&eacute;duit &agrave; un processus
AR (1) , et on a 2 = 2 :Nous notons que V (Xn ) est:
(i) croissant exponentiellement pour 2 &gt; 1.
(ii)croissant lin&eacute;airement pour 2 = 1 et V (Xn ) = n 2&quot; .
1 2
2
(iii) convergeant vers ( 2 1)
&lt; 1.
&quot; pour
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Ainsi , la relation (3.8) donne une variance explosive pour
2
&gt; 1:
2. Nous notons que nous avons traitons un processus unilat&eacute;ral (Xt , t 0)
avec la valeur initiale X0 = 0 . La meme &eacute;tude est valable pour le processus
bilat&eacute;ral (Xt , t 2 R) : Pour la classe S1 , la seule solution strictement stationnaire (Xt ) est donn&eacute;e par (3.3).
Si eqn (3.8) commence par X0 ayant la distribution stationnaire , alors
(Xt , t 0) est strictement stationnaire et un processus de Markov ergodic.
Par cons&eacute;quent la valeur initiale ne change pas les r&eacute;sultats asymptotiques.
( th&eacute;or&egrave;me centrale limite et th&eacute;or&egrave;me ergodique) obtenue pour (Xt , t 0) :
Feigin et Tweedie(cf. [6]).
Posons
n
Zn =
Xn ; n = 0; 1; 2; :::
Nous montrons (cf. ci dessous) que V (Zn ) = E (Zn2 ) converge vers
1 2
2
( 2 1)
= E ( + t )2 = 2 + 2 :
&quot; .o&ugrave;
Pour un processus AR (1) explosif , Zn converge en moyenne quadratique
et presque s&ucirc;rement (cf .Fuller [7]).
Cependant ,pour le cas d’un processus RCA (1) explosif, on a
E (Zn
Zn 1 )2 = E
n
Xn
n+1
= E
n
(Xn
Xn 1 )
E (Xn
Xn 1 )2
2n
=
Xn
2
1
2
De (3.8)
E (Zn
Zn 1 )2 =
=
) Xn 1 + &quot;n )2
)2 Xn2 1 + 2E (( +
2n
E (( + n
2n
E ( + n
n
) Xn 1 &quot;n ) + E (&quot;n )2
Comme Xn 1 d&eacute;pend de &quot;n 1 ; :::; &quot;1 ,et les (&quot;n ) sont ind&eacute;pendants , alors
, &quot;n et Xn 1 sont ind&eacute;pendants. De m&ecirc;me pour Xn 1 est ind&eacute;pendant de
( n ).
Par suite
E (Zn
Zn 1 )2 =
2n
=
2n
= 2
E Xn2
2n
2
+
2
1
2
2
E
+
2
E
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+
2
n
2
Xn2 1
+2
n
E Xn2
+
+
1
2n 2
&quot;
2
+
2
n
2n 2
&quot;
2
+
2n 2
&quot;
D’autre part
E Xn2
n 2
X
= E
1
n 1;j
&quot;n
1 j
j=0
=
n 2
X
2
n 1;j
E
!2
E &quot;2n
1 j
2(n 1)
1
j=0
2
&quot;
=
n 2
X
2j
j=0
21
&quot;
=
2(n 1)
2
1
Ainsi
E (Zn
Zn 1 )2 = 2
=
2n
2
2n 2
&quot;
+2
2
1
2
2
2
2
Comme
2
&quot;
2
&quot;
2n
1
2
1
2
2
1
2
&quot;
2
1
2
&quot;
1
+
2n 2
&quot;
1
&gt; 1;nous obtenons
E (Zn
Zn 1 )2
!2
2
2
n!1
1
=
o&ugrave; 2
&gt; 0 car 2 = 2 + 2 6= 2 et donc 6=
et par suite &gt; 0.
2
Ainsi , (Zn ) n’est pas une suite de Cauchy dans L et (Zn ) ne converge
pas en moyenne quadratique.
Le th&eacute;or&egrave;me suivant donne les propriet&eacute;es asymptotiques du mod&egrave;le RCA (1)
explosif .
Theor&egrave;me 9 Soit (Xt ) un processus RCA (1) explosif. Quand n ! 1; on
a
(I) : il existe une variable al&eacute;atoire Z tq E (Z ) &lt; 1 ,
et
p:s
Zn2 = 2n Xn2 ! Z
(II) :
2n
n
X
t=1
Xt2
p:s
1
!(
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2
1) Z .
2n 2
Preuve: (I) : Premi&egrave;rement , montrons que Zn2 =
Xn est une sousmartingale o&ugrave; zn = n (Xn ; Xn 1 ; :::; X1 ) est la tribu engendre&eacute; par (Xn ; Xn 1 ; :::; X1 ).
On a
E Zn2 =zn
1
= E
=
2n
Xn2 =zn
2n
E Xn2 =zn
=
2n
E (( +
1
1
n ) Xn 1
+ &quot;n )2 =zn
1
Par la lin&eacute;arit&eacute; de l’&eacute;sperance conditionnelle
E Zn2 =zn
1
E
2
2n
&quot;2n
2n
=
+
E
+2
n
2
n
+
Xn2 1 =zn
+2
1
2n
E [( +
n ) Xn 1 &quot;n =zn 1 ]
Par la caract&eacute;risation de l’&eacute;sperance conditionnelle
E Zn2 =zn
1
= Xn2
2n
1
2n
=
2n
=
2
2
2
E
2
+
Xn2
1
+
2(n 1) 2
=
Xn 1 +
2
= Zn 1 + 2n 2&quot;
+2
n
2
n
+
Xn2
2n
+2
Xn 1 E (( +
n ) &quot;n )
2
&quot;
1+
2n 2
&quot;
2n 2
&quot;
Zn2 1
Ainsi la suite (Zn2 ) est une sous-martingale positive.
De plus
E Zn2
= E
=
2n
Xn2
2n
E Xn2
2n
=
n 1
X
E
nj
&quot;n
j=0
2n
=
2
&quot;
n 1
X
j
!2
2j
j=0
Alors
E Zn2 =
2n
2
&quot;
2n
1
2
1
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1
!
n!1
2
1
1
2
&quot;
car
2
&gt;1
+
2n 2
&quot;
Ce qui donne
E Zn2 &lt; 1
Par suite la sous martingale positive (Zn2 ) est dans L1 et le th&eacute;or&egrave;me de la
convergence de Doob (cf Pr&eacute;liminaires ) permet d’a&cent; rmer qu’il existe une
p:s
variable al&eacute;atoire Z tq E (Z ) &lt; 1 et Zn2 ! Z .
(II) : On a presque surement , nous avons (par I)
Zt2
1
2(t 1)
=
Xt2
!Z
1
p.s.
Par un lemme de Toeplitz
n
X
2(t 1)
t=1
!
1
n
X
Xt2
1
t=1
!
!Z
De plus
n
X
2(t 1)
=
t=1
Ce qui donne
n 1
X
2l
2n
=
1
2
1
1
l=0
2n
1
1
2
1
n
X
Xt2
t=1
Ainsi
2n
n
X
t=1
Xt2
1
!
2
!
1
!
1
!Z
1
Z
Reste &agrave; identi…er la limite Z . Tout d’abord , nous montrons que P (Z &gt; 0) =
1 implique que la suite des v.a. ( t + ) ne prend que deux valeurs (suite
binaire).
Lemme 6 Si P (Z &gt; 0) = 1 alors, P (
est d&eacute;g&eacute;n&eacute;rer &agrave; 2 ).
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n
+ )2 =
2
= 1 ( i.e. (
n
+ )2
Preuve: Rappelons que
Xn = ( +
n ) Xn 1
+ &quot;n .
Donc
Xn2 = (( + n ) Xn
= ( + n )2 Xn2
+ &quot;n )2
1 + 2( +
1
n ) Xn 1 &quot;n
+ &quot;2n
Ainsi
2n
Xn2 =
2n
2
n)
( +
=
2n+2 2
=
2
Xn2
2n
+2
2
n)
2n 2
&quot;n
n ) Xn 1 &quot;n +
2n+1 1
( + n ) Xn 1 &quot;n + 2n &quot;2n
n 1
2 n 1 ( + n ) &quot;n
Xn 1 +
( +
2
2
n ) Xn 1 + 2
2(n 1) 2
Xn 1 +
( +
( +
1
Par suite
Zn2 =
2
( +
2
n)
D’une part , pour tout
Zn2
1
n
1
+2
( +
n ) &quot;n Zn 1
+
2n 2
&quot;n
(3.9)
&gt;0
1
X
2n 2
&quot;n
P
&lt;1
&gt;
t=1
puisque par l’in&eacute;galit&eacute; de Markov on a
P
2n 2
&quot;n
E (j
&gt;
2n 2
&quot;n j)
2n E
(j&quot;2n j)
2n 2
&quot;
qui est le terme d une s&eacute;rie convergeante car 2 &gt; 1:
Par cons&eacute;quent par le lemme de Borel-Cantelli on a
2n 2
&quot;n
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p:s
!0
(3.10)
2n 2
&quot;n
D’autre part , pour tout
1
X
&gt;0
n
P
( +
n ) &quot;n
&lt; 1.
&gt;
n=1
Par l’in&eacute;galit&eacute; de Bienyam&eacute;-.Tchebychev on a
1
X
P
n
( +
1
X
E(
n ) &quot;n &gt;
n=1
n
( +
2
n ) &quot;n )
2
n=1
1
1 X
2n 2
2
2
&quot;
2
n=1
1
X
E &quot;2n +
2n
E &quot;2n E
2
n
2n+2
n=1
2
&quot;
2
1
X
2l
l=1
&lt; 1
2
car
&gt;1
De m&ecirc;me par le lemme de Borel-Cantelli on trouve
n
( +
p:s
!0
n ) &quot;n
(3.11)
Par le premier point du th&eacute;or&egrave;me 3.1
Zn2
1
2(n 1)
=
Xn2
p:s
1
!Z
Comme P (Z &gt; 0) = 1 , donc
n 1
Xn
p:s
1
!
p
Z
(3.12)
En utilisant (3.10), (3.11) et (3.12), et Z &lt; 1 nous obtenons de (3.9)
2
( +
2
n)
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p:s
!
Z
=1
Z
Ce qui implique
P (
n
+ )2 =
2
=1
D’o&ugrave; le Lemme.
Consid&eacute;rons la suite de v.a. binaire suivante
n
+
=
j j
j j
avec une proba. p
avec une proba. 1
p
(3.13)
o&ugrave; j j &gt; 1 et 0 &lt; p &lt; 1:Le cas p = 0 ou 1 est exclu quand 2 &gt; 0.
Nous observons que devient log j j . Donc les cas &lt; 0 , = 0 et &gt; 0
corespondent &agrave; 2 &lt; 1 , 2 = 1 et 2 &gt; 1 respectivement.
Ainsi , l’&eacute;tude du cas stationnaire de la classe S1 ne se pose pas , lorsque
P (Z 2 &gt; 0) = 1.
Supposons que la condition suivante est satisfaite.
d
C1 : &quot;t est de loi sym&eacute;trique i.e. &quot;t = &quot;t .
Fuller (cf. [7]) fait remarquer en vertu de la sym&eacute;trie de (C1 ) qu’ un
explosif RCA (1) avec coe&cent; cient binaire se comporte en loi comme un processus AR (1) standard explosif (Yt ; t 0) donn&eacute; par
Y t = Yt
1
+ &quot; t , Y0 = 0
(3.14)
Pour j j &gt; 1, il est bien connu par Fuller ([7]) que n Yn converge vers
une variable al&eacute;atoire Y presque surement et en moyenne quadratique.
Nous avons le Lemme suivant
Lemme 7 Pour un processus RCA (1) explosif ayant un coe&cent; cient binaire
( n + ) , nous avons sous C1 .
d
(I) : Z = Y 2
n
o&ugrave; Y d&eacute;signe la limite de la v.a.
Yn qui converge presque surement et en
moyenne quadratique.
(II) : Si (&quot;t ) est gaussienne alors
Z =)
n!1
o&ugrave;
2
1
2
&quot;
2
1
1
2
1
est une v.a. Khi-deux de degr&eacute; de libert&eacute; 1.
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Preuve: Pour le point (I) on sait que
Xn = &quot;n + ( +
n ) &quot;n 1
+ ::: + ( +
n)
+
n 1
+ ::: +
n 1
::: ( +
1 ) &quot;1
La relation (3.14) peut s’&eacute;crire comme suit
Yn = &quot; n + &quot; n
1
2
+
&quot;n
2
De la condition C1 et du coe&cent; cient binaire (
d
&quot;1
+ ) , nous avons
n
pour chaque n = 1; 2; :::
Xn = Yn
Par cons&eacute;quent
2n
d
Xn2 =
2n
Yn2
Par le premier point du th&eacute;or&egrave;me 2.1 on a
p:s
2n
Xn2 ! Z
2n
Yn2 ! Y 2
et
p:s
Par suite
d
Z =Y2
d
Pour le point (II) , comme (&quot;n ) est i.i.d et &quot;n = N (0; 1) alors
Xn =
n 1
X
nj
&quot;n
d
j
, Xn = N 0;
2
&quot;
2n
2
1
1
j=0
Donc
Par cons&eacute;quent
q
Xn
2
&quot;
(
2
&quot;
2n
(
2n
1) (
d
= N (0; 1)
2
Xn2
1) (
1)
1
d
2
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1)
1
=
2
1
1
pour chaque n
Ce qui donne
2n
Ainsi , comme
2
1
1
d
Xn2 =
2
&quot;
2
1
1
2
1
&gt;1
2n
Xn2 =)
2
&quot;
n!1
2
1
1
2
1
Par le premier point du th&eacute;or&egrave;me 2.1
2n
Donc
d
Z =
p:s
Xn2 ! Z
2
&quot;
2
1
1
2
1
Remarque 10 1. Nous observons que le mod&egrave;le RCA (1) avec la structure
binaire de n appartenant &agrave; la classe S2 . Dans le lemme 2.1, on utilise
P (Z &gt; 0) = 1 pour avoir la structure binaire de n sous C1 en particulier
pour une suite (&quot;n ) gaussienne. En revanche , on peut v&eacute;ri…er que Z = 0
(p:s) , i.e P (Z &gt; 0) = 0 pour le cas stationnaire &lt; 0:Pour voir cela ,
nous prenons d’abord le cas g&eacute;n&eacute;ral de ( n ) avec 2 &gt; 1 , et &lt; 0 . Par
Quinn (cf.[18]) , il existe une solution strictement stationnaire (3-3) pour un
processus bilateral (3.1). Pour un processus unilat&eacute;ral qui est un processus
de Markov , Xn donn&eacute; par (3.8) converge en loi vers une variable al&eacute;atoire
de m&ecirc;me loi que celle obtenue pour le processus bilat&eacute;ral RCA (1) (Nicholls
2n 2
&amp;Quinn [16]). Ainsi ,
Xn converge vers z&eacute;ro ,i.e Z = 0 p:s quand
2
&gt; 1 , et &lt; 0 (i.e le processus appartenant &agrave; la classe S1 ).
Nous imposons une deuxi&eacute;me condition.
C2 : La limite de v.a.Z , P (Z &gt; 0) &gt; 0.
Pour un processus stationnaire appartenant &agrave; S1 , on a Z = 0 p:s . Pour
un processus non-stationnaire avec t binaire (appartenant &agrave; la classe S2 ) ,
nous avons Z &gt; 0 p:s.
En particulier , pour tout processus appartenant &agrave; S = S1 [ S2 et lorsque
(&quot;t ) est gaussien , on peut obtenir Z comme un m&eacute;lange de lois de type
Khi-deux.
Pour v&eacute;ri…er cela , soit (&quot;t ) i.i.d et &quot;t =) N (0; 1).
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Lemme 8
La suite
2
n
2n
=
j 1
n 1Y
X
2
n i
j=0 i=0
2 2
&quot; 1.
!
d
est une sous-martingale et Z =
Preuve: Posons
2
n
2n
=
j 1
n 1Y
X
2
n i
j=0 i=0
2n
=
2
n)
1+(
2
n)
+ ::: + (
2
2)
(
La fonction caract&eacute;ristique conditionnelle est
E ei t Zn =
n ; :::;
= E ei t
1
nX
n
=
n ; :::;
(&quot;n +(
= E ei t
n
= E ei t
n&quot;
n
n)
2
E ei t
1
&quot;n
1 +:::+(
n(
n)
n)
2
&quot;n
2
1
(
2)
2
&quot;1 )
:::E ei t
La fonction caract&eacute;ristique de la loi normale donne
n&quot;
n
E ei t
= exp
1
2
2 2
&quot;t
2n
Par suite
n(
E ei t
n)
2
&quot;n
1
= exp
1
2
2 2
&quot;t
2n
2
n)
(
De m&ecirc;me
E ei t
n(
n)
2
(
2)
2
&quot;1
= exp
1
2
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2 2
&quot;t
2n
(
2
n)
::: (
2
2)
n(
n)
2
(
2)
2
&quot;1
Donc
E ei t Zn =
n ; :::;
= exp
1
= exp
&quot;
= exp
Montrons que
gendr&eacute;e par
D’une part
2
n
=
2n
=
2n
=
2n
2
n
1
2
2 2
&quot;t
2n
1
2
2 2
&quot;t
2n
1
2
2 2 2
n
&quot;t
2
n)
1+(
j 1
n 1Y
X
2
j=0 i=0
est une sous-martingale par rapport zn
2
1 .
1
la tribu en-
2
n 1 ; :::;
+
2n
+
2
+
2
2
n)
(
(
2
n)
(
2
n)
2
n =zn 1
2n
+ ::: +
2(n 1)
2
n 1
2n
= E
2n
=
=
h
2
n)
(
2
2)
(
2
1+
n 1
2
+ ::: +
n 1
+
+
2n
2
+
2
n)
(
2 2
n 1E (
2
2
n 1
n 1.
2
n 1
2
=zn
1
n)
Donc 2n est une sous-martingale.
D’autre part
E
2
2)
::: (
n i
Ainsi
E
2
n)
+ ::: + (
#
2
n
2n
= E
j 1
n 1Y
X
2
n i
j=0 i=0
=
2n
n 1
X
!
2j
j=0
=
2n
2n
2
1
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1
1
!
n!1
2
1
1
(
2
2)
i
Par le th&eacute;or&egrave;me de Doob (cf .pr&eacute;liminaires) il existe une variable al&eacute;atoire
p:s
et E ( ) &lt; 1.Cela implique que
, tq 2n !
E ei t Zn =
n ; :::;
1
1
2
= exp
2 2 2
&quot;t
n
p:s
! exp
1
2
2 2
&quot;t
Par le th&eacute;or&egrave;me de convergence domine&eacute; nous obtenons : E E ei t Zn =
E(ei t Zn ) ! E(exp 12 2&quot; t2 ) donc
p
Zn = n Xn =) U
o&ugrave; U ,! N 0; 2&quot;
n ; :::;
D’o&ugrave;
Zn2 =)
2 2
&quot; 1
D’apr&eacute;s la premier point du th&eacute;or&egrave;me 1
p:s
Zn2 ! Z
Par suite
d
2 2
&quot; 1
Z =
qui est un m&eacute;lange de v.a. Khi-deux avec une v.a.
variable 21 .
D’o&ugrave; le Lemme.
ind&eacute;pendante de la
Remarque 11 En particulier ,si le processus appartient &agrave; S1 ,
si le processus appartient &agrave; la classe S2 avec t binaire ,
=(
. Cependant en g&eacute;n&eacute;ral ,
0 p:s.
0.4.2
2
= 0 p:s et
1
1) p:s
Convergence des estimateurs
Pour le mod&egrave;le RCA (1) explosif , nous allons montrer que l’estimateur ecl
n’est pas convergeant et cela est en contraste avec le cas du mod&egrave;le AR (1)
explosif.
En outre , l’estimateur ewl admet une loi asymptotique gaussienne m&ecirc;me
lorsque la suite (&quot;t ) n’est pas gaussienne.
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1
=
Dans la suite nous supposons que la condition suivante:
C3 : ( t ) est une suite born&eacute;e.
Par exemple si la suite ( t ) suit une loi uniforme sur [ 1; 1] ou encore
des lois gaussiennes tronque&eacute;s.
Nous avons le r&eacute;sultat suivant
Theor&egrave;me 12 Supposons que les conditions C2 et C3 sont satisfaites . Alors , pour le mod&egrave;le RCA (1) explosif , l’estimateur ecl ne converge pas vers
en probabilit&eacute; :
P
ecl 9
.
Preuve: Nous &eacute;crivons par d&eacute;…nition de ecl par (3.4)
e
cl
n
X
Xt Xt
t=1
n
X
=
t=1
n
X
Xt2
1
1
Xt Xt
Xt2
1
1
t=1
=
n
X
Xt2
1
t=1
On pose
ecl
o&ugrave;
2n
Tn =
:=
n
X
Tn
Dn
2
t Xt 1
+ &quot;t Xt
,
1
t=1
et
2n
Dn =
n
X
Xt2 1 .
t=1
D’apr&egrave;s le premier point du th&eacute;or&egrave;me 2-1 on a
Dn =
2n
n
X
Xt2
p:s
1
t=1
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!
2
1
1
Z
Ainsi , sous la condition C2 , pour que ecl converge vers il su&cent; t de montrer
P
que Tn ! 0. Par l’in&eacute;galit&eacute; de Bienyaim&eacute; -Tchebychev on a
!2
n
X
4n
!
E
&quot;t Xt 1
n
X
t=1
2n
P
&quot;t Xt 1 &gt;
2
t=1
4n
2
&quot;
2
n
X
E Xt2
1
t=1
De plus
n
X
E
Xt2 1
n
X
=
t=1
t 1
X
E
t=1
n
X
=
2
&quot;
t=1
1 j
t 1
X
2j
j=0
n
X
=
&quot;t
t 1;j
j=0
!2
2
&quot;
2(t 1)
2
1
1
1
t=1
D’o&ugrave;
n
X
E Xt2
1
=
t=1
=
=
=
Comme
1
X
n=1
P
2
2
&quot;
(
2
1)
2
&quot;
(
2
1)
2
&quot;
(
2
&quot;
n
X
t=1
&quot;n 1
X
(
&gt; 1;on en d&eacute;duit que
!
n
X
2n
&quot;t Xt 1 &gt;
2l
l=1
2n
2
1)
2
&quot;
2
2(t 1)
n
1
n
2n
1)
4
&quot;
t=1
(
&lt; 1
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2
2
1)
n
#
1
1
2
2
n
&quot;
1
X
n=1
#
2
2n
1
1
X
n=1
4n
2
1
1
X
n=1
n
4n
#
Par le lemme de Borel-Cantelli , il en r&eacute;sulte
2n
n
X
ps
&quot;t Xt
1
=
2n
!0
t=1
Donc
2n
Tn
n
X
2
t Xt 1
t=1
D’autre part
2n
n
X
2
t Xt 1
2n
t=1
n
X
n
X
ps
&quot;t Xt
1
t=1
2(t 1)
tZ
2n
=
t=1
2n
n
X
2n
n
X
t=1
2(t 1)
j tj
Xt2
(3.15)
Xt2
1
j t j Xt2
1
t
t=1
n
X
t=1
Comme
!0
2(t 1)
Z
2(t 1)
Z
p:s
1
Xt2 1
! Z , et
2(t 1)
Z
2n
=
n
X
t=1
2n
=
j tj
n
X
2(t 1)
2(t 1)
t=1
2(t 1)
j tj (
Xt2
2(t 1)
2(t 1)
1
Xt2
1
Z )
en utilisant le lemme de Toeplitz et C3 , nous obtenons
2n
n
X
t=1
j t j Xt2
2(t 1)
1
Z
ps
!0
Par cons&eacute;quent
2n
n
X
2
t Xt
2n
1
t=1
n
X
2(t 1)
t=1
tZ
ps
!0
Des r&eacute;sultats pr&eacute;c&eacute;dants (3.15) et (3.16) nous arrivons &agrave; :
Tn
In Z
62
ps
!0
(3.16)
Z
o&ugrave;
2n
In =
n
X
2(t 1)
t
t=1
P
Par suite nous avons besoin de montrer que In ! 0 sur l’&eacute;v&egrave;nment fZ &gt; 0g.
Remarquez que la suite (In ) v&eacute;ri…er l’&eacute;quation suivante
2
In
In
1
P
=
n
P
Ainsi , si In ! 0 sur fZ &gt; 0g , alors n ! 0 sur fZ &gt; 0g.
p:s
P
Or si n ! 0 , il existe une sous suite nk telle que nk ! 0 .
Ceci contredit l’hypoth&egrave;se que
0;ce qui est absurde .
Donc
nk
; k = 1; 2; ::: est i.i.d. de variance
2
&gt;
P
ecl 9
Remarque 13 La condition C2 a &eacute;t&eacute; utilis&eacute; dans la preuve pr&eacute;c&eacute;dente par
cons&eacute;quent le th&eacute;oreme n’est pas applicable &agrave; la classe S1 .
Dans ce qui suit nous allons &eacute;tudier les propri&eacute;t&eacute;s de l’&eacute;stimateur des
moindres carre&eacute;s ponder&eacute;s ewl d&eacute;…ni par (3.5).
Nous donnons quelques r&eacute;sults pr&eacute;l&eacute;minaires sur cet estimateur.
Nous avons
Bn
e
0
wl
1
n
X
Xt Xt 1 Vt 11
B
B t=1
= Bn B
n
B X
@
Xt2 1 Vt 11
0
t=1
n
X
(Xt
B
B t=1
= Bn B
n
B
X
@
t=1
:
=
C
C
C
C
A
n
X
Yt
t=1
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1
Xt 1 ) Xt 1 Vt 11 C
Xt2 1 Vt
1
1
C
C
C
A
o&ugrave; Yt = (Xt
Xt 1 ) Xt 1 Vt 11
et Bn =
n
X
Xt2 1 Vt 11 .
t=1
n
X
Lemme 9 On d&eacute;…nit Sn =
Yt est une martingalede carr&eacute; int&eacute;grable
t=1
,V (Sn zt 1 ) = Bn et E
(Sn2 )
=
n
X
E (Bn ) =: b2n .
t=1
Preuve: Nous avons
E (Sn ) = E
n
X
Yt
t=1
!
=
n
X
E (Yt )
t=1
et
E (Yt ) = E (Xt
Xt 1 ) Xt 1 Vt 11 = E t Xt2 1 Vt 11 + E &quot;t Xt 1 Vt
= E t )E(Xt2 1 Vt 11 + E &quot;t )E(Xt 1 Vt 11 = 0
1
1
car Xt2 1 Vt 11 ne d&eacute;pend que de t 1 ; t 2 ; :::; 1 ; donc t et Xt2 1 Vt 11 sont
ind&eacute;pendantes. De m&ecirc;me Xt 1 Vt 11 ne d&eacute;pend que de &quot;t 1 ; &quot;t 2 ; :::; &quot;1 , donc
&quot;t et Xt 1 Vt 11 sont ind&eacute;pendantes.
Donc
E (Sn ) = 0
D’une part,
E (Sn =zt 1 ) = E
n
X
Yt =zt
1
t=1
=
=
=
n
X
t=1
n
X
t=1
n
X
!
E (Yt =zt 1 )
E
2
1
t Xt 1 Vt 1 =zt 1
+ E &quot;t Xt 1 Vt 11 =zt
Xt2 1 Vt 11 E ( t ) + Xt 1 Vt 11 E (&quot;t ) = 0
t=1
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1
D’autre part, de la m&ecirc;me mani&egrave;re que dans (3.17) nous avons aussi E (Sn2 ) &lt;
1.
Donc Sn est une martingale de carr&eacute; int&eacute;grable.
Nous avons
!
n
X
V (Sn =zt 1 ) = V
Yt =zt 1
t=1
=
=
n
X
t=1
n
X
V
+ V &quot;t Xt 1 Vt 11 =zt
1
2
t Xt 1 Vt 1 =zt 1
1
Xt4 1 Vt 21 V ( t ) + Xt2 1 Vt 21 V (&quot;t )
t=1
=
=
n
X
t=1
n
X
Xt2 1 Vt
1
1
Xt2 1 Vt
1 2
1
+ Vt
1 2
1 &quot;
Xt2 1 Vt
1
1
Xt2
+
2
&quot;
1
1
Xt2 1 Vt
1
1
= Bn
2
1
Vt
t=1
=
n
X
t=1
Aussi
V (Sn ) = E Sn2 = E
= E
n
X
t=1
Yt2
!
n
X
Yt
t=1
+ 2E
!2
X
i6=j
Yi Yj
!
,
o&ugrave;
Yi Yj =
=
Comme Xi 1 Vi
1
1
1
1
2
2
i Xi 1 Vi 1 + &quot;i Xi 1 Vi 1
j Xj 1 Vj 1 + &quot;j Xj 1 Vj 1
1
1
1
1
2
2
2
i Xi 1 Vi 1 j Xj 1 Vj 1 + i Xi 1 Vi 1 &quot;j Xj 1 Vj 1
+&quot;i Xi 1 Vi 11 j Xj2 1 Vj 11 + &quot;i Xi 1 Vi 11 &quot;j Xj 1 Vj 11
1
1
ne d&eacute;pent que de
i 1 ; :::;
65
1
, et les ( i ) sont ind&eacute;pendantes
,alors les i et Xi 1 Vi 11 sont ind&eacute;pendantes. comme j &lt; i , donc Xj 1 Vj 11
est une fonction de j 1 ; :::; 1; par suite i et Xj 1 Vj 11 sont ind&eacute;pendantes
et alors
E
1
1
2
2
i Xi 1 Vi 1 j Xj 1 Vj 1
= E ( i ) E Xi2 1 Vi
= 0
1
1
2
1 j Xj 1 Vj 1
E
1
1
2
i Xi 1 Vi 1 &quot;j Xj 1 Vj 1
= E ( i ) E Xi2 1 Vi 11 &quot;j Xj 1 Vj
= 0
et
1
1
De m&ecirc;me Xj 1 Vj 11 ne d&eacute;pend que de &quot;j 1 ; :::; &quot;1 et comme j &lt; i alors &quot;i et
Xj 1 Vj 11 sont ind&eacute;pendantes.
Donc
E &quot;i Xi 1 Vi
1
1
2
1 j Xj 1 Vj 1
= E (&quot;i ) E Xi 1 Vi
= 0
1
1
2
1 j Xj 1 Vj 1
Nous avons aussi
E &quot;i Xi 1 Vi 11 &quot;j Xj 1 Vj
1
1
= E (&quot;i ) E Xi 1 Vi 11 &quot;j Xj 1 Vj
= 0
Finalement
E (Yi Yj ) = 0
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1
1
et
E
Sn2
=
n
X
E Yt2
t=1
=
n
X
2 4
2
t Xt 1 Vt 1
E
+ 2 t Xt3 1 Vt 21 &quot;t + &quot;2t Xt2 1 Vt
2
1
t=1
=
n
X
E
2
t
E Xt4 1 Vt
2
1
+ E &quot;2t E Xt2 1 Vt
2
1
E
2
t
E Xt4 1 Vt
2
1
+ E &quot;2t E Xt2 1 Vt
2
1
t=1
=
=
n
X
t=1
n
X
E Xt2 1 Vt
1
1
2
Xt2 1 Vt
1
1
+ Vt
1 2
1 &quot;
t=1
Alors
E
Sn2
=
n
X
E (Bn ) =: b2n
(3.17)
t=1
D’o&ugrave; le Lemme.
Nous consid&eacute;rons les conditions suivantes:
C4 : E j&quot;t j2+ &lt; 1 , pour &gt; 0
P
C5 : n 1 Bn ! 2 &gt; 0 quand n ! 1
Nous remarquons que la condition C5 est satisfaite pour la classe S1 ,i.e
&lt; 0 ( 2 &gt; 1):
En e&curren;et , pour voir cela , rappellons
Bn =
n
X
Ut 1 ; o&ugrave; Ut
1
= Xt2 1 Vt
1
1
t=1
Notons que (Ut ) est une suite de v.a. borne&eacute;. En outre , par le th&eacute;or&egrave;me
P
ergodic nous avons n 1 Bn ! E (U1 ) = 2 &gt; 0.
Ensuite , pour le cas o&ugrave; P (Z &gt; 0) = 1 , C5 est &agrave; nouveau v&eacute;ri…&eacute;e . En
e&curren;et , &eacute;crivons
2(t 1) 2
Xt 1
Ut 1 = 2 2(t 1) 2
Xt 1 + 2(t 1) 2&quot;
67
Par le premier point du th&eacute;or&egrave;me 2.1
2(t 1)
Alors
Ut
!Z
1
Z
=
2
Z
ps
1
ps
Xt2
!
2
Par cons&eacute;quent
P
2
n 1 Bn !
2
=
&gt;0
Donc C5 est vraie lorsque P (Z &gt; 0) = 1
Dans le cas g&eacute;n&eacute;ral nous proc&eacute;der Comme suit : supposons que (&quot;t ) est
gaussienne. On a
E Ut
2
1
= E Xt2 1 Vt
&quot;
2
1
1
2
2
&quot;
2 2
Xt 1 +
= E
2
&quot;
#
comme
Xt
1
= &quot;t
1
+
+
t 1
&quot;t
2
+ ::: +
+
::: ( +
t 1
1 ) &quot;1
Donc l’&eacute;sp&eacute;rance conditionelle
E Ut
1
2
=
t 1 ; ::: 1
=
Z1
2
&quot;
2
0
2
2
t 1x
2
+
2
&quot;
(3.18)
dH (x)
2
+ t 1 + ::: +
o&ugrave; H (x) est la densit&eacute; d’une N (0; 2&quot; ) et 2t 1 = 1 +
2
2
+ t 1 ::: ( + 1 ) :
Or
P
Comme 2t 1 ! 1 quant t ! 1 , on applique le th&eacute;or&egrave;me de la con2
vergence domine&eacute; &agrave; (3.18) et donc E Ut 1
= t 1 ; ::: 1 ! 0.
Comme Ut 1 est borne&eacute; on applique de nouveau le th&eacute;or&egrave;me de la convergence domine&eacute; et on arrive &agrave; :
E Ut
2
1
!0
t!1
Par cons&eacute;quent
L1
n 1 Bn !
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2
et alors
P
2
n 1 Bn !
Nous allons &eacute;noncer un r&eacute;sultat donnant la loi limite de l’estimateur ewl :
Theor&egrave;me 14 Pour le mod&egrave;le &eacute;xplosif RCA (1) et sous les conditions C3 ,C4
etC5 , nous avons
1
=) N (0; 1) .
Bn2 ewl
n!1
Preuve: Par la condition C5 , on a
P
n 1 Bn !
2
&gt;0
et par le th&eacute;or&egrave;me de la convergence domine&eacute;
L1
n 1 E (Bn ) = n 1 b2n !
2
&gt;0
Ce qui implique
n 1 Bn
P
= bn 2 Bn ! 1
1
2
n bn
Soit
Sn =
n
X
Yt o&ugrave; Yt = ( t Xt
(3.19)
+ &quot;t ) Xt 1 Vt
1
1
1
t=1
On a
jYt j =
( t Xt
1
+ &quot;t ) Xt 1 Vt
j t j Xt2 1 Vt
1
1
1
1
1
2
+ &quot;t Vt
Xt 1 Vt
1
1
2
1
et comme
Xt2 1 Vt
1
1
2
1
1
et Vt
2
&quot;
on en tire que
2+
jYt j
h
j tj
22+
Xt2 1 Vt 11
1
h
j t j2+
+ &quot;t Vt
2 2+
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1
2
1
Xt 1 Vt
2+
+ j&quot;t j
1
2
1
Vt
i2+
1
1
2+
2
Xt2 1 Vt
1
1
2+
2
i
Par C3 on a ( t ) est born&eacute;e donc
h
2+
1+
jYt j
2
j t j2+
2+
2 2+
2+
K1 + K2 j&quot;t j
2
+ j&quot;t j
2+
2
2
&quot;
2+
2
o&ugrave; K1 et K2 &gt; 0
i
Donc
bn (2+
)
n
X
t=1
E jYt j2+
bn (2+
)
n h
X
t=1
1
n 2
Par suite
bn (2+
)
n
X
t=1
! 2+2
1
K1
2
n2
E jYt j2+
+
2+
K1 + K2 E j&quot;t j
i
[nK1 + nK2 m4 ]
K2 m 4
n2
!0
n!1
Ainsi la condition de Lyapounov est v&eacute;ri…e , et on a
p
Car
et
Sn
V (Sn )
=) N (0; 1)
Sn
=) N (0; 1)
bn
(3.20)
1
Bn2 P
!1
bn
Des &eacute;quations (3.19) et (3.20) les conditions du th&eacute;or&egrave;me centrale limite sur
les martingales sont v&eacute;ri…&eacute;es et …nalement
1
Bn2 ewl
=
=
Sn 12
Bn
Bn
Sn
1
Bn2
=
Sn
bn
1
Bn2
bn
70
=) N (0; 1)
Nous retournons au cas stationnaire 2 &lt; 1 , o&ugrave; n 1 Bn
n
P
P
X2
Xt2 1
! E (Xt2 ).
E 2 X 2t+ 2 et n1
t
&quot;
P
! E (U1 ) =
t=1
Ainsi , les r&eacute;sultats dans (3.6) , pour
2
&lt; 1 donne
1
Bn2 ewl
=) N (0; 1)
n!1
Nous pouvons uni…er les r&eacute;sultats pour
suivant
2
&gt; 1,
2
&lt; 1 dans le th&eacute;or&egrave;me
Theor&egrave;me 15 Sous les conditions du th&eacute;or&egrave;me pr&eacute;c&eacute;dent ,pour le mod&egrave;le
RCA (1) ,nous avons
1
Bn2 ewl
=) N (0; 1) pour
n!1
2
6= 1.
En comparant ce r&eacute;sultat avec le m&ecirc;me dans le cas AR (1) , nous remarquons que la normalit&eacute; de (&quot;t ) n’est pas n&eacute;c&eacute;ssaire pour un mod&egrave;le
RCA (1).Par contre , l’hypoth&egrave;se de normalit&eacute; de (&quot;t ) est n&eacute;c&eacute;ssaire dans
le cas d’un processus AR (1) explosif (j j &gt; 1) .
Si 2 et 2&quot; sont inconnus , ils peuvent &ecirc;tre remplac&eacute;s par des estimateurs
convergeants.
Nous pouvons voir cela de la mani&egrave;re suivante (pour le cas 2 &lt; 1
voir Schick[18]). Soit b2 et b2&quot; des &eacute;stimateures convergeant vers 2 et 2&quot;
respectivement .
On d&eacute;…nit
Vbt 1 = b2 Xt2 1 + b2&quot;
Ainsi
max Vbt
1 t n
Dautre part
Vbt
1
1
=
1
1
Vt
1
1
= max
1 t n
1
b
2
Xt2 1
+
b2&quot;
71
&lt;
Vt 1 Vbt 1
Vbt 1 Vt 1
1
2
!
2 = b&quot;
b&quot;
2
&quot;
Par suite
max Vbt
1 t n
1
1
Vt
1
1
=
Vt
max
1 t n
2
&quot;
max
Vt
max
b2
1 t n
2
&quot;
1 t n
2
&quot;
max
b2
b2
2
1 t n
Ce qui donne
max Vbt
1 t n
1
1
Vt
1
1
2
&quot;
2
&quot;
Vbt
1
1
1
Vbt
Vbt 11 Vt
1
2
Xt2 1 Vt
1
1
2
Xt2 1 Vt
1
1
max Xt2 1 Vt
2
2
1
1
Vt
1 t n
b2
1
1
+ b2&quot;
1
1
2
&quot;
max Vbt
1
1
Vt
1
1
2
&quot;
+ b2&quot;
2
&quot;
+ b2&quot;
Vt
2
&quot;
1
1
Vt
1
1
max Vt
1 t n
2
&quot;
Comme b2 et b2&quot; sont des &eacute;stimateures converge vers
1 t n
+ b2&quot;
2
et
2
&quot;
ceci implique
= op (1)
(3.21)
On d&eacute;…nit un en un estimateur des moindres carr&eacute;s pond&eacute;r&eacute;s par
e =
n
n
X
Xt Xt 1 Vbt
t=1
n
X
t=1
Xt2 1 Vbt
1
1
(3.22)
1
1
Pour cet estimateur en nous avons le r&eacute;sultat suivant.
Corollaire Sous les conditions du th&eacute;or&egrave;me pr&eacute;c&eacute;dent , nous avons pour le
mod&egrave;le RCA (1)
1
Bn2 en
=) N (0; 1) pour
n!1
72
2
6= 1 .
1
1
Preuve: Consid&eacute;rons
2
(Xt
6
6 t=1
= Bn 6
n
6
X
4
1
2
1
2
Bn en
1
n
X
1
n
X
t=1
Hwang et Basawa [12] a&cent; rme que
Bn
1
n
X
t=1
Par suite
Bn
= Bn
n
X
t=1
n
X
1
2
1
= Bn 2
(Xt
(Xt
t=1
n
X
(Xt
Xt2 1 Vbt
Bn
1
2
(Xt
t=1
Par cons&eacute;quent
1
Sn
1
Vbt
1
2
1
n
X
1
1
Vt
(Xt
Bn 1
1
2
Bn
=
bn
B
&quot;
n
X
t=1
Bn
n
X
t=1
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(3.23)
Xt 1 ) Xt 1 Vt 11
(Xt
t=1
t=1
Bn 2 Sn =
1
1
!
n
X
Xt 1 ) Xt 1 Vbt
Bn
Bn2 en
1
1
Xt 1 ) Xt 1 Vbt
7
7
7
5
= 1 + op (1)
Xt 1 ) Xt 1 Vbt 11
Xt 1 ) Xt
n
X
1
1
Xt 1 ) Xt 1 Vbt 11
t=1
D’o&ugrave;
Xt2 1 Vbt
(Xt
Bn
1
2
1
1
t=1
=
Xt 1 ) Xt 1 Vbt 11 7
Xt2 1 Vbt
t=1
Bn 2
3
n
X
1
1
1
1
Sn
!
= op (1)
Xt 1 ) Xt 1 Vbt
Xt2 1 Vbt
(Xt
!
1
1
1
Bn 2 Sn
1
1
Xt 1 ) Xt 1 Vbt
1
1
bn Sn
B
#
et ensuite
1
2
1
2
Bn en
Bn Sn
1 &quot;
n
X
Bn 2
=
Bn
(Xt
bn
B
Xt 1 ) Xt 1 Vbt
t=1
Bn
bn
B
Comme
1
Bn
=
Bn 2
bn
B
p
! 1 et
1
n
X
Xt 1 ) Xt 1 Vbt
(Xt
t=1
1
1
+ Bn Sn
1
1
Sn
!
Bn Sn
1
bn Sn
B
Bn 2
bn
Sn B
b
Bn
#
Bn
1
n
Bn 2
Bn 2 X
Sn =
(Xt
Xt 1 ) Xt 1 Vt 11
b
b
Bn
Bn t=1
#
1 &quot;
n
n
X
Bn 2 X
Xt Xt 1 Vt 11
Xt2 1 Vt 11
=
bn
B
t=1
1
2
Bn
=
bn
B
1
2
n
X
t=1
1
t=1
n
Bn X
=
Xt Xt 1 Vt
bn
B
1
1
t=1
car
Bn
bn
B
1
2
Bn
bn
B
p
p
! 1 et Bn ! 1
n
X
1
2
Xt Xt 1 Vt 11
t=1
Alors
Bn
bn
B
Bn2
bn
B
Xt Xt 1 Vt 11
&quot;
n
X
Xt2 Vt 11
t=1
1
# 12 &quot;
1 Bn
p
= oP (1)
bn
Bn B
n
X
Xt2 1 Vt 11
t=1
1
Bn2 en
= Bn 2 Sn + op (1)
ce qui implique par le th&eacute;or&egrave;me pr&eacute;c&eacute;dent
1
Bn2 en
=) N (0; 1) pour
n!1
D’o&ugrave; le corollaire.
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2
6= 1
# 12
1
=
b
Bn
&quot;
n
X
t=1
Xt2 Vt 11
# 12
=
p
Bn
1
=p
b
Bn
Bn
0.4.3
Comportement asymptotique conditionnellement
&agrave; (Z &gt; 0)
Dans cette partie nous regardons le comportement de l’estimateur des moindres
carr&eacute;s ecl pour le mod&eacute;le RCA (1) explosif . Cependant les convergences sont
&eacute;tudi&eacute;es sous la condition que l’&eacute;v&egrave;nement (Z &gt; 0) soit r&eacute;aliz&eacute;. L’&eacute;v&egrave;nement
(Z &gt; 0) est similaire &agrave; la non-&eacute;xtinction d’un processus de branchement
. Nous notons la probabilit&eacute; conditionnelle &agrave; (Z &gt; 0) par P : P (:) =
P (:=Z &gt; 0) et par E l’esp&eacute;rance par rapport &agrave; P :
Nous supposons que C2 est v&eacute;ri…&eacute;e i.e P (Z &gt; 0) 6= 0.
Nous pr&eacute;sentons les r&eacute;sultats pr&eacute;liminaires suivants.
Lemme 10 Sous P , nous avons
2n
i)
n
X
Xt2
P ps
1
t=1
ii) n
n
X
1
Xt2 1 Vt
t=1
Zn2 =zt
1
2n
E
Xn2 =zt
Xn2 =zt
=
2n
E
(( +
=
2n
E
( +
= E
=
2n
1
1 P ps
1 !
2
2n
Preuve: i) Rappellons que Zn2 =
zt 1 = (Xt 1 ; :::; X1 )
On a
E
2
!
1
Z
Xn2 est une zt
1
-sous-martingale
1
1
2
n ) Xn 1 + &quot;n )
2
2
n ) Xn 1 =zt 1
=zt
1
+
2n
E [2&quot;n ( +
Les propri&eacute;t&eacute;s de l’&eacute;sp&eacute;rance conditionnelle impliquent
E
Zn2 =zt
1
Xn2 1 E ( + n )2
+2 2n Xn 1 E [&quot;n ( +
2n
2 2
=
Xn 1 + 2&quot;
=
2n
2(n 1) 2
=
Xn 1 + 2n
= Zn2 1 + 2n 2&quot; Zn2
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n )]
+
2n 2
&quot;
2
&quot;
1
car
2
&gt;1
n ) Xn 1 =zt 1 ]
+
2n
E
&quot;2n
Donc Zn2 est une sous-martingale.
Par le th&eacute;or&egrave;me de Doob , il existe une v.a. Z , E (Z ) &lt; 1 telle que
Zn2 =
2n
P ps
Xn2 ! Z
On utilise le lemme de Toeplitz pour avoir
! 1 n
n
X
X
2(t 1)
Xt2
t=1
P ps
!Z
1
t=1
De plus comme
n
X
2(t 1)
=
t=1
Donc
n 1
X
2l
2n
=
2
1
1
1
l=0
2n
1
1
2
n
X
1
Xt2
1
t=1
Ce qui donne
n
X
2n
Xt2
1
t=1
Pour ii) On a
!
P ps
2
!
2(t 1)
Xt2 1 Vt
1
1
=
2(t 1) X 2
t 1
D’o&ugrave;
Xt2 1 Vt
1 P ps
1 !
De m&ecirc;me par le lemme de Toeplitz
! 1 n
n
X
X
t=1
Xt2 1 Vt
t=1
Ce qui donne
n
Z
Z
1
n
X
Xt2 1 Vt
t=1
Lemme 11 Sous P , (
n)
Xt2
2
+
2
!
!Z
1
1
Z
1
2(t 1) 2
&quot;
2
=
1 P ps
1 !
1 P ps
1 !
P ps
2
2
ne converge pas vers zero en probabilit&eacute;
P
n
90.
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Preuve: Raisonnons par l’absurde.
Supposons que
P
!0
n
Alors , il existe une sous-suite tel que
Consid&eacute;rons l’&eacute;v&egrave;nement G d&eacute;…ni par
G = flim
n
nk
P ps
! 0:
= 0, quand n ! 1g
Or d’apr&egrave;s le Lemme 2.1 (Z &gt; 0) =) 8n : ( +
que lim nk existe et donc (Z &gt; 0) G .
Par suite
P (G) P (Z &gt; 0) &gt; 0
2
n)
=
2
Il en r&eacute;sulte
Puisque G est un &eacute;v&egrave;nement dans la tribu queue, par la loi 0-1 de Kolmogorov
on a donc P (G) = 1:Ce qui contredit l’hypoth&egrave;se sur la suite ( nk ; k = 1; 2; :)
car la suite est de moyenne nulle et de variance 2 &gt; 0:
Par cons&eacute;quent
P
n 9 0
Nous avons le r&eacute;sultat suivant
Theor&egrave;me 16 Supposons C3 est v&eacute;ri…&eacute;e . Pour le mod&egrave;le RCA (1) explosif
l’&eacute;stimateur des moindre carre&eacute; ecl ne converge pas :
P
ecl 9
Preuve: Par d&eacute;…nition des estimateurs
ecl
=
n
X
Xt Xt
t=1
n
X
t=1
2n
=
Xt2
&quot;
1
1
n
X
2
t Xt 1
t=1
t=1
2n
n
X
t=1
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+
n
X
Xt2
1
&quot;t Xt
1
#
Ce qui donne
e
o&ugrave;
2n
Tn =
&quot;
et
:=
cl
n
X
Tn
Dn
2
t Xt 1
+
t=1
Dn =
n
X
&quot;t Xt
1
t=1
n
X
2n
Xt2
#
1
t=1
D’apr&egrave;s le premier point du lemme 3.5 on a
2n
Dn =
n
X
Xt2
P ps
1
t=1
2
!
1
1
Z
Donc pour que ecl converge il su&cent; t de montrer que
P
Tn ! 0
Pour
&gt; 0, on a
2n
P
n
X
&quot;t Xt
1
&gt;
t=1
!
P
=
Comme
(
2n
n
X
&quot;t Xt
1
&gt;
t=1
2n
= P
)
n
X
&quot;t Xt
1
&gt;
Z &gt;0
t=1
(
2n
n
X
&quot;t Xt
1
)
&gt;
t=1
!
\ fZ &gt; 0g
!
!
\ fZ &gt; 0g
P (Z &gt; 0)
(
2n
n
X
&quot;t Xt
1
t=1
&gt;
)
Donc
P
2n
n
X
t=1
&quot;t Xt
1
&gt;
!
2n
P
n
X
t=1
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&quot;t Xt
1
&gt;
!
P
1
(Z &gt; 0)
D’autre part , l’in&eacute;galit&eacute; de Bienyaim&eacute; -Tch&eacute;bychev donne
P
2n
n
X
&quot;t Xt
!
&gt;
1
t=1
2n
V
n
X
&quot;t Xt
1
t=1
2
n
X
E
&quot;t Xt
t=1
4n
1
!
!2
2
Comme Xt 1 est fonction de &quot;t 1 ; :::; &quot;1 et comme &quot;i sont i.i.d. ce qui implique
que Xt 1 et &quot;t sont ind&eacute;pendants
Ceci donne
!
n
n
4n
X
X
2n
2
P
&quot;t Xt 1 &gt;
E Xt2 1
&quot;
2
t=1
t=1
&lt; 1
Par le lemme de Borel-Cantelli
2n
n
X
P ps
&quot;t Xt
1
&quot;t Xt
1
!0
t=1
Par suite
2n
n
X
t=1
et donc
2n
Tn
n
X
2n
2n
n
X
t=1
2n
2
t Xt 1
t=1
n
X
!0
P ps
2
t Xt 1 !
t=1
D’autre part
P ps
n
X
0
2(t 1)
t=1
j t j Xt2
2(t 1)
1
Comme
2(t 1)
Xt2
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P ps
1
!Z
Z
tZ
Alors
n
X
t=1
Ce qui donne
2(t 1)
j tj
2n
n
X
2(t 1)
2(t 1)
1
P ps
2
t Xt 1 !
t=1
D’o&ugrave;
Xt2
Tn
2n
2(t 1)
tZ
P ps
!0
n
X
2n
In =
!0
t=1
In Z
o&ugrave;
n
X
P ps
Z
2(t 1)
t
t=1
Pour montrer la convergence de ecl , nous devons montrer que
2n
In =
n
X
P
2(t 1)
t
t=1
!0
o&ugrave; (In )v&eacute;ri…e l’&eacute;quation aux di&curren;&eacute;rences suivante
2
In
In
1
2(n 1)
=
=
=
n
X
2(t 1)
2(n 1)
t
t=1
2(n 1)
2(n 1)
n 1
X
2(t 1)
t
t=1
n
n
n = 1; 2; :::
P
P
Si In ! 0 , nous devons avoir n ! 0 qui contredit le lemme pr&eacute;c&eacute;dent.
Par cons&eacute;quent , l’&eacute;stimateur ecl ne converge pas sous P .
Dans cette partie nous &eacute;tudions la convergence de l’estimateur des moindres
carr&eacute;s pond&eacute;r&eacute;s ewl .
Rappellons
Bn =
n
X
Xt2 1 Vt
1
1
o&ugrave; Vt
1
=
2
Xt2 1 +
t=1
et
Yt =
n
X
(Xt
Xt 1 ) Xt 1 Vt
t=1
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1
1
2
&quot;
On d&eacute;…nit
n
X
Sn =
Yt
E (Yt =zt 1 )
t=1
Lemme 12 La suite (Sn ) est une martingale.
Preuve: On a
n
X
E (Sn =zt 1 ) = E
t=1
n
X1
= E
(Yt
E (Yt =zt 1 )) =zt
(Yt
E (Yt =zt 1 )) =zt
t=1
1
1
!
!
+E (Yn E (Yn =zn 1 ) =zt 1 )
n 1
X
Yt E (Yt =zt 1 )
=
t=1
= Sn
Donc (Sn ) est une martingale.
Soit
Bn =
1
n
X
V (Yt =zt 1 )
t=1
Introduisons les quantit&eacute;s
W1n = (Bn )
W2n = (Bn )
1
W3n = Bn 2
1
2
Sn
1
2
1
Bn2
n
X
E (Yt =zt 1 ) .
t=1
Nous imposons la condition suivante
0 P
0
L
C6 : Sous P , W1n =) W1 ,de plus (W2n ; W3n ) ! (W2 ; W3 )
Le th&eacute;or&egrave;me suivant donne loi limite de l’estimateur ewl
Theor&egrave;me 17 Si la condition C6 est v&eacute;ri…&eacute;e alors, pour n ! 1
1
Bn2 ewl
L
=) W2 1 W1 + W3
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Preuve: Un calcul simple donne
1
Bn2 ewl
1
2
e
= Bn
1
2
= Bn
Par suite
1
2
Bn
Nous avons
1
2
(Bn )
wl
1
2
1
2
n
X
E (Yt =zt 1 )
t=1
1
2
n
X
Bn
e
W2n1 W1n
Bn
1
2
Sn (Bn ) Bn + Bn
ewl
1
2
Donc
W2n1 W1n + W3n
(Yt
E (Yt =zt 1 )) + Bn
t=1
wl
e
Bn
wl
1
2
1
n
X
E (Yt =zt 1 )
t=1
1
2
+ W3n = Bn
n
X
t=1
Bn2 ewl
1
2
e
wl
Bn
n
X
Yt
t=1
1
Yt = Bn2 ewl
1
2
1
Bn 2 Sn
= op (1)
W2n1 W1n + W3n = op (1) .
Par la condition C6
1
Bn2 ewl
L
=) W2 1 W1 + W3
Ce qui donne le r&eacute;sultat
L
Remarque 18 Si P = P , on a W2 = 1 ,W3 = 0 et W1 =) N (0; 1).
Donc le th&eacute;or&egrave;me 6 se r&eacute;duit au th&eacute;or&egrave;me 3.
0.5
ANNEXE
Pour illustrer le comportement de l’estimateur de Hwang S.Y. et Basawa I.V.
[14] d&eacute;…ni dans le chapitre 3, nous pr&eacute;sentons des simulations d’un mod&egrave;le
autor&eacute;gressif &agrave; coe&cent; cient al&eacute;atoire RCA (1).
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Nous g&eacute;n&eacute;rons des &eacute;chantillons de tailles di&curren;&eacute;rentes et nous calculons &agrave;
chaque fois l’estimateur du param&egrave;tre.
Le processus autor&eacute;gressif &agrave; coe&cent; cient al&eacute;atoire &agrave; simuler est le suivant:
Xt = (a +
t ) Xt 1
+ &quot;t
o&ugrave; a = C st , (&quot;t ) ,! N (0; 2 ) et ( t ) ,! N 0; 2
Nous …xons les valeurs de 2 = 0:8 et 2 = 0:4 . Les valeurs du param&egrave;tre
a sont …x&eacute;s &agrave; a = 1 (cas critique) et a = 1:5 ( cas &eacute;xplosif) .
Nous g&eacute;n&eacute;rons un &eacute;chantillon de taille n donn&eacute;e par la formule de r&eacute;currence pr&eacute;c&eacute;dente. Nous calculons les estimateurs ecl et ewl ;leurs moyennes
et leurs &eacute;cart- type pour 100 r&eacute;pliques de l’&eacute;chantillon &agrave; chaque fois.
Nous avons obtenu les tableaux suivants et nous utilisons le Logiciel R
pour nos simulations.
e
e
mean ecl mean ewl
Taille de &eacute;chantillon n
wl
cl
n = 50
0:9716515 1:144746 0:8914464
0:7131255
n
=
100
1:074528A
0:9479396
0:5435822
0:4005822
Pour a = 1
n = 500
0:8982995 0:9207954 0:856491
1:002663
n = 1000
1:013999 0:9054036 1:433062
1:421535
n = 10000
1:006213 0:9995642 0:7524121
0:723438
e
e
mean ecl mean ewl
Taille de &eacute;chantillon n
wl
cl
n = 50
0:5409649 1:60785 0:4421012
1:456344
n = 100
3:286886 1:508042 2:381183
1:057773
Pour a = 1:5
n = 500
2:424696 1:241475
5:528747
0:7634003
n = 1000
17:60373 1:510874
15:02691
1:266407
n = 10000
8:30185 1:480448
5:380336
1:723883
0.6
Conclusion
Dans ce m&eacute;moire nous avons &eacute;tudi&eacute; les processus autor&eacute;gressifs &agrave; coe&cent; cients
al&eacute;atoires dans les cas critique et explosif.
Nous avons d&eacute;velopp&eacute; les r&eacute;sultats &eacute;tablis par les auteurs Hwang S.Y. et
Basawa I.V. et Tae Yoon Kim. [14] et Hwang S.Y. et Basawa I.V. [13].
Ils montrent la convergence de l’estimateur des moindres carr&eacute;s conditionnels et des moindres carr&eacute;s pond&eacute;r&eacute;s et leurs comportements asymptotiques
en loi dans le cas critique.
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sd ecl
1:18938
4:14318
3:16603
4:14798
2:62762
sd e
c
4:8572
6:8874
69:033
157:90
64:581
Dans le cas explosif , les auteurs &eacute;tablissent la convergence en probabilit&eacute;
de l’estimateur des moindres carr&eacute;s pond&eacute;r&eacute;s et une loi limite tandis que
l’estimateur des moindres carr&eacute;s conditionnels n’est pas convergeant.
En Annexe nous pr&eacute;sentons des r&eacute;sultats de simulations num&eacute;riques montant le comportement asymptotique des estimateurs des moindres carr&eacute;s conditionnels et des moindres carr&eacute;s pond&eacute;r&eacute;s dans un processus RCA(1) en
utilisant le logiciel R.
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