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Introduction
Dans ce travail on s’int&eacute;resse &agrave; la fonction de Green , ses propri&eacute;t&eacute;s et son application
&agrave; l’&eacute;xistence de solutions positives d’un probl&egrave;me aux limites pour &eacute;quations di&curren;&eacute;rentielles
ordinaires du deuxi&egrave;me ordre, de la forme:
8
&lt; ( py 0 )0 + hy = f (x; y) 0 &lt; x &lt; 1
(p) :
:
y (0) = y (1) = 0
(*)
Notre objectif est de d&eacute;t&egrave;rminer des conditions su&cent; santes sur la nonlin&eacute;arit&eacute; f pour assurer
l’existence d’au moins d’une solution positive du probl&egrave;me pr&eacute;c&eacute;dent.
L’&eacute;tude des &eacute;quations di&curren;&eacute;rentielles ordinaires se trouve &agrave; l’interface de nombreux probl&egrave;mes
scienti…ques.En e&curren;et, la plupart des ph&eacute;nom&egrave;nes de la physique ou des sciences de l’ing&eacute;nieur
sont nonlin&eacute;aires et une mod&eacute;lisation par des &eacute;quations lin&eacute;aires.
Notons que plusieurs ph&eacute;nom&egrave;nes physiques ou biologiques sont gouvern&eacute;s par des &eacute;quation
di&curren;&eacute;rentielles, par exemple la di&curren;usion de la chaleur et la concentration chimique en biologie
math&eacute;mathique .
Ce m&eacute;moire est constitu&eacute; de quatre chapitres:
Dans le premier chapitre , on pr&eacute;sente quelques d&eacute;…nitions et aux r&eacute;sultats pr&eacute;miliminaires
utiles pour la suite du travail. Le chapitre deux est r&eacute;serv&eacute; la fonction de Green et ses propri&eacute;t&eacute;s.
Au chapitre trois ,on &eacute;xaminera un probl&egrave;me d’ordre deux nonlin&eacute;aire. Le dernier est consacr&eacute;
aux exemples d’application. En…n ,on termine notre m&eacute;moire par une br&egrave;ve conclusion .
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Chapitre 1
Pr&eacute;liminaires
1.1
Espaces de Banach ordonn&eacute;s:
Soit E un espace de Banach.
Un ensemble convexe ferm&eacute; K
F est dit un c&ocirc;ne si :
i)pour tout y 2 k et y 6= 0 , alors y 2 K pour
ii)y 2 k et
0.
y 2 k , alors y = 0.
Notons qu’on a k \ ( k) = f0g.
Le c&ocirc;ne k d&eacute;…nit une relation d’ordre partiel dans l’espace de Banach E.
On &eacute;crit x
y ou y
x si y
x 2 K.
Les &eacute;l&eacute;ments de K est appel&eacute;s positifs.
L’espace de Banach E est dit espace ordonn&eacute; par le c&ocirc;ne K
1.2
Op&eacute;rateurs compacts:
Soit A un op&eacute;rateur lin&eacute;aire d’un espace de Banach E dans un autre espace de Banach F.
D&eacute;…nition 1.1 A est compact s’il transforme tout ensemble born&eacute; de E dans un ensemble
relativement compact de F.
Remarque 1.1 Il est &eacute;vident que tout op&eacute;rateur lin&eacute;aire compact est born&eacute;.
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D’autre part, on v&eacute;ri…e sans peine que tout op&eacute;rateur lin&eacute;aire born&eacute;, envoie un ensemble
relativement compact dans un ensemble relativement compact. Donc la propri&eacute;t&eacute; de compacit&eacute;
est g&eacute;n&eacute;ralement plus forte que la continuit&eacute; par exemple, l’op&eacute;rateur identit&eacute; d&eacute;…ni sur un
espace de dimention in…nie, n’est pas compact, puisqu’il envoie la boule unit&eacute; dans elle m&ecirc;me,
or celle-ci n’est pas compacte.
D&eacute;…nition 1.2 Un op&eacute;rateur est dit compl&egrave;tement continu, s’il est compact et continu
Remarque 1.2
T compact () T (C) relativement compact.
T continue et compact () T complatement continue.
T (C) (adh&eacute;rence) compact () T (C)relativement compacte.
1.3
Op&eacute;rateur lin&eacute;aire int&eacute;gral:
Soit By(x) =
R
I
k(x; s)y(s)ds, un op&eacute;rateur lin&eacute;aire int&eacute;gral.
Les propri&eacute;t&eacute;s de cet op&eacute;rateur sont d&eacute;termin&eacute;es par les propri&eacute;t&eacute;s du noyau k(x; s).
si k(x; s) est continu alors B est compl&egrave;tement continu dans l’espace C(I)
1.4
Op&eacute;rateur de Nemitskii:
L’op&eacute;rateur de Nemitskii F associ&eacute; &agrave; la fonction f : (x; y) ! f (x; y) est d&eacute;…ni par:
(F y)(x) = f (x; y(x)) pour tout x 2 I:
Les propri&eacute;t&eacute;s de F sont d&eacute;termin&eacute;es par les propri&eacute;t&eacute;s de f . Si f est continue alors F est
continu et born&eacute; dans l’espace des fonctions continues.
1.5
Op&eacute;rateurs de Hammerstein:
Soit Ay(x) =
R
k(x; s)f (s; y(s))ds:
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on peut mettre A sous la forme : A = BF; o&ugrave; :
By(x) =
Z
k(x; s)y(s)ds; F y(x) = f (x; y(x)):
si f est continue et B est comp&egrave;tement continu, alors A est compl&egrave;tement continu dans l’espace
des fonctions continues.
Pour plus de d&eacute;tails consernant les propri&eacute;t&eacute;s des op&eacute;rateurs B, F et A, on peut consulter [2]
1.6
Crit&egrave;re de compacit&eacute; dans C([a:b]; R) :
D&eacute;…nition 1.3 On dit que des fonctions d’un sous-ensemble M
ment born&eacute;es, s’il existe une constante a &gt; 0 telle que jx(t)j
C([a:b]; R) sont uniform&eacute;-
a pour tout x(:) de M et quel
soit t 2 [a; b]. [5]
D&eacute;…nition 1.4 On dit que des fonctions d’un sous-ensemble M
ues, si pour tout &quot; &gt; 0;il existe
satisfaisant &agrave; l’in&eacute;galit&eacute; jt1
C([a:b]; R) sont &eacute;quicontin-
&gt; 0 d&eacute;pendant uniquement de &quot;, tel que pour tous t1 ; t2 2 [0:1]
t2 j &lt;
et pour toute fonction x(:) de M l’on ait jx(t1 )
x(t2 )j &lt; &quot;.
Th&eacute;or&egrave;me 1.1 (Arsel&agrave;)
Pour qu’un sous-ensemble M
C([a:b]; R) soit relativement compact . il su&cent; t que les fonctions
x(:) de M soient uniform&eacute;ment born&eacute;es et &eacute;quicontinues.
D&eacute;…nition 1.5
Un ensemble C est dit convexe lorsque, pour tout x et y de C, le segment
[x; y] est tout entier contenu dans C , i.e. :
8 x ; y 2 C; 8 t 2 [0; 1] ; t x + (1
1.7
t) y 2 C
Th&eacute;or&egrave;me de point …xe de Kranoselskii:
Dans plusieurs probl&egrave;mes, on se ram&egrave;ne &agrave; &eacute;tudier des &eacute;quations de la forme X = A:X
est un op&eacute;rateur en g&eacute;n&eacute;ral non lin&eacute;aire.
8
o&ugrave; A
La r&eacute;solution de ces &eacute;quations est &eacute;quivalente &agrave; &eacute;tudier l’existence de points …xes de l’op&eacute;rateur
A:
Th&eacute;or&egrave;me 1.2 Krasnoselskii
[2]
Soit E un espace de Banach et K
ouverts et born&eacute;s de E tels que 0 2 W1
E un c&ocirc;ne. Consid&eacute;rons W1 , W2 deux ensembles
W2 et A : K \ W2 n W1 ! K un op&eacute;rateur
W1
compl&eacute;tement continu.
Si ona :
i)k Ay k k y k pour tout y 2 K \ @W1 etk Ay k k y k pour tout y 2 K \ @W2 ou
ii) k Ay k k y kpour tout y 2 K \ @W1 etk Ay k k y k pour tout y 2 K \ @W2
Alors A admet au moins un point …xe dans K \ W2 n W1
Remarque 1.3
i d&eacute;signe
la fronti&egrave;re de
i
i = 1; 2
Ce th&eacute;or&egrave;me est une g&eacute;n&eacute;ralisation du th&eacute;or&egrave;me de la valeur interm&eacute;diaire pour les fonctions
scalaires. En e&curren;et , si on pose f (y) =k Ay k
si f (y)
0 pour y
r1 et f (y)
k y k;alors f est continue et :
0 pour y
r2 ,il existe y0 2 [r1 ; r2 ] tel que f (y0 ) = 0
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Chapitre 2
Fonction de Green
Consid&eacute;rons le probl&egrave;me
0 0
(py ) + hy = (x)
y(0) = y(1) = 0
2 C 1 (I; R+ ) avec (x) 6= 0 pour tout x2 I = [0,; 1] et p 2 C 1 (I; R+ ), et h 2 C(I; R+ )
O&ugrave;
2.1
0&lt;x&lt;1
Probl&egrave;me homog&egrave;ne
0 0
(py ) + hy = (x)
y(0) = y(1) = 0
Cherchons les solutions du probl&egrave;me homog&egrave;ne [3]:
0&lt;x&lt;1
Soit y est une solution de l’&eacute;quation homog&egrave;ne s’annulant aux &eacute;xtr&eacute;mit&eacute;s de I , et comme
y est continue on conclut que le signe de y reste constant sur I:
on a
py
0 0
+ hy = 0 =)
0 0
0
(py ) =
hy =) py =
Z
x
h (s) y (s) ds + C1
0
=) y 0 =
1
P (x)
Z
x
h (s) y (s) ds +
0
10
C1
p (x)
=) y (x) =
Z
x
Z
1
P (s)
0
s
h (t) y (t) dt ds + C1
Z
0
0
x
dt
+ C2
p (t)
En utilisant une int&eacute;gration par parties on obtient:
y (x) =
Z
0
x
dt
P (t)
Z
Z
x
h (s) y (s) ds
Z
x
0
0
s
0
dt
P (t)
h (s) y (s) ds + C1
Z
x
0
dt
+ C2
p (t)
on a
y (0) = 0 =) C2 = 0
Z
y (1) = 0 =) C1 =
1
0
1
h (s) y (s) ds +
P
o&ugrave;
P =
Z
1
0
donc
y (x) =
Z
x
0
1
P (S)
ie
y (x) =
Z
Z
1
dt
h (s) y (s) ds
p (t)
0
dt
p (t)
x
h (s) y (s) ds + C1
0
Z
x
0
Z
dt
+ C2
p (t)
1
g (x; s) h (s) y (s) ds
0
o&ugrave;
8 R
dt R 1 dt
&gt;
&lt; 0s
si 0
pt x pt
g (x; s) =
R dt R 1 dt
&gt;
: x
0 pt s pt si 0
x
s
s
1
x
1
donc toute solution de probl&egrave;me homog&egrave;ne est une solution de l’&eacute;quation int&eacute;grale
R1
y (x) =
0 g (x; s) h (s) y (s) ds
la condition sur p montre que g (x; s)
0 8x; s 2 I
et comme h &gt; 0 sur I
singe constant sur I on aura y = 0
En e&curren;et:
si
y
0 =)
Z
1
g (x; s) h (s) y (s) ds
0
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0 =) y = 0
et y a un
et si
y
0 =)
Z
1
g (x; s) h (s) y (s) ds
0 =) y = 0
0
donc le probl&egrave;me homog&egrave;ne n’admet que la solution triviale, ce qui assure l’&eacute;xistence de la
fonction de Green.
2.2
Construction de la fonction de greeen
Soient y1 (x); y2 (x) deux solutions lin&eacute;airement ind&eacute;pendantes du probl&egrave;me homog&egrave;ne
telles que y1 (0) = y2 (1) [5]
y1 (x); y2 (x) v&eacute;ri…ent les m&ecirc;mes conditions que y1 (x); y2 (x); o&ugrave;
Choisissons
;
en fonction de s 2 [0; 1] de sorte que:
et
(s) y1 (s) =
des r&eacute;els.
(s) y2 (s)
Consid&eacute;rons maintenant la fonction continue G (x; s) d&eacute;…nie par :
G (x; s) =
8
&lt;
:
(s) y1 (x) si
0
x
s
1
(s) y2 (x) si
0
s
x
1
@G (x; s)
est discontinue au point x = s .
@x
G (x; s) n’est pas bien d&eacute;…nie car on ne connait pas (s) et (s) , pour les d&eacute;t&egrave;rminer ,on
@G (x; s)
au point x = s
suppose que le saut de
@x
1
est &eacute;gale &agrave;
et le fait que G (x; s) est continue .
p (s)
@G (x; s)
@G (x; s)
@G (x; s)
le saut de
au point x = s est d&eacute;…ni par: lim
lim
+
@x
@x
@x
x!s
x!s
donc (s) ; (s) sont d&eacute;t&egrave;rmin&eacute;es en r&eacute;solvant le syst&egrave;me:
on remarque que
8
&gt;
&lt;
&gt;
:
(s) y1 (s) =
(s) y20 (s)
(s) y2 (s)
(s) y10 (s) =
1
p (s)
on trouve
(s) =
y2 (s)
p (s) [y1 (s) y20 (s) y10 (s) y2 (s)]
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(s) =
la quantit&eacute; y1 (s) y20 (s)
donc
y1 (s)
0
p (s) [y1 (s) y2 (s) y10 (s) y2 (s)]
y10 (s) y2 (s) = w (s; y1 ; y2 ) c’est le wronskien dey1 ; y2
8
&gt;
&gt;
&lt;
y1 (x) y2 (s)
p (s) w (s; y1 ; y2 )
G (x; s) =
y2 (x) y1 (s)
&gt;
&gt;
:
p (s) w (s; y1 ; y2 )
0
x
s
1
0
s
x
1
Montrons que p (s) w (s; y1 ; y2 ) = cste = k
comme y1 ; y2 sont deux solutions de l’&eacute;quation homog&egrave;ne, alors :
on a :
py
0 0
1
+ hy1 = 0
(1)
py
0 0
2
+ hy2 = 0
(2)
multiplions (1) par y2 et (2) par y1
y2 ( py 01 )0 + y1 (py 02 )0 = 0
d
=)
p (x) y1 (x) y 2 (x)0 + y1 (x)0 y 2 (x)
dx
donc (1) (2) =)
=0
ie:
d
[p (x) w (x; y1 ; y2 )] = 0
dx
=)
p (x) w (x; y1 ; y2 ) = k = cst
Finalement G (x; s) est d&eacute;termin&eacute;e par:
8
1 &lt; y1 (x) y2 (s)
G (x; s) =
k : y (x) y (s)
2
1
si
0
x
s
1
si
0
s
x
1
(2-3)
o&ugrave; k = pw (y1 ; y2 ) = cst
La fonction d&eacute;…nie par (2-3) est appele&eacute; la fonction de Green associ&eacute;e au probl&egrave;me homog&egrave;ne
8
&lt; ( py 0 )0 + hy = 0
0&lt;x&lt;1
:
y (0) = y (1) = 0
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(2-2)
&agrave; condition que ce probl&egrave;me n’admet que la solution triviale.
D’apr&eacute;s la d&eacute;…nition de G (x; s) on peut v&eacute;ri…er qu’elle satisfait aux propri&eacute;t&eacute;s suivantes:
(i)G(x; s) est continue 8x; s 2 I
@G(x; s)
(ii)
est discontinue au point x = s et on a:
@s
@G (x; s)
@G (x; s)
1
lim
lim
= p(s)
@x
@x
x!s
x!s+
(iii)Pour tout s …x&eacute; dans [0; 1] , G(x; s) comme fonction de x , v&eacute;ri…e, l’&eacute;quation homog&egrave;ne
et satisfait les conditions aux limites pour tout x 6= s:
(i)Ces propri&eacute;t&eacute;s restent valables pour un probl&egrave;me aux limites d’&eacute;quations di&curren;&eacute;rentielles
d’ordre
2
(ii)Pour notre probl&egrave;me , G(x; s) est sym&eacute;trique ie G(x; s) = G(s; x) 8x; s 2 I:
-La fonction de Green joue un r&ocirc;le important dans di&curren;&eacute;rentes branches de math&eacute;mathiques
, par exemple elle est utilis&eacute;e pour r&eacute;soudre des probl&egrave;mes aux limites non homog&egrave;nes pour des
&eacute;quations di&curren;&eacute;rentielles ordinaires et &eacute;quations aux d&eacute;rivv&eacute;es partielles.
2.3
Solution de l’&eacute;quation non homog&egrave;ne
Montrons que G(x; s) nous sert &agrave; d&eacute;t&egrave;rminer la solution du probl&egrave;me lin&eacute;aire
0
0
(p(x)y (x)) + h(x)y(x) = (x)
Consid&eacute;rons les deux &eacute;quations
(p(x)y 0 (x))0 + h(x)y(x) = 0
Dans l’&eacute;quations (1) , consid&eacute;rons y(x) une solution de (2-2)
(2-2)
(1)
(2)
et comme G(x; s) v&eacute;ri…e l’&eacute;quation homog&egrave;ne , on remplace y(x) = G(x; s) dans
0
0
(p(x)y (x)) + h(x)y(x) = (x)
on obtient:
@G(x; s) 0
(p(x)
) + h(x)G(x; s) = 0 pour s …x&eacute; dans [0; 1]
@x
multiplions (1) par G(x; s) et (2) par y(s); et on obtient
@G(x; s) 0
G(x; s)(py 0 )0 + y(p
) = G(x; s) (s)
@s
d
@G(x; s)
ie
[p(s)y(s)
G(x; s)y 0 (s)] = G (x; s) (s)
ds
@S
int&eacute;grons de 0 &agrave; 1 on obtient :
R1
@G(x; s)
[p(s)y(s)
G(x; s)y 0 (s)]10 = 0 G (x; s) (s)ds
@s
compte tenu des conditions aux limites, et le fait que G(x; s) est discontinue au point
@G(x; s)
@G(x; s)
[p(s)[y(s)
G(x; s)y 0 (s)]10 = [p(s)[y(s)
G(x; s)y 0 (s)]x0
@S
@S
@G(x; s)
+[p(s)y(s)
G(x; s)y 0 (s)]1x
@S
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(2)
(1)
(2)
x=s
@G(x; x 0)
@G(x; x + 0)
G(x; s)y 0 (x)] [p(x)[y(s)
@S
@S
@G(x; x 0) @G(x; x + 0)
1
] = p(x)y(x) p(x) = y(x)
= p(x)y(x)[
@S
@S
Donc la solution du probl&egrave;me lin&eacute;aire (2-2) est donn&eacute;e par :
= [p(x)[y(s)
y(x) =
Z
G(x; s)y 0 (x)]
1
G (x; s) (s)ds
0
La fonction de Green d’un probl&egrave;me d’ordre deux.satisfait autres propri&eacute;t&eacute;s suppl&eacute;mentaires
importantes.
2.4
Propri&eacute;t&eacute;s de la fonction de Green:
i)G (x; s)
0 8x; s 2 [0; 1]
ii) G (x; s)
G (s; s)
8x; s 2 I
iii)9y (x) 2 c1 (I; R+ ) ; M = inf y (x) &gt; 0;o&ugrave; I0
I0
tq:
G (x; s)
y (x) G (s; s) 8x 2 I ; 8s 2 I
G (x; s)
M G (s; s) 8x 2 I0 ; 8s 2 I
6=
I tq
R
I0
G (x; s) ds
&quot;0 &gt; 0 8x 2 I0
pour d&eacute;montrer ces propri&eacute;t&eacute;s cherchons la fonction de Green du probl&egrave;me:
8
&lt; ( py 0 )0 = 0
: y (0) = y (1) = 0
En appliquant la m&eacute;thode pr&eacute;c&eacute;dente on trouve:
8 R dt R dt
1
&gt; s
1 &lt; 0 p(t) x p(t)
g(x; s) =
R dt R 1 dt
P &gt;
: x
0 p(t) s p(t)
o&ugrave; P =
R1
dt
0 p(t)
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si
0
s
x
1
si
0
x
s
1
La solution du probl&egrave;me (2-2) est donne&eacute; par y (x) =
donn&eacute;e par (2-3).
R1
0
G (x; s) (s) ds , o&ugrave; G (x; s) est
On peut v&eacute;ri…er qu’elle v&eacute;ri…e l’&eacute;quation int&eacute;grale:
R1
R1
y (x) = 0 g (x; s) (s) ds
0 g (x; s) h (s) y (s) ds
D’o&ugrave; on trouve une relation entre G (x; s) ; g (x; s)
R1
G (x; s) = g (x; s)
0 g (x; s) h (t) G (t; s) dt : : :(*)
2.5
Preuve des propri&eacute;t&eacute;s de G(x,s):
i) On …xe s 2 [0; 1] ; G (x; s) &eacute;tant continue sur[0; 1] et s’annulant pour x = 0; x = 1 donc le
signe de G (x; s) restant constant sur [0; 1]
d’apr&eacute;s la d&eacute;…nition de g (x; s), g (x; s) &gt; 0 8x 2 [0; 1]
d’apr&eacute;s la relation (*) on voit que G (x; s) ne peut &ecirc;tre pas n&eacute;gative car si G (x; s) est
R1
n&eacute;gative alors g (x; s)
0 g (x; s) h (t) G (t; s) dt soit positive d’o&ugrave; la contradiction
donc G (x; s)
ii) On a
0 8x; s 2 [0; 1]
8
1 &lt; y1 (s) y2 (x) si
G (x; s) =
k : y (x) y (s) si
1
2
on peut choisir y1 ; y2 telles que k &lt; 0
G (x; s) on aura y1 ; y2
0 o&ugrave; y1 ; y2
y2 (1) = 0
si
si
s
s
0
s
x
x
s
1
1
ie w (x; y1 ; y2 ) &lt; 0 et d’apr&eacute;s la positivit&eacute; de
0
pour …xer les ide&eacute;s, supposont que y1 (x)
et comme y1 (0) = 0
0
0; y2 (x)
0
=) y1 est croissante
=) y2 est d&eacute;croissante
x : G (x; s) =
x : G (x; s) =
1
y1 (s) y2 (x)
k
1
y1 (x) y2 (s)
k
donc G (x; s)
G (s; s) 8x; s 2 I
R1
iii)Posons y0 (x) = 0 G (x; s) ds
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1
y1 (s) y2 (s) car
k
1
y1 (s) y2 (s) car
k
y2 &amp;
y1 %
pour x 2 ]0; 1[ on a y0 (x) &gt; 0; donc y0 admet un maximum global sur ]0; 1[
soit x0 qui r&eacute;alise ce maximum
1 x0 1 + x0
poson I0 =
I
;
2
2
6=
G (x; s)
y2 (x)
y2 (x)
si s x on a :
=
, car y2 est d&eacute;craoissante
G (s; s)
y2 (s)
y2 (0)
1
G (x; s)
inf y2 (x) pour x 2 I0 (i)
d’o&ugrave;
G (s; s)
y2 (0) I0
G (x; s)
y1 (x)
1
si x s on a :
=
y1 (x), car y1 est croissante
G (s; s)
y1 (s)
y1 (1)
G (x; s)
1
d’o&ugrave;
inf y1 (x) pour x 2 I0 (ii)
G (s; s)
y1 (1) I0
1
1
y1 (1) y1 (x) ; y2 (0) y2 (x)
posons y (x) = min
et M0 = inf y (x) = min
I0
1
y1 (x) ; y21(0) inf y2 (x)
y1 (1) inf
I
I
0
de (i) et (ii) on d&eacute;duit que
G (x; s)
G (x; s)
y (x) G (s; s) 8x 2 I
, 8s 2 I
M0 G (s; s) 8x 2 I0 ; 8s 2 I
Si on choisit y1 ; y2 tq k &gt; 0; y1 &lt; 0; y2 &lt; 0 =)
y1 &gt; 0; y2 &gt; 0 on trouve les memes
r&eacute;sultats.
2.6
Propri&eacute;t&eacute;s de la solution du probl&egrave;me lin&eacute;aire:
On a vu que la solution du probl&egrave;me lin&eacute;aire est donn&eacute;e par :
y (x) =
Z
1
G (x; s) (s) ds =) maxy (x)
I
0
Z
1
G (s; s) (s) ds
0
comme G (x; s) &gt; 0 8x; s 2 ]0; 1[ ; alors y (x) &gt; 0 8x 2 ]0; 1[
et comme:
9
&gt;
y continue sur[0; 1] &gt;
&gt;
=
=) 9c 2 ]0; 1[tq y 0 (c) = 0 (th&eacute;or&egrave;me de Rolle)
y d&eacute;rivable sur ]0; 1[
&gt;
&gt;
&gt;
;
y (0) = y (1) = 0
ie y admet un extremum
sur ]0; 1[ et comme y &gt; 0,elle admet un maximum au point
x=c
ie y 0 (x) &lt; 0 pour x &gt; c et y 0 (x) &gt; 0 pour x &lt; c
d’o&ugrave; y 0 (0) &gt; 0 &gt; y 0 (1)
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0
d’apr&eacute;s la 2eme propri&eacute;t&eacute; de G (x; s) on a
y(x)
Z
Z
1
G (s; s) (s) ds =) maxy (x)
I
0
1
G (s; s) (s) ds
(iii)
0
et d’apr&eacute;s la 3eme propri&eacute;t&eacute; de G (x; s) on a :
y (x) =
Z
1
G (x; s) (s) ds
Z
1
y (x) G (s; s) (s) ds
y (x)
1
G (s; s) (s) ds (iv)
0
0
0
Z
et
miny (x)
I0
M0
Z
1
G (s; s) (s) ds
y (x)
(v)
0
de (iii),(vi),(v) on aura y (x)
y (x) maxy (x) , pour x 2 I
I
miny (x)
I0
M0 maxy (x)
I
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Chapitre 3
Probl&eacute;me aux limites non lin&eacute;aire
d’ordre2
3.1
Formulation abstraite du probl&egrave;me non lin&eacute;aire:
Soit X = C(I; R) l’espace de Banach des fonctions continues norm&eacute; par la norme de la convergence uniforme
k y k0 = sup jy(x)j o&ugrave; I = [0; 1][5]
x2I
On d&eacute;…nit l’op&eacute;rateur L : D(L)
X ! L1 (I; R) par
(py 0 )0 + hy o&ugrave; D(L) = X0 = fy 2 C 2 (I; R); y(0) = y(1) = 0g
Ly =
et soit P = fy 2 X0 ; y(x)
0 8x 2 Ig le c&ocirc;ne positif dans X
Le probl&egrave;me non homog&egrave;ne lin&eacute;aire est &eacute;quivalent &agrave; l’&eacute;quation abstract :Ly =
R1
on a vu qu’il admet une solution unique : y (x) = 0 G (x; s) (s) ds
ie L
1
(L
1
existe : L 1 : L1 (I; R) ! X0 = D(L)
R1
)(x) = 0 G (x; s) (s) ds
Lemme 3.1 L
1 est
continue et compact :
preuve
on a (L
d’o&ugrave; k L
1
)(x) =
1
k0
R1
0
G (x; s) (s) ds
maxG (s; s) k
s2I
ce qui prouve que L
1 est
R1
G (s; s) (s) ds
R1
kL1 o&ugrave; k kL1 = 0 (s) ds
0
born&eacute; , donc continu.
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Soit S = fy 2 X; k y k0 rg un ensemble born&eacute; de X
R1
on a (L 1 y)(x) = 0 G (x; s) y (s) ds =) j L 1 y(x) j maxG (x; s) :r = R
I I
donc k L
1y
k
R 8y 2 S; 8x 2 I
ce qui prouve que les fonctions de S sont uniform&eacute;ment born&eacute;es
D’autre part :soit &quot; &gt; 0 et y 2 S
comme G (x; s) est continue sur I
I qui est compact =) G (x; s) est uniform&eacute;ment
continue
&quot;
jpour j x1 x2 j&lt; pour tout s …x&eacute; dans I
r
R1
alors pour y 2 S on a: j L 1 y(x1 ) L 1 y(x2 ) j
G (x2 ; s) jj y(s) j ds
0 j G (x1 ; s)
&quot;
r=&quot;
r
ce qui prouve que les fonctions de S sont &eacute;quicontinues
donc 9 &gt; 0 tq j G (x1 ; s)
G (x2 ; s) j
En vertu du th&eacute;or&egrave;me d’Ascoli-Arzel&agrave;, L
donc L
1 transforme
1S
est relativement compact
tout ensemble born&eacute; &agrave; un ensemble relativement compact ie L
1 est
compact
Et comme L
1 est
continu, alors on d&eacute;duit qu’il est compl&egrave;tement continu:
On d&eacute;…nit l’op&eacute;rateur de Nemitskii F associ&eacute; &agrave; f par:
F : X ! L1 I; R+
F y(x) = f (x; y(x)) pour tout x 2 I
La continuit&eacute; de f
entra&icirc;ne que F est continu.
posons
T =L
(T y) (x) =
Z
1
F : X ! X0
1
g (x; s) f (s; y (s)) ds:
0
T est compl&egrave;tement continu .
Le probl&egrave;me (p) est &eacute;quivalent &agrave; l ’&eacute;quation abstraite: y = T y
comme G(x; s) &gt; 0 pour tous x; s 2 (0; 1);alors un point …xe de T dans le c&ocirc;ne K est une
solution positive du probl&egrave;me (p) est inversement .
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L’&eacute;xistence des points …xes est bas&eacute; sur l’application des th&eacute;or&egrave;mes des points …xes pour les
op&eacute;rateurs positifs compl&egrave;tement continus conservant des c&ocirc;nes.
A partir des propri&eacute;t&eacute;s de la fonction de Green, on d&eacute;…nit le c&ocirc;ne K par :
K = fy 2 P ; miny(x)
x2I0
M0 k y k0 g
Lemme 3.2 T conserve le c&ocirc;ne K
preuve
Soit y 2 K, on a:
R1
(T y) (x) = 0 G (x; s) f (s; y (s)) ds
R1
0
D’o&ugrave;
Z
k T y k0
G (s; s) f (s; y (s)) ds pour tout x 2 I
1
G (s; s) f (s; y (s)) ds
(i)
0
D’autre part,
R1
T y (x) M0 0 G (s; s) f (s; y (s)) ds pour tout x 2 I0
D’o&ugrave;
minT y(x)
M0
x2I0
g (s; s) f (s; y (s)) ds
(ii)
M 0 k T y k0
x2I0
3.2
1
0
De (i) et (ii) on aura: minT y(x)
donc T y 2 K =) T (K)
Z
K:
Existence de solutions positives:
Th&eacute;or&egrave;me 3.1 Supposons que f satisfait les conditions suivantes:
(1)
y
f (x; y)
=0
y
!0+
lim
(H0 )
(2)
lim
y !+1
f (x; y)
=1
y
Alors le probl&egrave;me (p) admet au moins une solution positive.
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(H1)
Preuve [5]
D’apr&eacute;s H0 :9r &gt; 0 ,
Choisissons
Posons
1
tq:
&gt; 0 tq: f (x; y)
R1
0
G (s; s) ds
y pour y
r
pour tout x 2 I .
1
= fy 2 K .k y k0 &lt; r g
Pour y 2 K avec k y k0 = r
on a:
(T y) (x) =
Z
1
G (x; s) f (s; y (s)) ds
0
:
: k y k0
et comme
Z
Z
1
G (s; s) ds
0
1
G (s; s) ds
1
0
alors k T y k k y k0 pour tout y 2 K \ @
1
D’autre part, d’apr&eacute;s H1 :
9R &gt; 0 , 9 &gt; 0 tq:
,8y
choisissons
1
soit R &gt; R ,
tq:
2
f (x; y)
y
R
M0 I0 G ( ; s) ds
R;pour tout x 2 I
= fy 2 K, k y k&lt; R g
choisissons R = max(2r; R=M0 )
soit y 2 K tq: k y k= R; alors y(x)
M0 k y k0 = M0 R
On a
(T y) (x) =
Z
1
G (x; s) f (s; y (s)) ds
0
Z
G (x; s) y (s) ds
I0
:( M0
Z
I0
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G (s; s) ds) k y k0
k y k0
donc
k T y k0 k y k0 pour tout y 2 K \ @
2
En appliquant le th&eacute;or&egrave;me de Krasnosselskii, on d&eacute;duit que le probl&egrave;me (P ) admet au moins
une solution y 2 K \ (
2
n
1)
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Chapitre 4
Exemples
4.1
Exemple1
Consid&eacute;ron le probl&egrave;me suivant:
8
&lt;
y
:
00
= y3
0&lt;x&lt;1
(1-4)
y (0) = y (1) = 0
R1
La solution de ce probl&egrave;me v&eacute;ri…e: y (x) = 0 G (x; s) y 3 (s) ds o&ugrave;
8
&lt; x (1 s)
si 0 x s 1
G (x; s) =
: s (1 x) si 0 s x 1
on a
G (x; s)
y0 (x) =
Z
G (s; s)
1
G (x; s) (s) ds =
0
Z
s (1
s)
x
s (1
x) dx +
x
0
1
= x
2
y0 (x) =
1
2
1 2
x
2
x =) x0 =
24
Z
1
2
1
s (1
x)
I0 =
si
s
1 3
x0 1 + x0
=
;
;
2
2
4 4
1
x on a :
G (x; s)
s (1
=
G (s; s)
s (1
si
x
x)
(1
=
s)
(1
x)
s)
1
x
s on a :
G (x; s)
s (1
=
G (s; s)
s (1
x)
(1
=
s)
(1
x)
tq 1 s
s)
x
G (x; s)
=
G (s; s)
s
s
1
1 =)
1
s
x
1 =)
inf x
I0
1
s
y = min (x; 1
1
x)
= inf y = M = min(inf (1
= min
M=
G (x; s)
1
G (s; s)
4
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1 =)
x); inf x)
1 1
;
4 4
1
4
8s 2 I; 8x 2 I0
G (x; s)
G (s; s)
1 x
inf (1
I0
x)
et on a
f (y)
y3
lim
= lim
= lim y = 0
y!0+ y
y!0+ y
y!0+
f (y)
y2
lim
= lim
= lim y = +1
y!+1 y
y!+1 y
y!+1
Alors ,le probl&egrave;me admet au moins une solution positive.
4.2
Exemple 2
Consid&eacute;ron le probl&egrave;me suivante
8
&lt;
y 00 + y = y 2 ey
(2-4)
: y (0) = y (1) = 0
R1
La solution8de ce probl&egrave;me v&eacute;ri…e: y (x) = 0 G (x; s) y 2 (s) ey(s) ds o&ugrave;:
&gt; sh(x)sh(1 s)
&gt;
si 0 x s 1
&lt;
sh(1)
G (x; s) =
sh(s)sh(1 x)
&gt;
&gt;
si
0 s x 1
:
sh(1)
sh(s)sh(1 s)
sh(1)
R x sh(x)sh(1
R1
y0 ( x) = 0 G ( x; s) ds = 0
sh(1)
on a G(x; s)
G(s; s)
s)
ds +
= coth(1)[sh(1
0
y0 (x) = coth(1)[ ch(1
y00 (x) = 0 =) x0 =
I0 =
si
1 x0 1+x0
2 ; 2
s
=
R 1 sh(s)sh(1 x)
ds
x
sh(1)
x) + sh(x)]
1
x) + ch(x)]
1
2
1 3
4; 4
x on a :
sh(s)sh(1 x)
G (x; s)
sh(s)sh(1 x) sh(1)
sh(1
sh(1)
=
=
=
sh(s)sh(1 s)
G (s; s)
sh(1)sh(s)sh(1 s)
sh(1
sh(1)
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x)
s)
sh(1 x)
sh(1)
inf
I0
sh(1 x)
sh(1)
si
x
s on a :
sh(x)sh(1 s)
G (x; s)
sh(x)
sh(1)
=
=
sh(s)sh(1 s)
G (s; s)
sh(s)
sh(1)
y = min sh(x);
sh(x)
inf sh(x)
I0
sh(1 x)
sh(1)
inf y = M = min(inf sh(x); inf
I0
I0
sh(1 x)
)
sh(1)
1 sh( 14 )
= min(sh( );
)
4 sh(1)
M=
G (x; s)
sh( 14 )
sh(1)
sh( 14 )
G (s; s)
sh(1)
8s 2 I; 8x 2 I0
et on a
f (y)
+ y
lim
y!0
y 2 ey
+ y
= 0 =) lim
lim f (y)
y!+1 y
=
y!0
y 2 ey
lim
y!+1 y
=0
= +1
Alors , le probl&egrave;me admet au moins une solution positive
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Conclusion 1
Dans ce travail, nous avons donn&eacute; une m&eacute;thode permettant de construire la fonction de
Green d’un probl&egrave;me aux limites d’ordre deux,
Nous avons d&eacute;montrer ses propri&eacute;t&eacute;s, et on a d&eacute;montr&eacute; comment la fonction de Green nous
sert &agrave; exprimer la solution du probl&egrave;me non homg&egrave;ne.
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