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Ly&eacute;e Vitor Hugo Besan&ccedil;on
PC*
Ann&eacute;e 2016-2017
TH&Egrave;MES DIVERS
&Eacute;preuves orales
I.
1
&Eacute;quations diff&eacute;rentielles
CCP
1. Donner la struture de l'ensemble des solutions de (E) : xy ′′ + 2y ′ − xy = 0 sur R∗+ .
2. Donner le rayon de onvergene R de ∑ an xn o&ugrave; pour tout n ∈ N, a2n =
1
et a2n+1 = 0.
(2n + 1)!
Pour x ∈] − R, R[, exprimer f (x) = ∑ an xn &agrave; l'aide de fontions usuelles.
+∞
n=0
3. On donne une suite (bn ) telle que ∑ bn xn a un rayon de onvergene R′ &gt; 0.
Montrer que si g ∶ x ↦ ∑ bn xn est une solution de (E) v&eacute;riant g(0) = 1 alors pour tout n ∈ N,
+∞
bn = an .
n=0
4. Montrer qu'une fontion y deux fois d&eacute;rivable sur R∗+ est solution de (E) si et seulement si z ′ ,
o&ugrave; z ∶ x ↦
y(x)
, est solution d'une &eacute;quation di&eacute;rentielle du premier ordre que l'on r&eacute;soudra.
f (x)
5. Donner l'ensemble des solutions de (E) sur R∗+ .
2 CCP
Soit (E) l'&eacute;quation di&eacute;rentielle 2(x − x2 )y ′′(x) + (x − 2)y ′(x) − y(x) = 0.
1. Montrer que y0 ∶ x ↦ x − 2 est solution.
2. Soit I l'intervalle ]1, 2[ ou ]2, +∞[.
est solution d'une
Montrer que y est solution de (E) sur I si et seulement si z ∶ x ↦
x−2
ertaine &eacute;quation di&eacute;rentielle d'ordre 2 que l'on expliitera.
y(x)
√
x−1
3. (a) On pose ϕ ∶ x ↦ −2
. Montrer que ϕ est d&eacute;rivable sur I et aluler ϕ′.
x−2
4 − 3x2
1
1
2
(b) R&eacute;soudre (E) sur I sahant que
= −
−
.
2x(x − 1)(x − 2) x 2(x − 1) x − 2
() R&eacute;soudre (E) sur ]1, +∞[.
(d) R&eacute;soudre (E) sur ]0, +∞[ puis sur R.
3 Mines-Ponts
R&eacute;solution de l'&eacute;quation di&eacute;rentielle xy ′′ − (x + 3)y ′ + 3y = 0.
On pourra ommener par d&eacute;terminer une solution d&eacute;veloppable en s&eacute;rie enti&egrave;re telle que y(0) = 1,
dont on d&eacute;terminera expliitement le rayon de onvergene.
4
CCE Mines
R&eacute;soudre le syst&egrave;me di&eacute;rentiel (S) ∶ {
x′ = 3x − 2y
y ′ = 2x − y
1
II.
S&eacute;ries enti&egrave;res
5
Centrale
1. Trouver le rayon de onvergene de ∑ ln(n)xn .
2. Trouver le rayon de onvergene de ∑ (1 + + ⋯ + ) xn et aluler sa somme.
1
1
2
n
(−1)n n
x et aluler sa somme.
3. Trouver le rayon de onvergene de ∑ n
6 CCP
Soit ϕ la fontion d&eacute;nie sur R par ϕ(x) = exp(exp(x) − 1).
On admet le d&eacute;veloppement limit&eacute; en 0 suivant : ϕ(x) = 1 + x + x2 + 56 x3 + o(x3 ).
1. Caluler ϕ(n) (0) pour n ∈ {0, 1, 2, 3}.
2. On d&eacute;nit la suite (Pn ) par : P0 = 1 et pour tout n ∈ N, Pn+1 = ∑ ( )Pk .
n
k=0
Caluler P1 , P2 et P3 .
3. Montrer que pour tout n ∈ N, Pn ⩽ n!.
n
k
4. Soit f (x) = ∑
+∞
Pn n
x .
n=0 n!
Montrer que le rayon de onvergene R de f est di&eacute;rent de 0.
5. Prouver que pour tout x ∈] − R, R[, f ′(x) = ex f (x).
6. En d&eacute;duire le d&eacute;veloppement en s&eacute;rie enti&egrave;re de ϕ.
7 Mines-Ponts
Montrer l'existene d'une unique suite de polynmes (Hn ), que l'on expliitera, telle que :
exp (tx −
+∞
t2
) = ∑ Hn (x)tn .
2
n=0
Donner les propri&eacute;t&eacute;s de ette suite.
III.
Fontions de plusieurs variables
8 CCP
Trouver l'(les) extremum(s) de f d&eacute;nie par f (x, y) = x2 + y 2 − 2x − 4y .
9 CCP
Soit n un entier stritement positif, E = Rn muni de sa struture eulidienne anonique, u un veteur
x&eacute; de E , A une matrie sym&eacute;trique de Mn(R) et ϕ l'endomorphisme de E de matrie A dans la
base anonique.
On &eacute;tudie la fontion f de E qui &agrave; tout veteur x = (x1 , x2 , . . . , xn ) assoie f (x) = ⟨x, ϕ(x)⟩ − 2⟨x, u⟩.
1. Ii, n = 2 et A = (
3 −1
) et u = (5, 1).
−1 3
(a) V&eacute;rier que pour tout x ∈ R2 , f (x) = 3x21 + 3x22 − 2x1 x2 − 10x1 − 2x2 .
Montrer que x0 = (2, 1) est un point ritique de f .
(b) Soit h = (h1 , h2 ). Montrer que f (x0 + h) − f (x0 ) = ah21 + bh22 + ch1 h2 o&ugrave; a, b, c sont trois r&eacute;els
que l'on d&eacute;terminera. En d&eacute;duire que f admet un extremum en x0 .
2. On revient au as g&eacute;n&eacute;ral et on suppose de plus que pour tout x non nul de E , ⟨x, ϕ(x)⟩ &gt; 0.
(a) Montrer que les valeurs propres de ϕ sont stritement positives.
(b) En utilisant une base orthonorm&eacute;e de veteurs propres de ϕ, montrer que f poss&egrave;de un
extremum que l'on pr&eacute;isera.
2
10 Mines-Ponts
On &eacute;tudie f ∶ (x, y) ↦ x2 y(x + y − 4) sur ∆ = {(x, y) ∈ R2 , x ⩾ 0, y ⩾ 0, x + y ⩽ 6}.
1. Traer ∆.
2. Trouver tous les extrema loaux et globaux de f sur ∆.
11
Centrale
1. V&eacute;rier que pour tout (t, u) ∈ R2 , M(t, u) = (sin t cos u, cos t cos u, sin u) appartient &agrave; la surfae
S ∶ x2 + y 2 + z 2 = 1.
2. Peut-on ainsi param&eacute;trer S ?
3. Quels sont les points de S les plus &eacute;loign&eacute;s de A = (1, 0, 1) ?
12 CCP
Soit P ∶ x − y + z = 3 et S ∶ x2 + y 2 + z 2 = 4. D&eacute;terminer l'intersetion de S et P .
13 CCP
xy
On pose pour tout (x, y) ∈ R2 ∖ {(0, 0)}, f (x, y) = √
x2 + y 2
et f (0, 0) = 0.
1. D&eacute;montrer que f est ontinue sur R2 .
2. D&eacute;montrer que f admet des d&eacute;riv&eacute;es partielles en tout point de R2 .
3. La fontion f est-elle de lasse C 1 sur R2 ? Justier.
14
Centrale
R&eacute;soudre
IV.
∂f y ∂f
−
= 0 ave le hangement de variable (x, y) = (u, ve−u/2 ).
∂x 2 ∂y
Enore un peu d'alg&egrave;bre
15 CCP
Soit a ∈ R.
D&eacute;terminer, dans la base anonique de Rn [X], la matrie de l'endomorphisme f donn&eacute; par :
f (P )(X) = (X − a)P ′ (X) + P (X) − P (a).
Donner son noyau, son image et ses &eacute;l&eacute;ments propres.
16 Mines-Ponts
Soit f et g des endomorphismes de E espae vetoriel de dimension nie.
Montrer que dim(Im(f ) ∩ Ker(g)) = rg(f ) − rg(g ○ f ).
17 Mines-Ponts
Soit K le orps des r&eacute;els ou des omplexes. Soit A et B deux matries de Mn(K).
Trouver une relation reliant dim(Ker(AB)) et dim(Ker(A)) + dim(Ker(B)).
&Eacute;tudier le as d'&eacute;galit&eacute;.
18 Mines-Ponts
On munit R3 [X] de sa struture eulidienne anonique.
Trouver une base de H = {P ∈ R3 [X], P (1) = 0} puis une base orthonormale.
Caluler la distane de X &agrave; H .
3
19 Mines-Ponts
Montrer que si F et G sont deux sous-espaes de m&ecirc;me dimension d'un espae vetoriel de dimension
nie alors ils admettent un suppl&eacute;mentaire ommun.
V.
Divers
20 CCP
On donne un ensemble E de ardinal n et pour tout i ∈ J0, nK, on note Ωi l'ensemble des ouples
(A, B) de parties de E telles que Card(B) = i et A ∪ B = E .
D&eacute;terminer Card(Ωi ) pour tout i ∈ J0, nK (on pourra ommener par &eacute;tudier le as n = 5 et i = 3).
21
CCP
.
Soit P = {z ∈ C, Im(z) &gt; 0} et D = {z ∈ C, ∣z∣ &lt; 1} et f (z) =
z+i
Montrer que pour tout z ∈ P , f (z) ∈ D puis que f r&eacute;alise une bijetion de P sur D.
z−i
22
CCP
1. Montrer que f ∶ x ↦ e−1/x est de lasse C ∞ sur R∗+ .
2. Montrer que pour tout n ∈ N, il existe Pn ∈ R2n [X] tel que pour tout x &gt; 0, f (n) (x) = Pn ( ) e−1/x .
1
x
3. On pose g(x) = f (x) si x &gt; 0 et g(x) = 0 si x ⩽ 0.
Montrer que g est de lasse C ∞ sur R.
La fontion g peut-elle &ecirc;tre solution d'une &eacute;quation di&eacute;rentielle lin&eacute;aire homog&egrave;ne d'ordre n ?
23 Mines-Ponts
Montrer que cos(1) est un irrationnel.
24 Mines-Ponts
Trouver le nombre moyen de laners d'un d&eacute; &eacute;quilibr&eacute; &agrave; n faes, n&eacute;essaire pour obtenir les n faes.
25 Mines-Ponts
Soit (un )n∈N et (vn )n∈N les termes g&eacute;n&eacute;raux
de s&eacute;ries positives et onvergentes.
√
Montrer que la s&eacute;rie de terme g&eacute;n&eacute;ral un vn onverge.
26
Mines-Ponts
1.
2.
3.
4.
Soit n ∈ N∗ . Montrer que l'&eacute;quation xenx = 1 admet une unique solution xn .
Montrer que (xn )n∈N∗ onverge et aluler sa limite.
Donner la nature de ∑ xn et ∑ x2n .
Donner un &eacute;quivalent de xn en +∞.
4
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