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Ly&eacute;e Vitor Hugo Besan&ccedil;on
PC*
Ann&eacute;e 2016-2017
ALG&Egrave;BRE
&Eacute;preuves orales
1
Mines-Ponts
2
CCP
⎛a
1
⎜
Soit A = ⎜
⎜⋮
⎝1
2 ⋯ 2⎞
0 ⋯ 0⎟
⎟ ∈ Mn (R). D&eacute;terminer les &eacute;l&eacute;ments propres de A.
⋮
⋮⎟
0 ⋯ 0⎠
1. Soit a ∈ R∗ .
Soit fa l'endomorphisme de R3 dont Ma est la repr&eacute;sentation matriielle dans la base anonique :
0
0 ⎞
⎛1
−a ⎟ .
Ma = ⎜2a 2a + 1
⎝4a
4a
−2a + 1⎠
(a) Caluler det(Ma ). En d&eacute;duire que fa est bijetif.
(b) D&eacute;terminer les valeurs propres et les veteurs propres assoi&eacute;s de fa .
L'endomorphisme fa est-il diagonalisable ?
() Montrer que Ker(fa − Id) est un plan de R3 .
Montrer que Im(fa − Id) est inlus dans Ker(fa − Id).
2. Soit E un espae eulidien de dimension n ⩾ 2.
Soient u et v des veteurs de E ave u et v non nuls.
E → E
Soit f ∶
x ↦ x + ⟨x, v⟩u.
(a) Montrer que f est un endomorphisme de E .
(b) Montrer que Ker(f − Id) est de dimension n − 1 et d&eacute;terminer Im(f − Id).
() D&eacute;terminer les valeurs propres et les veteurs propres assoi&eacute;s de f .
L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?
(d) Montrer que : f bijetive ⇔ ⟨u, v⟩ ≠ −1.
Dans le as f bijetive, aluler f −1 .
(e) On suppose u ⊥ v .
Montrer que Im(f − Id) est inlus dans Ker(f − Id).
⎛1
⎜α
⎜
Montrer que la matrie de f dans une ertaine base peut s'&eacute;rire : ⎜
⎜0
⎜⋮
⎜
⎝0
0
1
0
⋱
⋯
⋯
0
1
⋱
0
⋯
⋯
⋱
⋱
0
0⎞
0⎟
⎟
0⎟
⎟.
0⎟
⎟
1⎠
(f) On d&eacute;nit une transvetion par les deux onditions :
- Im(f − Id) est inlus dans Ker(f − Id)
- Ker(f − Id) est un sous-espae de dimension n − 1.
Montrer que toute transvetion peut se repr&eacute;senter matriiellement sous la forme de la
question pr&eacute;&eacute;dente.
3 Centrale-Sup&eacute;le
Pour A ∈ Mn(R) donn&eacute;e, on pose ϕ(M) = AM + MA.
Caluler la trae de ϕ.
1
4
Centrale-Sup&eacute;le
Soit A ∈ Mn (R), de &divide;ients aij &gt; 0 v&eacute;riant ∀i ∈ J1, nK, ∑ aij = 1.
n
j=1
Montrer que 1 est valeur propre de A.
Montrer que toutes les valeurs propres de A sont de module au plus &eacute;gal &agrave; 1 et que 1 est la seule
dont le module vaut 1.
5 Mines-Ponts
Soient A, B ∈ Mn(C) telles que AB = 0.
Montrer que A et B ont au moins un veteur propre ommun.
6
CCP
1. Soit f un projeteur d'un espae vetoriel de dimension nie E .
&Eacute;tablir une relation entre le rang et la trae de f .
2. Soit f un endomorphisme de E tel que rgf = trf = 1. Montrer que f est un projeteur.
7 Centrale-Sup&eacute;le
Pour A ∈ Mn(R) donn&eacute;e, r&eacute;soudre l'&eacute;quation X + t X = Tr(X)A.
8 CCP
Soit E un K-espae vetoriel de dimension n et u un endomorphisme de E tel que u2 = 0 et u ≠ 0.
On pose r = rgu.
1. Montrer que Imu ⊂ Keru. Montrer que n ⩾ 2r.
2. Montrer qu'il existe une base B de E telle que la matrie dans la base B de u soit :
O
Ir
( r,n−r
)
On−r,n−r On−r,r
9 Mines-Ponts
Soient A ∈ GLp (R), B ∈ Mp,q (R), C ∈ Mq,p (R), D ∈ Mq (R).
Montrer que M = (
10
A B
) est de rang p si et seulement si D = CA−1 B .
C D
TPE-EIVP
Soit (e1 , . . . , en ) une famille de veteurs unitaires d'un espae eulidien telle que ∀x ∈ E , ∥x∥2 = ∑ (ek ∣x)2 .
n
D&eacute;montrer que (e1 , . . . , en ) est une base orthonormale de E .
k=1
11 Mines-Ponts
Soient E un espae vetoriel sur K = R ou C, et u et v deux endomorphismes de E qui ommutent.
On suppose que Keru ∩ Kerv = {0}.
1. Pour (a, b) ∈ K2 tel que a ≠ b, montrer que Ker(u − av) ∩ Ker(u − bv) = {0}.
2. Plus g&eacute;n&eacute;ralement, si a1 , . . . , an sont des salaires distints, montrer que la somme des sousespaes vetoriels Ker(u − ak v) pour k ∈ {1, . . . , n} est direte.
12 Mines-T&eacute;l&eacute;om
Soit E = {f ontinue sur R et 2π -p&eacute;riodique}.
1. On pose ⟨f, g⟩ = ∫ f (t)g(t)dt pour (f, g) ∈ E 2 .
0
Montrer que ⟨., .⟩ est un produit salaire sur E .
2. Soit F = Vet(cos, x ↦ cos(2x)). Trouver le projet&eacute; orthogonal sur F de x ↦ sin2 x.
2π
2
13
Mines-Ponts
⎛1 2 3⎞
Montrer que A = ⎜3 1 2⎟ et t A sont semblables.
⎝2 3 1⎠
14 CCP
Soit A = (ai,j )1⩽i,j⩽n telle que pour tout i ∈ J1, nK, ain = ani = i, tous les autres &divide;ients &eacute;tant nuls.
A est-elle diagonalisable ? Donner son spetre.
15 CCP
Dans R3 , on onsid&egrave;re p la projetion orthogonale sur le plan P d'&eacute;quation x + y + z = 0.
D&eacute;terminer la matrie de p dans la base anonique, puis elle de la sym&eacute;trie orthogonale par rapport
&agrave; P.
16 CCP
Soit f l'endomorphisme de R[X] d&eacute;ni par f (P ) = P (X + 1) − P (X).
1. On onsid&egrave;re f3 l'endomorphisme de R3 [X] d&eacute;ni par f3 (P ) = f (P ).
&Eacute;rire la matrie de f3 dans la base anonique.
2. Soit P appartenant &agrave; Kerf .
Montrer que R(X) = P (X) − P (0) admet une innit&eacute; de raines.
En d&eacute;duire le noyau de f .
3. On onsid&egrave;re fn l'endomorphisme de Rn [X] d&eacute;ni par fn (P ) = f (P ).
Caluler le noyau et l'image de fn .
En d&eacute;duire que f est surjetive.
4. Trouver l'ensemble des polynmes P tels que P (X + 1) − P (X) = X 2 .
5. Soit H = {P ∈ R[X] / ∫01 P (t) dt = 0}.
D&eacute;terminer un suppl&eacute;mentaire de H dans R[X].
17 X-ESPCI
Soient A et B deux matries sym&eacute;triques de Mn(R).
On suppose que A est d&eacute;nie positive 'est-&agrave;-dire que pour tout X ∈ Mn,1(R), X non nul, t XAX &gt; 0.
1. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont stritement positives.
2. Montrer qu'il existe une matrie sym&eacute;trique inversible C telle que A = C 2 .
3. Montrer que le spetre de AB est r&eacute;el.
18
Mines-Ponts
⎛1 j
Soit A = ⎜ j j 2
⎝j 2 1
1. A est-elle
j 2⎞
1 ⎟ o&ugrave; j = e2iπ/3 . On note ϕ l'endomorphisme anoniquement assoi&eacute;.
j⎠
diagonalisable ?
⎛0 0 1 ⎞
3
2. Montrer qu'il existe une base B = (e1 , e2 , e3 ) de R telle que MatB (ϕ) = ⎜0 0 0⎟.
⎝0 0 0 ⎠
3. Soit F un sous-espae vetoriel de R3 de dimension 2.
Montrer que F est stable par ϕ si et seulement si e1 ∈ F .
D&eacute;terminer tous les sous-espaes de R3 stables par ϕ.
4. Donner la dimension de C(A) = {M ∈ M3 (C), AM = MA}.
19 X-ESPCI
Soit E un K-espae vetoriel et p et q deux projeteurs de E qui ommutent.
1. Montrer que p ○ q et p + q − (p ○ q) sont des projeteurs.
2. D&eacute;terminer leurs noyaux et images en fontion de Kerp, Kerq , Imp, Imq .
3
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