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TS1-TS2 : contr&ocirc;le commun no 3 (4 heures)
I
On note C l’ensemble des nombres complexes.
&iexcl;
→
− →
−&cent;
Le plan complexe est muni d’un rep&egrave;re orthonorm&eacute; O ; u ; v .
Le graphique sera fait sur l’annexe (page 5).
On consid&egrave;re la fonction f qui &agrave; tout nombre complexe z associe
f (z) = z 2 + 2z + 9.
p
1. Calculer l’image de −1 + i 3 par la fonction f .
2. R&eacute;soudre dans C l’&eacute;quation f (z) = 5.
&Eacute;crire sous forme exponentielle les solutions de cette &eacute;quation.
Construire alors sur le graphique fourni en annexe, &agrave; la r&egrave;gle et au compas, les points A et B dont l’affixe
est solution de l’&eacute;quation (A &eacute;tant le point dont l’affixe a une partie imaginaire positive).
On laissera les traits de construction apparents.
3. Soit λ un nombre r&eacute;el. On consid&egrave;re l’&eacute;quation f (z) = λ d’inconnue z.
D&eacute;terminer l’ensemble des valeurs de λ pour lesquelles l’&eacute;quation f (z) = λ admet deux solutions complexes conjugu&eacute;es.
4. Soit (F) l’ensemble des points du plan complexe dont l’affixe z v&eacute;rifie
| f (z) − 8| = 3.
Prouver que (F) est le cercle de centre Ω(−1 ; 0) et de rayon
p
3.
Tracer (F) sur le graphique.
5. Soit z un nombre complexe, tel que z = x + iy o&ugrave; x et y sont des nombres r&eacute;els.
(a) Montrer que la forme alg&eacute;brique de f (z) est
x 2 − y 2 + 2x + 9 + i(2x y + 2y).
(b) On note (E) l’ensemble des points du plan complexe dont l’affixe z est telle que f (z) soit un nombre
r&eacute;el.
Montrer que (E) est la r&eacute;union de deux droites D 1 et D 2 dont on pr&eacute;cisera les &eacute;quations.
Compl&eacute;ter le graphique de l’annexe en tra&ccedil;ant ces droites.
6. D&eacute;terminer les coordonn&eacute;es des points d’intersection des ensembles (E) et (F).
Devoir sur table no 3 TS1-TS2
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II
&sup3;
→
− →
−&acute;
Dans tout le probl&egrave;me, le plan est rapport&eacute; &agrave; un rep&egrave;re orthonormal O ; i ; j (unit&eacute; graphique 5 cm).
Partie A
2
Soit la fonction f 1 d&eacute;finie sur [0 ; +∞[ par f 1 (x) = xe−x et C1 sa courbe repr&eacute;sentative.
2
2
1. Montrer que pour tout r&eacute;el positif x, f 1′ (x) = e−x − 2x 2 e−x .
En d&eacute;duire le sens de variation de f 1 .
2. Calculer la limite de f 1 en +∞ (on pourra poser u = x 2 ). Interpr&eacute;ter graphiquement ce r&eacute;sultat.
3. Dresser le tableau de variation de f 1 .
4. On appelle ∆ la droite d’&eacute;quation y = x. D&eacute;terminer la position de C1 par rapport &agrave; ∆.
∆ et C1 sont trac&eacute;es sur l’annexe II. On compl&egrave;tera la figure dans les parties suivantes.
Partie B
2
On consid&egrave;re la fonction f 3 d&eacute;finie sur [0 ; +∞[ par f 3 (x) = x 3 e−x et on appelle C3 sa courbe repr&eacute;sentative.
&iexcl;
&cent;
1. Montrer que, pour tout r&eacute;el x positif, f 3′ (x) a le m&ecirc;me signe que 3 − 2x 2 .
En d&eacute;duire le sens de variation de f 3 .
2. D&eacute;terminer les positions relatives de C1 et de C3 .
3. Tracer C3 dans le m&ecirc;me rep&egrave;re que C1 (on admettra que C3 a la m&ecirc;me asymptote qur C1 au voisinage
de +∞).
Partie C
On d&eacute;signe par n un entier naturel n non nul et on consid&egrave;re la fonction f n d&eacute;finie sur [0 ; +∞[ par :
f n (x) = x n e−x
2
On note Cn sa courbe repr&eacute;sentative.
1. Montrer que, pour tout entier naturel n &Ecirc; 1, f n admet un maximum pour x =
mum.
r
n
2. On appelle S n le point de Cn d’abscisse
.
2
Montrer que, pour tout n, Cn passe par S 2 .
r
n
. On note αn ce maxi2
Placer S 1 , S 2 et S 3 sur la figure.
Devoir sur table no 3 TS1-TS2
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III
&sup3;
−&acute;
→
− →
− →
Dans le rep&egrave;re orthonorm&eacute; O ; i ; j ; k de l’espace, on consid&egrave;re pour tout r&eacute;el m, le plan P m d’&eacute;quation
1 2
1
m x + (m − 1)y + mz − 3 = 0.
4
2
1. Pour quelle(s) valeur(s) de m le point A(1 ; 1 ; 1) appartient-il au plan P m ?
2. Montrer que les plans P 1 et P −4 sont s&eacute;cants selon la droite (d) de repr&eacute;sentation param&eacute;trique
3.

 x = 12 − 2t
y = 9 − 2t
(d ) :

z =
t
avec t ∈ R
(a) Montrer que l’intersection entre P 0 et (d ) est un point not&eacute; B dont on d&eacute;terminera les coordonn&eacute;es.
(b) Justifier que pour tout r&eacute;el m, le point B appartient au plan P m .
(c) Montrer que le point B est l’unique point appartenant &agrave; P m pour tout r&eacute;el m.
4. Dans cette question, on consid&egrave;re deux entiers relatifs m et m ′ tels que
−10 &Eacute; m &Eacute; 10 et
− 10 &Eacute; m ′ &Eacute; 10.
On souhaite d&eacute;terminer les valeurs de m et de m ′ pour lesquelles P m et P m ′ sont perpendiculaires.
(a) V&eacute;rifier que P 1 et P −4 sont perpendiculaires.
(b) Montrer que les plans P m et P m ′ sont perpendiculaires si et seulement si
&micro;
mm ′
4
&para;2
&iexcl;
&cent; mm ′
= 0.
+ (m − 1) m ′ − 1 +
4
(c) On donne l’algorithme suivant :
Variables :
Traitement :
m et m ′ entiers relatifs
Pour m allant de −10 &agrave; 10 :
Pour m ′ allant de −10 &agrave; 10 :
&iexcl;
&cent;2
&iexcl;
&cent;
Si mm ′ + 16(m&iexcl;− 1) m&cent;′ − 1 + 4mm ′ = 0
Alors Afficher m ; m ′
Fin du Pour
Fin du Pour
Quel est le r&ocirc;le de cet algorithme ?
(d) Cet algorithme affiche six couples d’entiers dont (−4 ; 1), (0 ; 1) et (5 ; −4).
&Eacute;crire les six couples dans l’ordre d’affichage de l’algorithme.
Devoir sur table no 3 TS1-TS2
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IV
IV (sp&eacute;cialit&eacute;)
R&eacute;serv&eacute; aux candidats n’ayant pas suivi l’enseignement de
sp&eacute;cialit&eacute;
Dans cet exercice, les r&eacute;sultats approch&eacute;s seront donn&eacute;s &agrave;
0,000 1 pr&egrave;s.
R&eacute;serv&eacute; aux candidats ayant suivi l’enseignement de sp&eacute;cialit&eacute;
Lors d’une &eacute;pid&eacute;mie chez des bovins, on s’est aper&ccedil;u que si
la maladie est diagnostiqu&eacute;e suffisamment t&ocirc;t chez un animal,
on peut le gu&eacute;rir ; sinon la maladie est mortelle.
Un test est mis au point et essay&eacute; sur un &eacute;chantillon d’animaux dont 1 % est porteur de la maladie.
On obtient les r&eacute;sultats suivants :
• si un animal est porteur de la maladie, le test est positif
dans 85 % des cas ;
• si un animal est sain, le test est n&eacute;gatif dans 95 % des cas.
On choisit de prendre ces fr&eacute;quences observ&eacute;es comme probabilit&eacute;s pour la population enti&egrave;re et d’utiliser le test pour un d&eacute;pistage pr&eacute;ventif de la maladie.
On note :
M l’&eacute;v&egrave;nement : &laquo; l’animal est porteur de la maladie &raquo; ;
T l’&eacute;v&egrave;nement : &laquo; le test est positif &raquo;.
1. Construire un arbre pond&eacute;r&eacute; mod&eacute;lisant la situation propos&eacute;e.
2. Un animal est choisi au hasard.
(a) Quelle est la probabilit&eacute; qu’il soit porteur de la maladie et que son test soit positif ?
Parmi les ordinateurs d’un parc informatique, 60 % pr&eacute;sentent
des failles de s&eacute;curit&eacute;. Afin de pallier ce probl&egrave;me, on demande
&agrave; un technicien d’intervenir chaque jour pour traiter les d&eacute;faillances.
On estime que chaque jour, il remet en &eacute;tat 7 % des ordinateurs
d&eacute;faillants, tandis que de nouvelles failles apparaissent chez 3 %
des ordinateurs sains. On suppose de plus que le nombre d’ordinateurs est constant sur la p&eacute;riode &eacute;tudi&eacute;e.
Pour tout entier naturel n, on note an la proportion d’ordinateurs sains de ce parc informatique au bout de n jours d’intervention, et b n la proportion d’ordinateurs d&eacute;faillants au bout de
n jours.
Ainsi a0 = 0, 4 et b 0 = 0, 6.
Partie A
1. D&eacute;crire la situation pr&eacute;c&eacute;dente &agrave; l’aide d’un graphe ou
d’un arbre pond&eacute;r&eacute;.
2. D&eacute;terminer a1 et b 1 .
3. Pour tout entier naturel n, exprimer an+1 et b n+1 en fonction de an et b n .
&para;
&micro; &para;
&micro;
an
0, 97 0, 07
. On pose X n =
4. Soit la matrice A =
.
0, 03 0, 93
bn
(a) Justifier que pour tout entier naturel n,
(b) Montrer que la probabilit&eacute; pour que son test soit
positif est 0, 058.
3. Un animal est choisi au hasard parmi ceux dont le test est
positif. Quelle est la probabilit&eacute; pour qu’il soit porteur de
la maladie ?
4. On choisit cinq animaux au hasard. La taille de ce troupeau permet de consid&eacute;rer les &eacute;preuves comme ind&eacute;pendantes et d’assimiler les tirages &agrave; des tirages avec remise.
On note X la variable al&eacute;atoire qui, aux cinq animaux
choisis, associe le nombre d’animaux ayant un test positif.
(a) Quelle est la loi de probabilit&eacute; suivie par X ?
(b) Quelle est la probabilit&eacute; pour qu’au moins un des
cinq animaux ait un test positif ?
5. Le co&ucirc;t des soins &agrave; prodiguer &agrave; un animal ayant r&eacute;agi positivement au test est de 100 euros et le co&ucirc;t de l’abattage
d’un animal non d&eacute;pist&eacute; par le test et ayant d&eacute;velopp&eacute; la
maladie est de 1 000 euros. On suppose que le test est gratuit.
D’apr&egrave;s les donn&eacute;es pr&eacute;c&eacute;dentes, la loi de probabilit&eacute; du
co&ucirc;t &agrave; engager par animal subissant le test est donn&eacute;e par
le tableau suivant :
Co&ucirc;t
Probabilit&eacute;
0
0,940 5
100
0,058 0
.
(b) Montrer, par r&eacute;currence, que pour tout entier naturel n, X n = A n X 0 .
(c) Calculer, &agrave; l’aide de la calculatrice, X 30 . En donner
une interpr&eacute;tation concr&egrave;te (les coefficients seront
arrondis au milli&egrave;me).
Partie B
&para;
&para;
&micro;
&micro;
0, 07
0, 9
0
.
et B =
0, 03
0
0, 9
(a) Justifier que, pour tout entier naturel n,
1. On pose D =
.
X n+1 = D X n + B.
2. On pose, pour tout entier naturel n,
Yn = X n − 10B.
(a) Montrer que pour tout entier naturel n,
Yn+1 = DYn .
(b) On admet que pour tout entier naturel n,
Yn = D n Y0 .
En d&eacute;duire que pour tout entier naturel n,
X n = D n (X 0 − 10B) + 10B.
(c) Donner l’expression de D n puis en d&eacute;duire an+1 et
b n+1 en fonction de n.
(a) Calculer l’esp&eacute;rance math&eacute;matique de la variable
al&eacute;atoire associant &agrave; un animal le co&ucirc;t &agrave; engager.
Devoir sur table no 3 TS1-TS2
an+1 + b n+1 = 1
(b) Montrer que, pour tout entier naturel n,
1 000
0,001 5
(b) Un &eacute;leveur poss&egrave;de un troupeau de 200 b&ecirc;tes. Si
tout le troupeau est soumis au test, quelle somme
doit-il pr&eacute;voir d’engager ?
X n+1 = AX n
3. Selon cette &eacute;tude, que peut-on dire de la proportion d’ordinateurs d&eacute;faillants sur le long terme ?
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NOM :
CLASSE :
ANNEXE &Agrave; L’EXERCICE I
3
2
1
→
−
v
−3
−2
−1
O
→
−
u
1
2
3
−1
−2
−3
Devoir sur table no 3 TS1-TS2
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ANNEXE &Agrave; L’EXERCICE II
1.8
∆
1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
2.0
−1.8
−1.6
−1.4
−1.2
−1.0
−0.8
−0.6
−0.4
−0.2
C1
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1.8
−0.2
−0.4
−0.6
−0.8
−1.0
−1.2
−1.4
−1.6
−1.8
−2.0
Devoir sur table no 3 TS1-TS2
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