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La fonction logarithme n&eacute;p&eacute;rien,
f(x) = ln(x).
L’&eacute;tude des fonctions est une notion fondamentale du programme de Terminale STG.
A l’heure actuelle, les fonctions rencontr&eacute;es sont celles connues depuis la seconde : fonction
carr&eacute;, racine, quotient de deux fonctions, somme de fonctions puissances…
Nous allons dans ce chapitre d&eacute;finir une nouvelle fonction, la fonction logarithme.
Nous admettrons son existence et v&eacute;rifierons certaines de ces (nombreuses) propri&eacute;t&eacute;s.
Comme pour les fonctions de r&eacute;f&eacute;rence, nous apprendrons &agrave; d&eacute;river les fonctions logarithme et,
plus g&eacute;n&eacute;ralement, &agrave; mener une &eacute;tude compl&egrave;te de telle fonction.
Initialement cr&eacute;&eacute;e pour faire des changement d’unit&eacute; (lorsque les valeurs consid&eacute;r&eacute;es sont tr&egrave;s
grandes, le logarithme permet de r&eacute;duire ces valeurs), nous verrons aussi comment la fonction
ln permet de transformer des multiplications en addition ou des puissances en produit.
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Note
Tous les corrig&eacute;s des
exercices de ce chapitre
se trouvent &agrave; la fin de
ce document.
I – Une d&eacute;finition de la fonction logarithme
Posons nous avant tout quelques petites questions…
Normalement, on sait d&eacute;river quasiment toutes les fonctions, essayons de r&eacute;flechir au
processus inverse (cela s’appelle trouver des primitives ou int&eacute;grer).
Quelle fonction a pour d&eacute;riv&eacute;e
1 ?
D’apr&egrave;s le tableau de d&eacute;rivation, on sait que
l’&eacute;quation
( x ) ' = 1 . Autrement dit, la foncition
f ( x) = x est une solution de
f '( x) = 1 .
Remarquons que comme la d&eacute;riv&eacute;e d’une constante est 0, toutes les fonctions du type
solutions de
Quelle fonction a pour d&eacute;riv&eacute;e
x ?
D’apr&egrave;s le tableau de d&eacute;rivation, on sait que
f ( x) =

2


Autrement dit, la fonction
f ( x) =
x2
+ b sont des solutions de f '( x) = x .
2
x2 ?
D’apr&egrave;s le tableau de d&eacute;rivation, on sait que


( x ) ' = 3x donc  x3  ' = x
3

3

2
Autrement dit, la fonction
x3
2
est une solution de l’&eacute;quation f '( x ) = x .
3
On remarque encore que toutes les fonctions du type
2
x2
est une solution de l’&eacute;quation f '( x ) = x .
2
Quelle fonction a pour d&eacute;riv&eacute;e
f ( x) =

( x ) ' = 2 x donc  x2  ' = x
De m&ecirc;me que pr&eacute;c&eacute;demment, toutes les fonctions du type
f ( x) = x + b sont des
f '( x) = 1 .
f ( x) =
x3
+ b sont des solutions de f '( x) = x 2 .
3
…
On remarque donc qu’&agrave; l’aide du tableau de d&eacute;riv&eacute;e, on peut r&eacute;pondre &agrave; ce type de question, m&ecirc;me pour les
fonctions du type
1 1
, ... .
x 2 x3
Par contre, on bloque &eacute;trangement sur la recherche d’une fonction f telle que
f '( x) =
1
.
x
C’est normal, aussi on admet le th&eacute;or&egrave;me suivant.
Th&eacute;or&egrave;me.
On admet qu’il existe une unique fonction, appell&eacute;e logarithme n&eacute;p&eacute;rien et not&eacute;e ln telle que :
&gt; ln est d&eacute;finie et d&eacute;rivable sur ]0; +∞[ .
1
x
&gt; ln(1) = 0
&gt; ( ln( x) ) ' =
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Vous d&eacute;montrerez la propri&eacute;t&eacute; suivante en exercice :
Propri&eacute;t&eacute; I-1 (voir corrig&eacute; fin de chapitre).
La fonction ln est strictement croissante sur ]0; +∞[ .
Pour tout r&eacute;els a et b positifs, ln(a) &lt; ln(b) ⇔ a &lt; b .
Cons&eacute;quences.
La fonction ln &eacute;tant d&eacute;rivable et strictement croissante, on a ln(a) = ln(b) ⇔ a = b .
En particulier ln(a) = 0 ⇔ a = 1 .
Remarquons que la premi&egrave;re cons&eacute;quence est fausse, de mani&egrave;re g&eacute;n&eacute;rale, pour les fonctions non monotones.
Par exemple, si
f ( x) = x 2 , f (a) = f (b) ⇒ a = b . Pour s’en convaincre, prendre a = -2 et b = 2.
Vous d&eacute;montrerez la propri&eacute;t&eacute; suivante en exercice :
Propri&eacute;t&eacute; I-2 (voir corrig&eacute; fin de chapitre).
On a ln( x) &lt; 0 ⇔ x ∈]0;1[ et ln( x) &gt; 0 ⇔ x &gt; 1 .
Voici la courbe repr&eacute;sentative de la fonction logarithme n&eacute;p&eacute;rien (&agrave; conna&icirc;tre !)
Vous pouvez utiliser la touche ln de votre
calculatrice (et pas log, c’est pas tout &agrave; fait
pareil), pour obtenir la
repr&eacute;sentationgraphique de ln.
y
J
I
o
x
Exercice I-3.
Soit f ( x) = 0,5 x 2 − ln( x) d&eacute;finie sur I =]0; +∞[ .
1. Montrer que f '( x) =
( x + 1)( x − 1)
.
x
2. En d&eacute;duire les variations de f sur I.
II – Propri&eacute;t&eacute;s de la fonction ln
On admet la propri&eacute;t&eacute; fondamentale suivante :
Propri&eacute;t&eacute;.
Pour tous r&eacute;els a et b strictement positifs, ln ( a &times; b ) = ln ( a ) + ln ( b ) .
Le ln transforme le produit en somme.
Par exemple, ln ( 20 ) = ln ( 4 ) + ln ( 5 ) = ln (10 ) + ln ( 2 ) ...
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A l’aide de cette propri&eacute;t&eacute;, cous pouvez vous entrainer &agrave; d&eacute;montrer chaune des propri&eacute;t&eacute;s
suivantes :
Propri&eacute;t&eacute; II-1 (voir corrig&eacute; fin de chapitre).
1
&gt; Pour tout a &gt; 0, ln   = − ln ( a ) .
a
a
&gt; Pour tous r&eacute;els a et b strictement positifs, ln   = ln ( a ) − ln ( b ) .
b
Ln et puissances
Comme ln ( a &times; b ) = ln ( a ) + ln ( b ) , on obtient assez facilement :
&gt; ln ( a 2 ) = ln ( a &times; a ) = ln ( a ) + ln ( a ) = 2 ln(a)
&gt; ln ( a 3 ) = ln ( a &times; a 2 ) = ln ( a ) + ln ( a 2 ) = ln(a ) + 2 ln(a) = 3ln(a)
…
En poursuivant ce processus, on obtient plus g&eacute;n&eacute;ralement :
Propri&eacute;t&eacute;.
&gt; Pour tout r&eacute;el a &gt; 0, pour tout entier relatif n, on a ln ( a n ) = n ln ( a ) .
 1
En particulier, ln  n
a

 = −n ln ( a )

1
&gt; Comme on a
a = a 2 , on admet que ln
( a ) = 12 ln ( a ) .
Exemples.
ln ( 49 ) = ln ( 7 2 ) = 2 ln ( 7 ) , ln (1000 ) = ln (103 ) = 3ln (10 ) , si x &gt; 0, ln ( x ) + ln ( 4 ) = ln ( 4 x ) …
Indications pour les exercices II-2 et II-3.
Bien etudier le domaine de d&eacute;finition des &eacute;quations avant de commencer.
Utiliser ensuite la propri&eacute;t&eacute; I-1 ou ln(a) = ln(b) ⇔ a = b en remarquant que ln(1) = 0.
Exercices II-2.
1. R&eacute;soudre dans ℝ l’&eacute;quation ln ( 2 x − 4 ) = 0 .
2. R&eacute;soudre dans ℝ l’in&eacute;quation ln ( 2 − 3x ) &gt; 0 .
3. R&eacute;soudre dans ℝ l’in&eacute;quation ln ( 2 x + 3) ≤ 0 .
Exercices II-3.
1. R&eacute;soudre dans ℝ l’&eacute;quation ln ( x ) − ln(4) = ln ( x − 4 ) .
2. R&eacute;soudre dans ℝ l’&eacute;quation 2 ln ( x ) = ln (16 ) .
3. R&eacute;soudre dans ℝ l’in&eacute;quation ln ( 6 x − 3) ≥ 3ln ( 2 ) .
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III – R&egrave;gles importantes de d&eacute;rivation
Le point de d&eacute;part de la majorit&eacute; des &eacute;tudes de fonction (type Bac) est la r&egrave;gle de d&eacute;rivation
suivante (admise) :
Th&eacute;or&egrave;me.
&gt; Pour tous r&eacute;els a et b, la fonction x ֏ ln ( ax + b ) est d&eacute;rivable l&agrave; o&ugrave; ax + b &gt; 0 , et on a :
( ln ( ax + b ) ) ' = ax + b .
a
&gt; Plus g&eacute;n&eacute;ralement : soit u une fonction d&eacute;rivable sur un intervalle I, strictement positive sur
u'
I. Alors la fonction compos&eacute;e ln ( u ) est d&eacute;rivable sur I et on a ( ln(u ) ) ' = .
u
Exemples.
3
2
et on a f '( x) =
.
2
2x + 3
2
−3
−15
Si f ( x) = 5ln ( 2 − 3x ) , f est d&eacute;rivable pour x &lt; et on a f '( x) = 5 &times;
=
.
3
2 − 3x 2 − 3x
Si f ( x) = ln ( 2 x − 3) , f est d&eacute;rivable pour x &gt;
Muni de ce th&eacute;or&egrave;me, nous pouvons aborder sereinement la plupart des exercices (m&ecirc;me type
Bac)…
Il nous manque cependant deux points utiles, dont un capital :
rappeler l’&eacute;quation d’une tangente, &ccedil;a peut toujours servir..
apprendre &agrave; r&eacute;soudre les &eacute;quations (simple) du type ln(x) = k : nous aurons
alors besoin d’introduire encore une nouvelle fonction, la fonction exponentielle.
Nous allons pr&eacute;senter rapidement dans ce chapitre la m&eacute;thode de r&eacute;solution de telles
&eacute;quations, un chapitre entier traitera plus tard de la fonction exponentielle.
Tangente.
Rappel.
Si f est une fonction d&eacute;rivable sur un intervalle I, avec a appartenant &agrave; I alors la courbe C
repr&eacute;sentative de f admet une tangente au point d’abscisse a d’&eacute;quation
y = f (a) + f '(a) ( x − a ) .
Exemple.
y
J
I
o
x
En particulier, la courbe repr&eacute;sentant la
fonction logarithme admet un tangente
T au point d’abscisse 1 d’&eacute;quation
 f (1) = 0

y = f (1) + f '(1) ( x − 1) o&ugrave; 
.
1
 f '(1) = 1 = 1
Ainsi T : y = x − 1 .
-5D. PINEL, Site Mathemitec : http://mathemitec.free.fr/index.php
Terminale STG : Cours – Fonction Logarithme n&eacute;p&eacute;rien (ln)
Equation d’inconnue x du type ln(x) = k, o&ugrave; k r&eacute;el.
Remarquons tout d’abord que la simple &eacute;quation ln(x) = 1, avec les outils actuels, nous
est encore inaccessible.
Graphiquement, nous sommes cepandant capable de d&eacute;terminer une valeur approch&eacute;e
de la solution. On lit que ln(x) = 1 pour x ≈ 2.6 .
y
1g(x)
J
I
o
A
x ≈ 2.6
x
Pour d&eacute;terminer la valeur exacte de cette &eacute;quation, nous allons &ecirc;tre oblig&eacute; d’introduire
une nouvelle fonction, la fonction exponentielle.
Th&eacute;or&egrave;me.
L’&eacute;quation ln(x) = 1 admet une unique solution, not&eacute;e e. On a e ≈ 2.6 .
De mani&egrave;re plus g&eacute;n&eacute;rale, pour tout r&eacute;el k, l’&eacute;quation ln(x) = k admet pour unique
solution le nombre not&eacute; exp(k), appel&eacute; exponentielle de k.
Remarquons alors que exp(1) = e.
Pour l’instant, vous utiliserez la touche exp de votre calculatrice pour d&eacute;teminer des valeurs
approch&eacute;es de exp(k).
Exemple.
L’&eacute;quation ln(x) = 2 a pour unique solution x = exp(2).
L’&eacute;quation ln(x) = -3 a pour unique solution x = exp(-3).
Ou encore, ln( x) &lt; −1 ⇔ x &lt; exp(−1)
IV – Exercice classique corrig&eacute; (hors exponentielle pour l’instant)
Dans une entreprise, le prix d’une tonne de mati&egrave;re premi&egrave;re &agrave; l’ann&eacute;e 1998 + x, exprim&eacute; en
milliers d’euros, est donn&eacute; par la fonction f d&eacute;finie sur [0 ;11] par f ( x) = x + 10 − 5 ln ( x + 2 ) .
On admet que la fonction f est d&eacute;rivable sur cet intervalle et on note f ’ sa d&eacute;riv&eacute;e.
1. Donner un tableau de valeurs de la fonction f pour les valeurs enti&egrave;res de x comprises
entre 0 et 11.
Les valeurs de la fonction seront arrondies &agrave; 10 −2 .
x−3
2. Montrer que f '( x) =
puis &eacute;tudier le sens de variation de f sur l’intervalle [0 ;11].
x+2
Les valeurs des extremums seront arrondies &agrave; 10 −2 .
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3. Tracer la courbe repr&eacute;sentant f dans un rep&egrave;re orthogonal, o&ugrave; 1cm repr&eacute;sente deux
ann&eacute;es en abscisse et 2 cm repr&eacute;sentent un millier d’euros en ordonn&eacute;e.
4. Selon ce mod&egrave;le, quel serait le prix d’une tonne de mati&egrave;re premi&egrave;re au 1er janvier
2005 ?
5. A l’aide du graphique, d&eacute;terminer en quelle ann&eacute;e la tonne de mati&egrave;re premi&egrave;re
retrouvera son prix initial de 1998.
Pour plus d’exercices corrig&eacute;s, voir la partie ds du site ou la partie sujet de Bac
http://mathemitec.free.fr/archives/Tstg-ds.php
http://mathemitec.free.fr/archives/Tstg-ds.php
Corrig&eacute; des exercices ou d&eacute;monstrations
I – Une d&eacute;finition de la fonction logarithme
D&eacute;monstration propri&eacute;t&eacute; I-1.
1
1
&gt; la fonction ln a pour d&eacute;riv&eacute;e
: comme elle est d&eacute;finie pour x &gt; 0, on a ( ln( x) ) ' = &gt; 0 , donc
x
x
d’apr&egrave;s le chapitre d&eacute;rivation, la fonction ln est stritement croissante sur son domaine.
&gt; Aussi, par d&eacute;finition d’une fonction croissante, deux r&eacute;els a e b seront rang&eacute;s dans le m&ecirc;me
ordre que leurs images ln(a) et ln(b).
Autrement dit, ln(a) &lt; ln(b) ⇔ a &lt; b .
D&eacute;monstration propri&eacute;t&eacute; I-2.
En effet, la fonction ln est croissante et s’annule en 1.
On en d&eacute;duit le tableau de signes suivant :
Do&ugrave; la propri&eacute;t&eacute; &eacute;nonc&eacute;e.
+∞
x
+∞
..
1
ր
ln
0
ր
..
ln (x)
||
-
0
+
Corrig&eacute; exercice I-3.
1
1 x2 − 1
= x− =
. Comme
x
x
x
( x + 1)( x − 1)
.
( x + 1)( x − 1) = x 2 − 1 , on obtient bien f '( x) =
x
2. Comme sur I, x &gt; 0 on a aussi x+1&gt;0.
f’(x) est donc du signe de x-1 et on a :
1. On a, par d&eacute;finition de ln : f '( x) = 2 &times; 0,5 x −
x
0
1
+∞
x-1
- 0 +
f ’(x)
- 0 +
..
..
f (x)
ր
ց
0.5
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II – Propri&eacute;t&eacute;s de la fonction ln
D&eacute;monstration propri&eacute;t&eacute; II-1.
&gt; On sait que ln ( a &times; b ) = ln ( a ) + ln ( b ) pour tout b &gt; 0.
1
1

1
1
: ln  a &times;  = ln ( a ) + ln   donc ln (1) = ln ( a ) + ln   .
a
a

a
a
1
1
Comme ln(1) = 0, il vient 0 = ln ( a ) + ln   ⇔ ln   = − ln ( a )
a
 
a
1

1
a
&gt; Comme ln ( a &times; b ) = ln ( a ) + ln ( b ) , on a ln  a &times;  = ln ( a ) + ln   cad ln   = ln ( a ) − ln ( b ) .
b

b
b
Prenons en particulier b =
Corrig&eacute; exercices II-2.
1. La fonction ln est d&eacute;finie sur ]0; +∞[ donc l’&eacute;quation ln ( 2 x − 4 ) = 0 n’a de sens que pour x &gt; 2.
De plus, ln(1) = 0 donc ln ( 2 x − 4 ) = 0 ⇔ ln ( 2 x − 4 ) = ln (1) ⇔ 2 x − 4 = 1 ⇔ x =
5
qui est bien dans le
2
5
domaine de d&eacute;finition : S = { } .
2
2. De m&ecirc;me, ln(2-3x) n’a de sens que pour 2-3x &gt; 0 cad x &lt;
Alors ln ( 2 − 3x ) &gt; 0 ⇔ ln ( 2 − 3x ) &gt; ln(1) ⇔ 2 − 3 x &gt; 1 ⇔
2
.
3
1
&gt; x qui est bien dans le domaine de d&eacute;finition :
3
1
S =] − ∞; [ .
3
3
.
2
Alors ln ( 2 x + 3) ≤ 0 ⇔ ln ( 2 x + 3) ≤ ln (1) ⇔ 2 x + 3 ≤ 1 ⇔ x ≤ −1 : tous ces r&eacute;els ne sont pas dans le
3. De m&ecirc;me, ln(2x+3) n’a de sens que pour 2x+3 &gt; 0 cad x &gt; −
3
domaine. On a S =] − ; −1] .
2
Corrig&eacute; exercices II-3.
1. La fonction ln est d&eacute;finie sur ]0; +∞[ donc cette &eacute;quation n’a de sens que pour x &gt; 0 et x-4&gt;0
soit au final, pour x &gt;4.
x
 x
Alors ln ( x ) − ln(4) = ln ( x − 4 ) ⇔ ln   = ln ( x − 4 ) ⇔ = x − 3 ⇔ x = 4 , qui est hors du domaine : S = ∅ .
4
4
 
2. Cette &eacute;quation n’a de solutions que pour x &gt; 0 : alors
2 ln ( x ) = ln (16 ) ⇔ ln ( x 2 ) = ln (16 ) ⇔ x 2 = 16 ⇔ x = 4 ou x = −4 : seul 4 est dans le domaine donc S = {4} .
3. Cette in&eacute;quation n’a de sens que pour 6x-3 &gt; 0 cad x &gt;
ln ( 6 x − 3) ≥ 3ln ( 2 ) ⇔ ln ( 6 x − 3) ≥ ln ( 23 ) ⇔ 6 x − 3 ≥ 8 ⇔ x &gt;
1
: dans ce cas,
2
11
, qui est bien dans le domaine.
6
11
Ainsi, S = { } .
6
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IV – Exercice classique corrig&eacute; (hors exponentielle pour l’instant)
Corrig&eacute; exercice Partie IV.
Dans une entreprise, le prix d’une tonne de mati&egrave;re premi&egrave;re &agrave; l’ann&eacute;e 1998 + x,
exprim&eacute; en milliers d’euros, est donn&eacute; par la fonction f d&eacute;finie sur [0 ;11] par
f ( x) = x + 10 − 5 ln ( x + 2 ) .
1. Voici un tableau de valeurs de la fonction f pour les valeurs enti&egrave;res de x comprises
entre 0 et 11, o&ugrave; les valeurs de la fonction sont arrondies &agrave; 10 −2 .
x
f(x)
0
6.53
1
5.51
2
5.07
3
4.95
4
5.04
5
5.27
6
5.60
7
6.01
8
6.49
9
7.01
10
7.58
11
8.18
u'
1
5
x−3
donc ( ln ( x + 2 ) ) ' =
et f '( x) = 1 −
=
.
u
x+2
x+2 x+2
Sur l’intervalle [0 ;11], x est positif donc x + 2 est positif et f ’(x) est du signe de x-3. On a
alors :
2. On sait que ( ln ( u ) ) ' =
x
0
f ’(x)
6.53
f (x)
ց
3
0
+
11
0
8.18
ր
4.95
3. Voir la courbe feuille suivante.
4. Selon ce mod&egrave;le, le prix d’une tonne de mati&egrave;re premi&egrave;re au 1er janvier 2005 est estim&eacute;
par f(7) (car 1998 + 7 = 2005). On estime donc ce prix &agrave; 6,01 milliers d’euros soit 6010
€.
y
5. Pr&eacute;cisons en 1998, le prix
de la tonne &eacute;tait d’environ
f(0) = 6.53 milliers d’euros.
A l’aide des traits de
construction sur le
graphique, c’est au cours de
l’ann&eacute;e 2006 (x = 8) que le
prix d’une tonne de mati&egrave;re
premi&egrave;re retrouvera son
prix initial de 1998.
8
6
4
2
-1
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11 x
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Faire une suggestion


Avez-vous trouvé des erreurs dans linterface ou les textes? Ou savez-vous comment améliorer linterface utilisateur StudyLib? Nhésitez pas à envoyer des suggestions. Cest très important pour nous!


Ajouter des commentaires














 








Suggérez-nous comment améliorer StudyLib



(Pour les plaintes, utilisez

un autre formulaire
)











Votre e-mail


Entrez-le si vous voulez recevoir une réponse







Évaluez nous




1




2




3




4




5








Annuler


Envoyer






























[image: ]







