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Activit&eacute; no 1 page 141
I D&eacute;finition
D&eacute;finition
On appelle fonction logarithme n&eacute;p&eacute;rien, not&eacute;e ln, l’unique fonction telle que :
• ln est d&eacute;finie et d&eacute;rivable sur ]0 ; +∞[
• ln(1) = 0
1
x
Remarque : on &eacute;crit souvent ln x &agrave; la place de ln(x).
• Pour tout x &gt; 0, ln′ (x) =
Remarque : une expression de la forme ln (u(x)) est d&eacute;finie si, et seulement si, u(x) &gt; 0
Exemples :
• ln(x − 3) est d&eacute;finie si, et seuelement si, x − 3 &gt; 0 donc pour x &gt; 3.
• ln(1 − x) est d&eacute;finie pour 1 − x &gt; 0, donc pour x &lt; 1.
&micro;
1
• ln(x + x + 1) est d&eacute;finie sur R car x + x + 1 &gt; 0 pour tout x, x + x + 1 = x +
2
2
2
2
&para;1
+
3
&gt;0
4
II Sens de variation, courbe repr&eacute;sentative
1. Sens de variation :
On a vu que : ln′ (x) =
]0 ; +∞[.
1
; comme x &gt; 0, ln′ (x) &gt; 0 donc la fonction ln est strictement croissante sur
x
1
2. Tableau de variations
La tabeau de variations est :
x
f ′ (x)
0
+∞
+
✒
f (x)
+∞
−∞
3. Signe
On a vu dans la d&eacute;finition que ln(1) = 0.
On en d&eacute;duit que :
• si 0 &lt; x &lt; 1, ln(x) &lt; 0
• si x &gt; 1, ln x &gt; 0
4. &Eacute;quations et in&eacute;quations Soient a et b deux nombres strictement positifs.
• ln a = ln b est &eacute;quivalent &agrave; a = b.
• ln a &lt; ln b est &eacute;quivalent &agrave; a &lt; b.
ln a &gt; ln b est &eacute;quivalent &agrave; a &gt; b.
5. Nombre e
On appelle e le nombre (unique) dont le logarithme vaut 1 (notation due &agrave; Euler) : ln(e) = 1 .
Valeur approch&eacute;e : e ≈ 2, 718
6. Courbe repr&eacute;sentative
5
4
3
y = ln x
2
1
1
0
-1
O
1
0
1
e
-2
-3
-4
-1
&Eacute;quations du type : ln(u(x)) = 0
ln(u(x)) = 0 ⇔ ln(u(x)) = ln 1 ⇔ u(x) = 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
Exemple : ln(x − 3) = 0 &eacute;quivaut &agrave; x &gt; 3 et x − 3 = 1 donc x = 4
&Eacute;quations du type : ln(u(x)) = ln(v (x)), avec u(x) et v (x) strictement positifs ; il faut alors que u(x) = v (x).
III Fonction x 7→ ln[u(x)]
Soit u une fonction d&eacute;finie, strictement positive et d&eacute;rivable sur un intervalle I .
On consid&egrave;re la fonction f , compos&eacute;e de u suivie de la fonction ln : f = ln ◦u.
f est d&eacute;finie par f (x) = ln(u(x)).
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f est d&eacute;rivable et f ′ =
u′
u ′ (x)
donc, pour tout x ∈ I , f ′ (x) =
u
u(x)
Exemple :
Soit f la fonction d&eacute;finie sur R par f (x) = ln(x 2 + x + 1).
f (x) = ln(u(x)) avec u(x) = x 2 + x + 1. u est d&eacute;rivable, strictement positive sur R et u ′ x=2x+1.
u ′ (x)
2x + 1
= 2
Alors f ′ (x) =
u(x)
x +x +1
IV Propri&eacute;t&eacute;s alg&eacute;briques
Pr&eacute;liminaire : &eacute;tude d’une fonction :
Soit a &gt; 0 un r&eacute;el fix&eacute;, mais quelconque. On consid&egrave;re alors la fonction f d&eacute;finie par f (x) = ln(ax) − ln(x).
1 1 1
a
− = − = 0.
Pour tout x &gt; 0 on a : f ′ (x) =
ax x x x
La d&eacute;riv&eacute;e de f est nulle, donc la fonction f est constante.
Pour calculer cette valeur constante, il suffit de calculer f pour une valeur particuli&egrave;re de x.
Pour x = 1, on obtient f (1) = ln(a) − ln(1) = ln(a).
On en d&eacute;duit que, pour tout x &gt; 0, f (x) = ln(a), donc ln(ax) − ln(x) = ln(a) .
Par cons&eacute;quent : ln(ax) = ln(a) + ln(x) (le logarithme d’un produit est &eacute;gal &agrave; la somme des logarithmes).
Propri&eacute;t&eacute;s
a et b sont deux nombres strictement positifs ; n est un entier relatif.
1. Produit : ln(ab) = ln a + ln b
&micro; &para;
1
= − ln a
2. Inverse : ln
a
&sup3;a &acute;
3. Quotient : ln
= ln a − ln b
b
&iexcl; &cent;
4. Puissances : ln a n = n ln a
p
1
5. Racine carr&eacute;e : ln a = ln a
2
D&eacute;monstrations :
• ln(ab) = ln a + ln b d&eacute;coule de ce qu’on a vu dans l’&eacute;tude pr&eacute;liminaire.
&micro;
&para;
&micro; &para;
&micro;
&para;
&micro; &para;
1
1
1
1
• ln a &times;
= ln(a) + ln
et ln a &times;
= ln(1) = 0 donc ln
= − ln(a).
a
a
a
a
&micro;
&para;
&micro; &para;
&sup3;a&acute;
1
1
= ln a &times;
= ln(a) + ln
= ln(a) + (− ln(b)) = ln(a) − ln(b).
• ln
b
b
b
&iexcl; &cent;
• ln a n = ln (a &times; a &times; &middot; &middot; &middot; a) = ln(a) + ln(a) + &middot; &middot; &middot; + ln(a) = n ln(a).
&iexcl;p
&iexcl;p &cent;
&iexcl;p &cent;
&iexcl;p &cent;
&iexcl;p &cent; 1
p &cent;
• ln(a) = ln a &times; a = ln a + ln a = 2 ln a donc ln a = ln(a).
2
Exemples :
• ln 6 = ln(2 &times; 3) = ln 2 + ln 3
1
• ln = − ln3
3
2
• ln = ln 2 − ln 3
3
9
• ln(10
&iexcl; 9)&cent; = 9 ln10 (remarque : ln 10 ≈ 2, 3, donc
ln 10 ≈ 20, 7)
p
1
• ln 5 = ln 5
&iexcl; &cent; 2
• ln e3 = 3 ln e = 3 &times; 1 = 3
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