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Une approche de l’ensemble de Mandelbrot en premi&egrave;re [email protected]
Ce qui suit est plus une r&eacute;cr&eacute;ation qu’une activit&eacute; math&eacute;matique. Il s’agit seulement d’offrir aux &eacute;l&egrave;ves une id&eacute;e du ravissement
qui a saisi Benoit Mandelbrot (Varsovie 1924 - Cambridge 2010) quand il a obtenu une image (informatique) de &laquo; son1 &raquo;
ensemble en 1980. La page Web [1] donn&eacute;e en annexe contient les fichiers informatiques &eacute;voqu&eacute;s dans ce qui suit et un texte
de devoir-maison (beaucoup trop) d&eacute;taill&eacute;.
1 ) D&eacute;finition
Soient x0 et y0 des r&eacute;els fix&eacute;s. On consid&egrave;re les deux suites  xn  et  yn  d&eacute;finies par leur premier
 xn1  xn2  y n2  x0
terme, x0 et y0 , et pour tout n  0 par 
. On dit qu’un point A ( x0 ; y0 ) est dans
 yn1  2 xn y n  y0
l’ensemble de Mandelbrot (not&eacute; EM) si les deux suites  xn  et  yn  sont born&eacute;es.
On peut montrer que &ccedil;a &eacute;quivaut &agrave; dire que tous les points M n ( xn ; yn ) obtenus sont situ&eacute;s &agrave;
l’int&eacute;rieur du cercle C de centre O (l’origine) et de rayon 2. Cette &eacute;quivalence est prouvable, avec une
r&eacute;currence un peu difficile, voir [1], en Terminale S (classe o&ugrave; on peut d&eacute;finir M n ( z n ) d&eacute;finie par le
nombre complexe z 0 et la relation de r&eacute;currence z n1  z n2  z 0 ).
On explique aux &eacute;l&egrave;ves qu’&agrave; d&eacute;faut du c&eacute;l&eacute;brissime ensemble EM (qui &agrave; mon avis doit rester incognito
jusqu’&agrave; la fin des activit&eacute;s), vu qu’on dispose de moyens informatiques (et math&eacute;matiques) limit&eacute;s, on
va se contenter d’&eacute;tudier l’ensemble Z des points A v&eacute;rifiant : si on part de A ( x0 ; y0 ) , alors pour
tous n de 0 &agrave; 99, les points M n ( xn ; yn ) obtenus sont situ&eacute;s &agrave; l’int&eacute;rieur du cercle C. EM  Z et Z est
&laquo;assez proche&raquo; de EM. Tous les proc&eacute;d&eacute;s utilis&eacute;s actuellement pour repr&eacute;senter EM utilisent ce type de
restriction et ne donnent bien s&ucirc;r qu’une image approximative de EM.
2 ) Trac&eacute; de quelques points avec G&eacute;og&eacute;bra 42
R&eacute;gler Options / Arrondi : 5 d&eacute;cimales. On cr&eacute;e un point A qu’on modifie comme indiqu&eacute;
ci-contre avec clic droit / Propri&eacute;t&eacute;s / Style, taille et couleur = rouge sinon on risquera de le
perdre ! On tape x(A) dans B2, c’est n&ocirc;tre x0 , et y(A) dans C2, c’est n&ocirc;tre y0 .
On reproduit alors la feuille de tableur ci-dessous jusqu’&agrave; la ligne 101. On a alors 100 termes de chaque
suite. S&eacute;lectionner les colonnes B et C puis clic droit/ Cr&eacute;er / ligne bris&eacute;e (&agrave; colorer !). On a cr&eacute;&eacute; les 100
points M n ( xn ; yn ) avec n de 0 &agrave; 99 et on a reli&eacute; les points qui se suivent par un segment.
1
2
C’est Adrien Douady (La Tronche 1935 – Saint-Rapha&euml;l 2006) qui l’a nomm&eacute; ainsi.
Si vous ne disposez que d’une version plus ancienne dans v&ocirc;tre &eacute;tablissement, vous pouvez peut &ecirc;tre t&eacute;l&eacute;charger
cette version, malgr&eacute; les barri&egrave;res pos&eacute;es par v&ocirc;tre administrateur.
On s&eacute;lectionne la
plage D2 :D10 puis
clic droit / Cr&eacute;er /
Liste ; elle s’appelle
liste1.
On tape en E2 :
= Max[liste1].
La colonne D va &ecirc;tre utile pour obtenir une repr&eacute;sentation de Z (ou de sa fronti&egrave;re, c’est l’objectif pour
les &eacute;l&egrave;ves). Pour l’instant, les suites obtenues quand on d&eacute;place A ont des formes vari&eacute;es :
Ensuite on tape Mandel=Si[E2 &lt; 4, (B2, C2)] dans la zone de saisie. Le point &laquo; Mandel &raquo; ainsi cr&eacute;&eacute;
n’est d&eacute;fini (et confondu avec A) que si A est dans EM. On active sa trace (qui est &eacute;ph&eacute;m&egrave;re).
En Terminale on peut rapidement dessiner la cardio&iuml;de L d&eacute;finie par L =
z'  1  z / 2z / 2
des suites
/
z  1
. L est la fronti&egrave;re des points A donnant
xn  et  yn  convergentes, ce qui ne semble pas d&eacute;montrable au
lyc&eacute;e.
En premi&egrave;re on cr&eacute;e M sur C = C(O ; 1) puis dans la zone de saisie N=(((2 x(M) ) x(M) + y(M)&sup2;) / 4, 2y(M) (1 - x(M)) / 4), puis Lieu/N/M. Les points A
donnants des jolies suites de points
Mn
sont &laquo; proches &raquo; de L.
Un des int&eacute;r&ecirc;ts de l’&eacute;tude pr&eacute;sent&eacute;e ici est la visualisation de la diff&eacute;rence entre
une suite born&eacute;e et une suite convergente.
3 ) Trac&eacute; &laquo; complet &raquo; avec un algorithme
Vu le temps qu’il faut passer avec la souris pour tracer EM, en fait Z, avec la m&eacute;thode du 2 ), on peut
esp&eacute;rer que les &eacute;l&egrave;ves ont l’id&eacute;e ou l’envie d’&eacute;crire un tel algorithme3.
3
beaucoup plus rapide que le d&eacute;placement de A &agrave; l’aide de deux curseurs anim&eacute;s de G&eacute;og&eacute;bra propos&eacute; sur [1]
Il suffit d’ins&eacute;rer ce qui pr&eacute;c&egrave;de dans une double boucle for (qui sera clairement visualis&eacute;e lors du
trac&eacute; !) permettant un balayage de la partie du plan susceptible de donner des points de EM, c’est-&agrave;-dire
a priori le carr&eacute;  2; 2 x  2; 2 , mais en fait on peut balayer un peu moins. Par ailleurs on peut se
passer de d&eacute;finir la variable Max[liste1] en v&eacute;rifiant &agrave; chaque &eacute;tape que OM n  2 . On pr&eacute;sente un
programme avec Algobox, le code est peu &eacute;l&eacute;gant mais compr&eacute;hensible par tous.
Dans ce qui suit on propose un code utilisant la notion de liste, assez simple &agrave; utiliser avec Algobox
mais pas explicitement au programme. On peut s’en passer, voir la remarque 1 qui suit.
On d&eacute;finit les variables :
On voit que le nombre
d’it&eacute;rations qui &eacute;tait fix&eacute; &agrave; 100
avec G&eacute;og&eacute;bra peut &ecirc;tre choisi
par l’utilisateur.
Il est d&eacute;sign&eacute; par NombrIter. Plus
il est grand plus l’approximation
de l’ensemble de Mandelbrot
obtenue est pr&eacute;cise(voir cidessous).
Dessin de gauche :
NombrIter = 15
Dessin de droite :
NombrIter = 200
Remarque 1 (essentielle) Si on se passe des listes en initialisant le point A par les nombres a et b et en
rempla&ccedil;ant la d&eacute;finition des termes suivants par x PREND LA VALEUR x*x-y*y+a et y PREND LA
VALEUR 2*x*y+b, on obtient un dessin faux. Il faut taper en plus x_mem PREND LA VALEUR x
puis d&eacute;finir le nouveau y par y PREND LA VALEUR 2*x_mem*y+b…
Remarque 2 Les &eacute;l&egrave;ves ne proposent &eacute;videmment pas spontan&eacute;ment cet algorithme. Au lieu du
&laquo; TANT QUE (max &lt; 4 ET k &lt; NombrIter) &raquo; ils proposent une troisi&egrave;me boucle pour : &laquo; POUR k
ALLANT DE 1 A NombrIter &raquo;, ce qui permet en th&eacute;orie de tracer le dessin d&eacute;sir&eacute; mais risque de
s’av&eacute;rer inop&eacute;rant avec Algobox car le nombre d’it&eacute;rations pour une boucle est limit&eacute; par d&eacute;faut &agrave;
500 000 (c’est indiqu&eacute; dans l’aide de la version dont je dispose) cependant que m&ecirc;me si on se limite &agrave; i
et j variant de 1 &agrave; 100 (ce qui donne un moins joli dessin qu’avec 300 mais est naturel au d&eacute;part) et
NombrIter = 100, on en a d&eacute;j&agrave; deux fois trop). Ce nombre maximum de 500 000 peut &ecirc;tre modifi&eacute; avec
l’onglet options mais cette troisi&egrave;me boucle for reste d&eacute;conseill&eacute;e : dans toute la partie gauche du
dessin, les points s’&eacute;chappent tr&egrave;s vite hors du cercle C et on fait vraiment tourner la machine pour rien,
avec des nombres &eacute;normes, en lui demandant de calculer les termes des suites jusqu’&agrave; l’indice
NombrIter.
4 ) Une explication des couleurs des images de EM
Avant d’envoyer les &eacute;l&egrave;ves regarder les splendides images qui abondent sur la toile (ne pas manquer la
page Wikip&eacute;dia et le site images.math.cnrs), il faut dire un mot des couleurs des dessins. L’important est
la valeur de k quand on sort de la boucle TANT QUE (max&lt;4 ET k&lt;NombrIter) : si k vaut NombrIter, on
d&eacute;clare que le point de d&eacute;part A (x[1], y[1] ) est dans EM (en fait il est dans Z) et on le trace ; si k &lt;
NombrIter, on est sorti de la boucle parce que le max a d&eacute;pass&eacute; 4 et k est le &laquo; temps de sortie &raquo; du cercle
C (O ; 2) pour la suite des points M n .
Rien n’emp&ecirc;che alors de tracer quand m&ecirc;me le point A,
d’une autre couleur …d&eacute;pendant, de fa&ccedil;on plus ou moins
sophistiqu&eacute;e, de k.
On obtient une (petite) id&eacute;e de ce qui est possible en
ajoutant, par exemple, le code ci-contre &agrave; la fin du
pr&eacute;c&eacute;dent. On obtient alors les dessins suivants (en 4
couleurs, limitation due &agrave; Algobox) pour les valeurs 10, 50
et 100 de NombrIter.
On saisit alors mieux le ph&eacute;nom&egrave;ne des &laquo; ramifications &raquo; de EM qui a contribu&eacute; &agrave; sa popularit&eacute;.
Chacun des trois
dessins ci-contre est en
fait une superposition
des dessins obtenus
avec les nombres
d’it&eacute;rations partie
enti&egrave;re de r/8, r/4, r/2 et
r ( o&ugrave; r = NombrIter).
[1] http://pardailhan.entmip.fr/rubrique-des-disciplines/mathematiques/documentsenseignants/mandelbrot-en-classe-de-premiere-51518.htm
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