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TS2 – Troisi&egrave;me devoir de math&eacute;matiques – 7 Janvier 2013
On d&eacute;signe par C l’ensemble des nombres complexes. C(I ;r) est le cercle de centre I et de rayon r. Avec G&eacute;og&eacute;bra 4 il faut parfois cliquer sur
Graphique (en haut &agrave; gauche de la fen&ecirc;tre graphique) pour avoir simultan&eacute;ment le tableur et la barre d’outils de G&eacute;og&eacute;bra 3. Dans le pire des cas,
on passe de l’un &agrave; l’autre en cliquant sur affichage, puis en cochant tableur ou pas.
1 ) Trac&eacute; d’une cardio&iuml;de
a ) Tracer le cercle C(O ;1) de centre O(0 ;0) (icone 6) puis placer un &laquo; point complexe &raquo; A dessus (icone 2/nombre
complexe). On le renomme M. Dans la zone de saisie taper M*(1-M/2)/2. C’est le nombre (complexe) z. Activer
momentan&eacute;ment sa trace en faisant varier M sur C(O ;1).
On a cr&eacute;&eacute; L = z '  1  z / 2z / 2 / z  1 mais on n’en a qu’une trace &eacute;ph&eacute;m&egrave;re. Dans


l’icone 4 cliquer sur Lieu puis sur z, M et C(O ;1) : on obtient le lieu (= l’ensemble) L des
points z quand M varie sur C(O ;1), voir le dessin ci-contre).
b ) Cr&eacute;er les complexes u et u'  1  u / 2u / 2 . Faire afficher la trace de u ' et d&eacute;placer u .
On se persuade ainsi du fait suivant :
si u est &agrave; l’int&eacute;rieur de C(O ;1), alors u ' est &agrave; l’int&eacute;rieur de L (on notera Int&eacute;rieur (L) cet int&eacute;rieur).
On l’admet : u  1  u'  1  u / 2 u / 2  Int&eacute;rieur L .
2 ) Notion de suite de nombres complexes
D&eacute;finitions
Elle d&eacute;coule de celle de suite de r&eacute;els :
une suite de nombres complexes  z n  peut &ecirc;tre d&eacute;finie pour tout entier n par z n  xn  iy n o&ugrave; xn 
et  y n  sont des suites r&eacute;elles.
On dit que  z n  converge vers l  l1  i l2 si xn  converge vers l1 et  y n  converge vers l 2 .
C’est &eacute;quivalent &agrave; : la suite r&eacute;elle
z n  l converge vers 0.
On dit que  z n  diverge vers l’infini si au moins une des deux suites xn  et
 yn  diverge vers
  ou vers   .
C’est &eacute;quivalent &agrave; : z n    .
On dit que la suite  z n  est born&eacute;e s’il existe A  0 v&eacute;rifiant : pour tout entier n , on a z n  A .
Dans ce qui suit on &eacute;tudie les suites  z n  de C du type suivant :
on se fixe z1  c puis pour tout entier n  1 , z n1  z n   c .
2
(1)
3 ) Visualisation
a ) Premier exemple Pour visualiser de telles suites on peut, dans la feuille o&ugrave; on a cr&eacute;&eacute; L, cr&eacute;er un z dans C puis
dans le tableur saisir =z en A1, =A1^2+A$1 en A2 et copier-glisser A2 vers le bas(jusqu’en A100 par exemple. Les
points complexes s’affichent. Un clic droit sur la colonne A permet de choisir leur couleur. Faire un clic droit sur A1
puis changer le style de ce point en le mettant en assez gros : c’est le seul qui est manipulable &agrave; la souris et il faut
pouvoir le rep&eacute;rer. On voit qu’il y a un accident quand z =A1 passe la &laquo; fronti&egrave;re &raquo; L…
b) Deuxi&egrave;me exemple On peut proc&eacute;der diff&eacute;remment : cr&eacute;er deux curseurs a et b, nombres entre -2 et 2, on verra
pourquoi au 4), saisir =a+i*b en C1 et =C1^2+C$1 en C2 et copier-glisser C2 vers le bas. On a alors une suite
manipulable au curseur. On peut, par exemple, animer a .
On peut relier les points repr&eacute;sentant les termes d’une suite. Exemple pour la suite A : taper Segment[A1,A2] en
B2 puis copier-glisser B2 vers le bas. On voit bien alors ce qu’on appelle parfois l’orbite du point de d&eacute;part A1.
4 ) D&eacute;finition de l’ensemble E
L’ensemble E est l’ensemble des points c de C tels que la suite des points d&eacute;finie par (1) est born&eacute;e :
c  E  A  IR  tel que : n  IN , on a z n  A .
Prouver que si c  2 alors c  E (car  z n  diverge vers l’infini).
Exercice 1
Indications : a ) L’in&eacute;galit&eacute; triangulaire la plus courante : pour tous a et
b dans C, a  b  a  b est la traduction de OC  OA  AC ( qu’on admet
car elle est intuitivement &eacute;vidente : &laquo; entre deux points la plus court chemin est
la ligne droite &raquo;). La version qu’on doit utiliser ici est a  b  a  b qui est
la traduction de OC  CA  OA .
b ) Prouver que si x  0 et A  1 alors xA 2  1  Ax  1 (il y a une fa&ccedil;on coll&egrave;ge et une fa&ccedil;on classe de premi&egrave;re).


c ) Il suffit de prouver par r&eacute;currence que si c  2 , pour tout n  1 H n  : z n  c c  1
n 1
est vraie. On a ensuite
facilement que la limite de z n est   .
Remarque
On prouverait exactement de la m&ecirc;me fa&ccedil;on : s’il existe un entier N tel que z N  2 alors c  E ( car
si un terme de  z n  est hors de C(0 ;2), alors  z n  s’&eacute;chappe vers l’infini. Ce sera essentiel au paragraphe 9.)
5 ) Des racines carr&eacute;es dans C ( !)
Si x  IR , x  0 , l’&eacute;quation dans IR , d’inconnue y , y 2  x a deux solutions et celle qui est positive est not&eacute;e
x.
Montrer que si Z est dans C , l’&eacute;quation d’inconnue z : z 2  Z dans C a deux solutions, distinctes si Z  0 , qui
ont pour module
Z et sont oppos&eacute;es. On d&eacute;signe par sqrt( Z ) celle dont l’argument est  / 2 o&ugrave;  est la
d&eacute;termination principale (= entre   , exclu, et  ) de l’argument de Z .
[sqrt signifie square root]
C’est la d&eacute;finition adopt&eacute;e par G&eacute;og&eacute;bra mais cette notation est absolument proscrite au bac.
Sur une autre page d&eacute;finir un point complexe z puis taper sqrt(z). Faire varier z. On voit que la fonction sqrt :
zsqrt(z) n’est pas continue sur la partie n&eacute;gative de l’axe des r&eacute;els. Que dire de la partie r&eacute;elle de sqrt(z) ?
6 ) Calcul et localisation de la limite de (zn)
[quand elle existe]
On peut prouver (mais &ccedil;a semble hors de port&eacute;e au lyc&eacute;e) que si z1  c est dans Int&eacute;rieur (L) mais pas sur son bord L,
z n  converge vers un nombre (complexe) l . En prenant la limite quand n
tend vers l’infini dans (1) on obtient une
&eacute;quation d’inconnue l . Admettons qu’on peut r&eacute;soudre cette &eacute;quation avec les formules qu’on conna&icirc;t dans le cas
r&eacute;el. En utilisant le z1  c d’une des suites construites au 3 ), construire les deux solutions  et  obtenues (en
tra&ccedil;ant des gros points en couleur). Un de ces nombres  et  est manifestement la limite de
z n  converge).
Exercice 2
z n  (quand
au 1 ) b ), on admet de plus que tout u ' de Int (L) est de la forme u'  1  u / 2 u / 2 avec u  1 .
Prouver &agrave; l’aide du 1 ) qu’un de ces nombres  et  est &agrave; l’int&eacute;rieur de C(O ;0,5).
C’est celui des deux nombres  et  qui est &agrave; l’int&eacute;rieur de C(O ;0,5) qui est la limite de  z n  (quand elle converge)
mais &ccedil;a n’est a priori pas &eacute;vident &agrave; prouver ; c’est le probl&egrave;me de la notation sqrt( Z ) : si un nombre z v&eacute;rifie
z 2  Z , on ne sait pas a priori si z  sqrt(Z ) ou si z  sqrt(Z ) …prouver et utiliser u  1  R&eacute; (1  u)  0 …
7 ) Deux autres parties de E
On a prouv&eacute; au 4 ) que E  C(O ;2) et observ&eacute; au 6 ) que Int&eacute;rieur (L)  E . E est &laquo; quelque part &raquo; entre L et
C(O ;2). En fait il y a des quantit&eacute;s de points de E qui ne sont pas dans L. On va en observer quelques uns.
a ) Soit I le point I(-1 ;0). V&eacute;rifier avec une animation que C(I ;1/4)  E . Lorsqu’on prend z1  c &agrave; l’int&eacute;rieur de
C(I ;1/4), la suite  z n  ne converge pas mais elle est born&eacute;e. Les nombres z n s’accumulent autour de deux valeurs.
On dit qu’on a &agrave; la limite (quand n   ) un cycle d’ordre 2.
b ) Dans le cas o&ugrave; z1  c  IR , on peut prouver que E  IR   2;1/ 4 . Par exemple, prouver que  1 ; 0 et
0 ; 1/ 4 sont inclus dans
E est facile. Le fichier G&eacute;og&eacute;bra disponible sur la page
http://pardailhan.entmip.fr/rubrique-des-disciplines/mathematiques/terminale-/un-debut-d-etude-de-l-ensemble-m36208.htm permet de bien voir certains comportements chaotiques de la suite r&eacute;elle d&eacute;finie par x1  c  IR
et xn1  xn   c , suite born&eacute;e mais &laquo; pas souvent &raquo; convergente si c   2;1/ 4 .
2
8 ) Quelques autres orbites presque cycliques
Il y a des tas de petits ensembles (ressemblant &agrave; des petits cercles) coll&eacute;s &agrave; L qui sont dans E . C(I ;1/4) du 7 ) a)
n’est que le plus grand d’entre eux. On en localise quelques uns :
a ) Cr&eacute;er un nombre complexe z (icone 2) sur L puis la suite  z n  avec le tableur comme au 3 ) mais avec au moins
100 valeurs. En animant z on voit que L  E . (les suites sont born&eacute;es)
b ) Observation plus pr&eacute;cise Cr&eacute;er deux curseurs p et q, entiers de 1 &agrave; 30 disons, donc avec incr&eacute;ment 1. D&eacute;finir
ensuite le complexe exp(2ί π p / q) / 2 *(1 - exp(2ί π p / q) / 2) dans la zone de saisie. Comme on l’a vu au 1 ), c’est un
point u de L. Cr&eacute;er la suite  z n  v&eacute;rifiant z1  u avec le tableur et faire alors varier p mais surtout q. On a des
orbites qui donnent &agrave; la limite des cycles d’ordre q lorsque p et q sont premiers entre eux.
9 ) Images informatiques
Ce qui pr&eacute;c&egrave;de avait pour but de faire sentir une (tr&egrave;s faible !) part de la complexit&eacute; des formes qui d&eacute;limitent
l’ensemble E . E a &eacute;t&eacute; d&eacute;couvert au d&eacute;but du vingti&egrave;me si&egrave;cle mais il n’est devenu populaire que bien plus tard
quand on a r&eacute;ussi &agrave; le repr&eacute;senter (informatiquement). Il est impossible de repr&eacute;senter exactement E . Voici comment
obtenir deux repr&eacute;sentations (informatiques) approximatives de E . Les programmes sont sur le lien de 7 ) b ).
On se fixe un entier M = maxIter (= le nombre maximum d’it&eacute;rations = le nombre maximum de termes qui vont &ecirc;tre
calcul&eacute;s ). On a prouv&eacute; au 4 ) que E  C(O ;2) donc on ne teste que les points de C(O ;2). Pour &laquo; chaque &raquo; point
(avec la pr&eacute;cision permise par le nombre de pixels dont on dispose) z1  c de C(O ;2), on calcule les termes de la
suite  z n  . D&egrave;s qu’un terme z N v&eacute;rifie z N  2 , on arr&ecirc;te le calcul car la remarque de la fin de 4 ) montre que c  E .
Si pour tout n  M on a z n  2 on d&eacute;clare que le point z1  c est dans E (on peut se tromper !) et on le colore en
noir. Plus M = maxIter est grand (et plus on dispose de pixels !) plus on a une bonne repr&eacute;sentation de E .
a ) T&eacute;l&eacute;charger le logiciel AmiensPython. Ouvrir, &laquo; comprendre &raquo; et ex&eacute;cuter le programme Image_1_de_E.py.
b ) T&eacute;l&eacute;charger Python 3. Aller dans IDLE (qui signifie &quot;Integrated DeveLopment Environment&quot;). M&ecirc;me proc&eacute;dure
avec Image_2_de_E.py. Le programme est moins &eacute;l&eacute;mentaire et l’image obtenue est plus belle.
Essayer aussi avec Javascool. Ne pas h&eacute;siter &agrave; zoomer en changeant les plages. Etonnement garanti !
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