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1
Introduction &agrave; la Physique des Mat&eacute;riaux
Correction du devoir 4 : La liaison cristalline
Exercice 1 : Calcul de l’&eacute;nergie de coh&eacute;sion d’un cristal mol&eacute;culaire – Application au CO2
Partie A : Interaction entre deux dip&ocirc;les &eacute;lectrostatiques
1.a. Le potentiel au point M :
V M  
q
q

4 0 AM 4 0 BM
V M  
q  BM  AM 


4 0  AM  BM 
M

-q
j
A
O i
+q
B
a
Dans les triangle OAM et OBM :
a2
 ar cos 
4
a2
BM 2  r 2   ar cos 
4
AM 2  r 2 
1
 a cos  a 2  2
AM  r 1 
 2
r
4r 

1
 a cos  a 2  2
BM  r 1 
 2
r
4r 

Puisque a&lt;&lt;r, on effectue un d&eacute;veloppement limit&eacute; de la racine carr&eacute; au premier ordre ce qui donne :
a cos  
AM  r 1 

2r 

a cos 
BM  r1 

2r 

AM  BM  r 2
D’o&ugrave; :
qa cos 
V
4 0 r 2
b. On rappelle que E   gradV ,
V
1 V
er 
e
r
r 
1 2 p cos 
1 p sin 
E
er 
e
3
4 0 r
4 0 r 3
E
c. L’&eacute;nergie potentielle d’un dip&ocirc;le plac&eacute; dans un champ &eacute;lectrique ext&eacute;rieur E0 :
 
U p   p.E0
2
d. Le couple  qu’exerce ce champ sur le dip&ocirc;le p :
  p  E0
2. Consid&eacute;rons les deux dip&ocirc;les de moments dipolaires p1 et p2 :
p2

p1

O2
O1
a. L’&eacute;nergie potentielle des deux dip&ocirc;les est :
 
U p   p2 .E1 =   p2 cos 2 E1r  p2 sin 2 E1 
En rempla&ccedil;ant les coordonn&eacute;es polaires du vecteur E1 par leur valeurs on obtient :
pp
U p   1 2 3  2cos 1 cos 2  sin 1 sin 2 
4 0 r
b. Les couples 1 et  2 sont perpendiculaires au plan contenant les deux dip&ocirc;les :
U p
1 p1 p2
1  

 2cos 1 sin 2  sin 1 cos 2 
 2
4 0 r 3
U p
1 p1 p2
2  

 2sin 1 cos 2  cos 1 sin 2 
1
4 0 r 3
c. Les positions d’&eacute;quilibre correspondent &agrave; :
1  2  0
Soit :
1   2  0

1   2  0
sin 1   2   0

sin 1   2   0
L’&eacute;quilibre est stable si U p est n&eacute;gative.
2

0

2

3
2
1
0

2
stable

3
2
instable
instable
instable
stable
stable
stable
instable
3. Deux cas peuvent se pr&eacute;senter :
 Cristal form&eacute; d’une mol&eacute;cule polaire
Dans ce cas chaque moment dipolaire va interagir avec les champs &eacute;lectriques cr&eacute;es par les autres moments
dipolaire.
3
 Cristal atomique ou mol&eacute;cule apolaire
A cause du mouvement des &eacute;lectrons autour du noyau la distribution de charge &eacute;lectronique change au cours
du temps comme le montre la figure suivante pour le CO2 :
A la date t, la densit&eacute; &eacute;lectronique au niveau de la mol&eacute;cule est uniforme, le moment dipolaire p = 0 .
p
A une date t’, la densit&eacute; &eacute;lectronique au niveau de la mol&eacute;cule n’est plus uniforme, un moment dipolaire
p  0 est alors induit qui produira un champ &eacute;lectrique E au centre d’une autre mol&eacute;cule de CO2. Ce
champ engendrera un moment dipolaire instantan&eacute; p ’ ce qui entra&icirc;nera une interaction entre les deux
moments p et p ’ conform&eacute;ment &agrave; ce qui a &eacute;t&eacute; d&eacute;crit dans les questions pr&eacute;c&eacute;dentes.
4. On a :
1 2 p1
4 0 r 3
1 2 p1
p2   E1 
4 0 r 3
E1 
D’apr&egrave;s la question 2.a :
U attractive  
2 p1 p2
4 p 2 1


2
4 0 r 3
 4 0  r 6
U attrctive  
C
r6
La constante C est donn&eacute;e par :
4 p 2
2
 4 0 
4. En n&eacute;gligeant l’&eacute;nergie cin&eacute;tique et les vibrations des deux dip&ocirc;les, On a :
C D
UT  r    6  12
r
r
5. a. On a :
  6  12 
U  R   4      
 R   R  
D’apr&egrave;s la question 4 :
C
D
U  R    6  12
R
R
En identifiant les deux expressions :
C  4 6

12
 D  4
Ce qui donne :
C
4

D
   

C

C2

  4 D
b. Trac&eacute; de l’allure de la courbe :
U  R

4
On pose :
1
6

f  
R
U  R
y
4
x

R
6
5
y = x12 - x6
4
3
2
1
0
-1
0.0
0.4
x
-1/6
0.8 2
x=1
1.2
L’&eacute;volution de l’interaction &eacute;volue de la mani&egrave;re suivante :
- Lorsque les deux mol&eacute;cules sont &eacute;loign&eacute;s R = ∞ (x = 0), dans ce cas le potentiel est nul ;
- quand la distance R diminue (x croit) l’&eacute;nergie potentielle est n&eacute;gative (attractive) diminue et passe par un
minimum pour x = 2
1

6

1
6
qui correspond &agrave; la position d’&eacute;quilibre ;
1
- pour 2  x  1 , R d&eacute;cro&icirc;t de 2 6  &agrave; , l’&eacute;nergie potentielle d’attraction diminue et l’&eacute;nergie de r&eacute;pulsion
augmente ;
- &agrave; partir de x = 1 (R = ) l’&eacute;nergie potentielle devient positive il y a r&eacute;pulsion.
6. Soit rij la distance entre deux mol&eacute;cules i et j et R la distance entre les premiers proches voisins et N le
nombre d’&eacute;l&eacute;ments du cristal.
a. On pose :
rij = pijR
 1
U ij  rij   4  12 
  rij

12


6 1
   

 rij



6




4 N 12
R12

2 N 12

R12

UTotale 
UTotale
j 
j 1
j i
j 
j 1
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 1 
4 N 6
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 pij 
12
 1 
2 N 6
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 pij 
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j 
j 1
j i
 1 
 
 pij 

j 
j 1
 1 
 
 pij 
6
6
b. Pour un r&eacute;seau c.f.c, la contribution des proches voisins dans le premier cube :
Vue dans le plan (Oxy)
Couleur
Ordre
Rj
Rj
Nombre
0
 0, 0, 0
0
0
1
 1 , 1 ,0 


2 2 
1, 0, 0
1
2
1
12
6
2
1, 1 , 1 


 2 2
1,1, 0 
3
2
24
3
2
12
2
  3 , 1 ,0 


 2 2 
1,1,1
10
4
24
5
3
8
6
2
3
4
5
6
6
6
6
12
12
6
pj
1
6
6
1
 1 
 1 
 1 
 1 
1
A = 12     6  
  24  
  12     24  
  8 
 = 14.05543
1
2
 2
 3
 5
 6
6
6
12
12
12
12
1
 1 
 1 
 1 
 1 
1
A126 = 12     6  
  24  
  12     24  
  8 
 = 12.13131
1
2
 2
 3
 5
 6
c. On a :
6
j 
 1 

A6 =
  = 14,45392
p
j 1  ij 

j 
12
 1 
A12 =
 
p
j 1  ij 

On d&eacute;duit que :
= 12,13188
6
A6  A66
= 2.8%
A6
A12  A126
= 0.005%
A12
Au vu des &eacute;carts relatif obtenus on conclue que la convergence des termes en (1/pj)6 et (1/pj)12 est tr&egrave;s rapide
et que seuls les &eacute;l&eacute;ments se trouvant dans les 8 premiers cubes entourant un &eacute;l&eacute;ment apportent l’essentiel de
la contribution &agrave; l’&eacute;nergie totale.
d. L’&eacute;nergie totale d’interaction s’&eacute;crit :
2 N 12
2 N 6
UTotale 
A

A6
12
R12
R6
A l’&eacute;quilibre, elle est minimale et
dUTotale
 0 pour R = R0.
dR
6
dUTotale 12 6 
  

A

2
A
 
 6
12 
dR
R7 
R 
Puisque R0 est la solution de l’&eacute;quation
dUTotale
 0 , On obtient :
dR
 2A 
  12 
  A6 
R0
R0

1
6
 1, 09012
e. L’expression de UTotale(R) au z&eacute;ro absolu et sous pression nulle :
UTotale
Et, pour R = R0 :
   12
 6 

 2 N   A12    A6   
R 
 R
UTotale  8, 6 N
Partie B : Application au CO2
Les coordonn&eacute;es du point critique : Pc, Vc, Tc :
Pc (105 Pa)
Vc (cm3.mol-1)
Tc (K)

73,80
94,34
304,18
k BTC
1,2593
1.a. Calcul de  :
  0, 809 3 Vc
 = 4,36 10-10 m
b. La valeur de R0 :
R0  1, 09012  
R0 = 475 pm
c. On peut d&eacute;duire le param&egrave;tre du r&eacute;seau &agrave; partir des donn&eacute;es de l’exercice 2 de la s&eacute;rie :
1
 4M  3
a 
 = 572 pm, R0  405 pm.

N

A 
7
On calcule l’&eacute;cart relatif entre les deux valeurs :
R0  R0calcul&eacute;e
R0calcul&eacute;e
= 15 %
L’&eacute;cart entre les valeurs de R0 et R0 calcul&eacute;e peut &ecirc;tre expliqu&eacute; par le fait que la valeur d&eacute;duite du potentiel de
Lennard-Jones a &eacute;t&eacute; calcul&eacute;e &agrave; T = 0 &deg;K en supposant que la structure la plus stable est c.f.c alors que des
calculs montrent qu’&agrave; 0 &deg;K la structure h.c doit avoir une &eacute;nergie plus basse.
2.a. Calcul de  :
kT
 B c
1.2593
 = 3,3348 10-21 J
b. La valeur de l’&eacute;nergie de coh&eacute;sion par mole de la carboglace :
UTotale = - 1,73 104 J
c. La valeur exp&eacute;rimentale d&eacute;termin&eacute;e dans l’exercice 2 de la s&eacute;rie 4 de TD est &eacute;gale &agrave; – 2,5 104 J. L’&eacute;cart
relatif entre les deux valeurs est :
U
= 31%
U
La comparaison directe des valeurs est impossible vu que dans le calcul pr&eacute;c&eacute;dent :
- la pression &eacute;tait suppos&eacute;e nulle ;
- l’&eacute;nergie cin&eacute;tique &eacute;tait aussi suppos&eacute;e nulle ;
- la temp&eacute;rature &eacute;tant consid&eacute;r&eacute;e nulle, on a n&eacute;glig&eacute; les vibrations du r&eacute;seau.
Les corrections des diff&eacute;rents termes peuvent &ecirc;tre calcul&eacute;es et ont pour effet de r&eacute;duire l’&eacute;nergie potentielle
calcul&eacute;e de 25% &agrave; 30%.
Exercice 2 : Module de compression d’un cristal ionique lin&eacute;aire
Soit une ligne lin&eacute;aire de 2N ions &eacute;quidistants de r et de charges alternativement &eacute;gales &agrave;  q.
-
+
-
-
+
+
-
r
O
Soit rp la distance entre l’ion plac&eacute; &agrave; l’origine et l’ion p :
rp = pr p 
1. L’&eacute;nergie potentielle de l’ion plac&eacute; &agrave; l’origine est &eacute;gale &agrave; :

 1 p q
p 1
4 0 rp
U0 = q0  V p = 2q 
p 0

 1 p
p 1
p
 
2q 2   1
=

4 0 r p 1 p
p
est la constante de Madelung du cristal, d’o&ugrave; :
U 0  2
q2
4 0 r
2. L’expression du d&eacute;veloppement en s&eacute;rie enti&egrave;re au voisinage de 0 de la fonction ln 1  x  :

 1 p 1
p 1
p
ln 1  x   
3. On en d&eacute;duit :
4. L’expression de l’&eacute;nergie de r&eacute;pulsion UR :
  ln 2
xp
8
5. On d&eacute;duit l’expression de l’&eacute;nergie &agrave; totale :
2D
U r   n
r
D

q2
U totale  r   2 N  n 
ln 2 
4 0 r
r

6. Soit r0 la distance &agrave; l’&eacute;quilibre entre proches voisins, alors :
 U   0


 r r r0
Ce qui donne :
q 2 r n 1 ln 2
D 0
4 0 n
On en d&eacute;duit :
q 2 ln 2  1 
U totale  r0  = 2 N
1  
4 0 r0  n 
7. Soit une compression du cristal qui transforme r0 en r0(1-), d’apr&egrave;s le premier principe de la
thermodynamique :
Utotale  Wc  Qc
La transformation &eacute;tant adiabatique, on d&eacute;duit :
Wc  Utotale  Utotale  r0 1      U totale  r0 
On remplace chaque expression par sa valeur et on d&eacute;duit :
  
2 Nq 2 ln 2  1  1
Wc 

1
 


n
4 0 r0  n  1   
 1  
1
 &eacute;tant petit on fait un d&eacute;veloppement &agrave; l’ordre 2 du terme
, ce qui donne :
1   n
n  n  1 2
1

n  1  n 
2
1   
Nq 2 ln 2
 n  1 2
4 0 r0
1
Wc = C(r0)2
2
Wc 
avec :
2 Nq 2  n  1
C
ln 2
4 0 r03
Analogie m&eacute;canique :
L’analyse dimensionnelle de la constante C :
 q2   1 
    F.L-1
C   
2 
 4 0 r0   r0 
-1
La constante C s’exprime en N.m , elle est donc &eacute;quivalente &agrave; la constante de raideur d’un ressort. En
m&eacute;canique on montre que le travail de compression d’un ressort dont l’allongement passe de 0 (allongement
&agrave; l’&eacute;quilibre) &agrave; une valeur x s’&eacute;crit :
1
Wc = kx2
2
Les deux expressions sont parfaitement analogues.
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