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R&eacute;sum&eacute;
Les &eacute;tats coh&eacute;rents jouent un grand r&ocirc;le dans la m&eacute;canique quantique et
peuvent &ecirc;tre consid&eacute;r&eacute;s comme un lien entre la m&eacute;canique quantique et la m&eacute;canique classique. Par cons&eacute;quent, il est n&eacute;cessaire de les &eacute;tudier dans un cadre
plus g&eacute;n&eacute;ral de la th&eacute;orie de q-d&eacute;formation.
Nous avons &eacute;tudi&eacute; les propri&eacute;t&eacute;s math&eacute;matiques et physiques des &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur harmonique quantique ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant du
temps, ainsi que le cas de la q-d&eacute;formation des &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur
harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant du temps.
Nous avons &eacute;galement &eacute;tudi&eacute; d’une part les oscillations m&eacute;caniques qd&eacute;form&eacute;es de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant
du temps et, d’autre part, les oscillations &eacute;lectriques q-d&eacute;form&eacute;es du circuit &eacute;lectrique RLCq.
Enfin, nous avons &eacute;tudi&eacute; les propri&eacute;t&eacute;s optiques de la superposition des &eacute;tats
coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps, ces &eacute;tats donnent lieu aux &eacute;tats
avec des propri&eacute;t&eacute;s non classiques. Le caract&egrave;re non-classique d’&eacute;tats est r&eacute;v&eacute;l&eacute;
par l’existence de valeurs n&eacute;gatives de la fonction de Wigner.
Mots-clefs : &Eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants et d&eacute;pendants du
temps, oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant du temps,
relation d’incertitude, circuit &eacute;lectrique RLCq, fonction de Wigner.
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Abstract
Coherent states plays an important role in quantum mechanics, it may be considered as a link between the quantum mechanics and classical mechanics. Consequently, it is necessarily to study the coherent states in general case of the qdeformation theory.
We have studied mathematics and physical properties of coherent states of
time independent and dependent quantum harmonic oscillator, as well as the
case of deformation of coherent states of time independent and dependent qdeformed harmonic oscillator.
We have studied also of the one part q-deformed mechanical oscillations of
time independent and dependent q-deformed harmonic oscillator and, on the
other hand, the q-deformed electrical oscillations of RLCq electrical circuit.
Finally, we have studied the optical properties of the superposition of qdeformed coherent states, these states gives rise to states with no classical properties. The non-classical character of states is revealed by the existence of negative values of the Wigner function.
Keywords : Time independent and dependent q-deformed coherent states,
time independent and dependent q-deformed harmonic oscillator, uncertainty
relation, RLCq electrical circuit, Wigner function.
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Introduction g&eacute;n&eacute;rale
Depuis l’av&egrave;nement de la m&eacute;canique quantique et pour d&eacute;crire le monde
microscopique, la notion de densit&eacute; de probabilit&eacute; qui s’appuie sur la fonction
d’onde a remplac&eacute; celle de la trajectoire pour les syst&egrave;mes quantiques. Ces fonctions d’ondes, dites &eacute;tats quantiques, ne sont pas tr&egrave;s utiles pour faire le lien
avec la th&eacute;orie classique. Cependant, il est possible de construire des &eacute;tats quantiques pour lesquels les valeurs moyennes des observables ont des valeurs semblables aux grandeurs physiques du mod&egrave;le classique. Ces &eacute;tats sont appel&eacute;s
&eacute;tats coh&eacute;rents. La notion d’&eacute;tats coh&eacute;rents est issue donc de la relation entre
la m&eacute;canique quantique et classique. Le terme coh&eacute;rent provient du langage
courant de l’optique quantique. Introduit en 1963 par Glauber [1, 2, 3], un des
fondateurs de la th&eacute;orie des &eacute;tats coh&eacute;rents avec Klauder [4, 5], Sudarshan [6]
et Carruthers [7]. La notion d’&eacute;tats coh&eacute;rents a &eacute;t&eacute; massivement utilis&eacute;e dans
toutes les branches de la physique quantique et sp&eacute;cialement dans l’optique
quantique.
L’historique de l’introduction de ces &eacute;tats remonte &agrave; 1926, juste apr&egrave;s la gen&egrave;se de la m&eacute;canique quantique, quand Schr&ouml;dinger [8] s’est int&eacute;ress&eacute; &agrave; l’&eacute;tude
des &eacute;tats quantiques qui restaurent le comportement classique de l’op&eacute;rateur
position d’un syst&egrave;me quantique.
Les premiers exemples d’&eacute;tats coh&eacute;rents d&eacute;couverts par Schr&ouml;dinger
concernent ceux de l’oscillateur harmonique. Ces &eacute;tats coh&eacute;rents sont apparus
comme les solutions de l’&eacute;quation de l’oscillateur harmonique quantique les
plus proches de l’oscillateur classique qui lui est associ&eacute; [9, 10, 11].
Les &eacute;tats coh&eacute;rents ont &eacute;t&eacute; introduits par Glauber dans les ann&eacute;es 1963
comme des &eacute;tats quantiques de l’oscillateur harmonique qui minimisent la relation d’incertitude de Heisenberg. Ils sont aussi connus comme des &eacute;tats quasi9
classiques. Par la suite, plusieurs g&eacute;n&eacute;ralisations de ceux-ci ont &eacute;t&eacute; obtenues
tant du point de vue math&eacute;matique que physique. En plus de minimiser la relation d’incertitude de Heisenberg, ils ont des dispersions identiques pour l’observable position et impulsion. Il est possible de g&eacute;n&eacute;raliser ces &eacute;tats afin de r&eacute;duire la dispersion d’une des observables (au prix d’augmenter celle de l’autre)
tout en maintenant la minimisation de la relation d’incertitude. Ces &eacute;tats sont
appel&eacute;s comprim&eacute;s.
Originellement, les &eacute;tats coh&eacute;rents ont &eacute;t&eacute; introduits en m&eacute;canique quantique et l’optique quantique [12] pour repr&eacute;senter des paquets d’onde poss&eacute;dant de bonnes propri&eacute;t&eacute;s de coh&eacute;rence recherch&eacute;es par exemple dans les
rayons laser. La terminologie a &eacute;t&eacute; introduite par Glauber en 1963 qui a mis en
&eacute;vidence leur r&ocirc;le fondamental dans la th&eacute;orie de l’optique quantique.
Le cadre plus g&eacute;n&eacute;ral de la th&eacute;orie de q-d&eacute;formation &agrave; un param&egrave;tre r&egrave;el q, a
trouv&eacute; beaucoup de succ&egrave;s et a attir&eacute; une atention consid&eacute;rable des chercheurs
physiciens et math&eacute;maticiens. L’application physique int&eacute;ressante est d&eacute;clanch&eacute;e par l’introduction de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; par Biedenharn
[13] et Macfarlane [14] en 1989. La m&eacute;canique quantique peut &ecirc;tre consid&eacute;r&eacute;e
comme une d&eacute;formation (le param&egrave;tre de d&eacute;formation est h̄) de la m&eacute;canique
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classique et la m&eacute;canique relativiste est une autre d&eacute;formation (avec comme
c
param&egrave;tre de d&eacute;formation) de la m&eacute;canique classique. Dans le m&ecirc;me sens, la
m&eacute;canique quantique peut &ecirc;tre vu comme limite d’une th&eacute;orie plus g&eacute;n&eacute;rale
d&eacute;pendant d’un (ou plusieurs) param&egrave;tre de d&eacute;formation.
L’&eacute;tude du comportement dynamique des syst&egrave;mes est une question centrale en physique et en math&eacute;matiques. Ces syst&egrave;mes fournissent des r&eacute;sultats
fondamentaux et g&eacute;n&eacute;raux qui ont trouv&eacute; des applications majeures non seulement en physique, mais aussi dans toutes les autres branches de la science, ainsi
que dans la technologie ; pourtant, l’oscillateur harmonique est le mod&egrave;le th&eacute;orique le plus simple, et plus fondamental des ph&eacute;nom&egrave;nes oscillatoires m&eacute;caniques et &eacute;lectriques. Les d&eacute;finitions et les propri&eacute;t&eacute;s principales des oscillateurs harmoniques ind&eacute;pendants et d&eacute;pendants du temps et des oscillateurs
harmoniques amortis ont &eacute;t&eacute; &eacute;tudi&eacute; par plusieurs auteurs [15]-[26]. Nous avons
&eacute;tudi&eacute; quelques propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du
temps [27] qui n’ont pas &eacute;t&eacute; &eacute;tudi&eacute;s jusqu’&agrave; pr&eacute;sent. Nous avons utilis&eacute; la m&ecirc;me
approche qui a permis &agrave; Schr&ouml;dinger de construire les &eacute;tats coh&eacute;rents pour la
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premi&egrave;re fois en 1926 ; en fait, nous avons suivi le chemin inverse. &Agrave; partir des
&eacute;tats coh&eacute;rents associ&eacute;s &agrave; un oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant
du temps nous avons construit la valeur moyenne de l’op&eacute;rateur de position
dans ces &eacute;tats. Le comportement de la fonction de position trouv&eacute;e peut &ecirc;tre
interpr&eacute;t&eacute; comme le comportement de la position de l’&eacute;quivalent classique de
l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps. Les r&eacute;sultats que
nous avons trouv&eacute;s sugg&egrave;rent que les oscillateurs harmoniques q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendant du temps peuvent &ecirc;tre consid&eacute;r&eacute;s comme oscillateurs harmoniques
forc&eacute;s, avec la force motrice d&eacute;finissant la d&eacute;formation des oscillateurs. Les d&eacute;finitions et les propri&eacute;t&eacute;s principales des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s et de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ont &eacute;t&eacute; &eacute;tudi&eacute; et discut&eacute; par plusieurs auteurs
[28]-[40]. L’&eacute;tude des quelques propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s d&eacute;pendants du temps, nous avons consid&eacute;r&eacute; un circuit de type RLC comme r&eacute;alisation de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps [41]. L’id&eacute;e
est bas&eacute;e sur le fait que ces q-d&eacute;formations peuvent &ecirc;tre interpr&eacute;t&eacute;es comme
&eacute;tant les versions quantifi&eacute;es des oscillateurs harmoniques forc&eacute;s classiques. En
utilisant des oscillateurs harmoniques avec une masse variable ces oscillations
deviennent amorties et forc&eacute;es. Ensuite, en utilisant l’analogie qui existe avec
les circuits RLC, ceci nous a permis de construire un circuit RLCq , o&ugrave; l’indice
est utilis&eacute; pour indiquer qu’il est li&eacute; &agrave; l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps et que la capacit&eacute; se modifie en raison de la d&eacute;formation
appliqu&eacute;e. Les effets et les fluctuations quantiques dans un circuit &eacute;lectrique
m&eacute;soscopique RLC et un circuit quantique RLC ont &eacute;t&eacute; &eacute;tudi&eacute; par plusieurs
auteurs [42]-[56].
Un des principes les plus importants de la th&eacute;orie quantique est sans
conteste le principe de superposition. Ce principe intervient dans de nombreuses exp&eacute;riences de physique quantique.
La superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents [57]-[65] donne lieu &agrave; des &eacute;tats avec des
propri&eacute;t&eacute;s non classiques. Nous avons &eacute;tudi&eacute; des propri&eacute;t&eacute;s optiques dans le
cas g&eacute;n&eacute;ral de la superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants
du temps [66]. Nous avons montr&eacute; que ces &eacute;tats sont des &eacute;tats non classiques
(&eacute;tats quantiques) avec des caract&eacute;ristiques qu’on compara &agrave; leurs analogue non
d&eacute;form&eacute;s. L’&eacute;tude a &eacute;t&eacute; men&eacute;e par l’&eacute;tude du comportement des relations d’incertitude et le comportement de la fonction de Wigner pour les q-d&eacute;formation
des &eacute;tats coh&eacute;rents ind&eacute;pendants du temps ainsi que les &eacute;tats coh&eacute;rents pairs
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ind&eacute;pendants du temps et les &eacute;tats coh&eacute;rents impairs ind&eacute;pendants du temps.
Diff&eacute;rents type de superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s on &eacute;t&eacute; discut&eacute;s
[67]-[69] qui donne lieu aux &eacute;tats avec des propri&eacute;t&eacute;s non classiques. Le caract&egrave;re non-classique des &eacute;tats non-classiques et l’existence des valeurs n&eacute;gatives
de la fonction de Wigner [70]-[77]. De nombreux types d’&eacute;tats non classiques
dans l’optique quantique, la physique quantique et l’information quantique ont
&eacute;t&eacute; cr&eacute;&eacute;s et discut&eacute;s durant les derni&egrave;res ann&eacute;es et ils continuent d’&ecirc;tre d’un
grand int&eacute;r&ecirc;t en raison de leur importance scientifique, ainsi que leur importance d’application potentielle.
Cette th&egrave;se est organis&eacute;e comme suit :
Le chapitre 1 pr&eacute;sente les d&eacute;finitions et les propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents
associ&eacute; &agrave; l’oscillateur harmonique quantique ind&eacute;pendant du temps ainsi que
ceux associ&eacute; &agrave; l’oscillateur harmonique quantique d&eacute;pendant du temps.
Le chapitre 2 contient les d&eacute;finitions et les propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents de
l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant du temps.
Le chapitre 3 est consacr&eacute; &agrave; l’application des r&eacute;sultats obtenus pour l’&eacute;tude
des oscillations m&eacute;caniques q-d&eacute;form&eacute;es et &eacute;lectriques q-d&eacute;form&eacute;es.
En fin dans le chapitre 4 nous avons &eacute;tudi&eacute; les propri&eacute;t&eacute;s optiques de la
superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps.
Nous terminons notre travail par une conclusion g&eacute;n&eacute;rale.
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Chapitre 1
Les &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur
harmonique quantique ind&eacute;pendant
et d&eacute;pendant du temps
1.1
Introduction
Les &eacute;tats coh&eacute;rents sont des &eacute;tats quantiques remarquables de l’oscillateur
harmonique : dans ces &eacute;tats, les valeurs moyennes des op&eacute;rateurs position et
impulsion ont des propri&eacute;t&eacute;s aussi proches que possibles des valeurs classiques
de la position et de l’impulsion.
Nous pr&eacute;sentons dans cette section les d&eacute;finitions et les propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats
coh&eacute;rents de l’oscillateur harmonique quantique ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant du
temps.
1.2
L’oscillateur harmonique quantique ind&eacute;pendant du temps
L’oscillateur harmonique quantique ind&eacute;pendant du temps est d&eacute;crit par
l’hamiltonien
P2
1
H=
+ mω 2 X 2
(1.1)
2m 2
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o&ugrave; ω est la pulsation propre (est une grandeur homog&egrave;ne &agrave; une fr&eacute;quence
(angulaire)) de l’oscillateur harmonique quantique ind&eacute;pendant du temps et
m est la masse du syst&egrave;me. X et P, repr&eacute;sentent les op&eacute;rateurs de position et
d’impulsion, respectivement, ob&eacute;issant &agrave; la relation suivante
[ X, P] = ih̄I
avec h̄ =
(1.2)
h
, h est la constante de Planck et I est l’op&eacute;rateur d’identit&eacute;.
2π
On d&eacute;finit les op&eacute;rateurs d’annihilation a et de cr&eacute;ation a+ par
1
a= √
2
r
1
a = √
2
r
+
mω
X+i
h̄
!
r
1
P
h̄mω
r
!
1
P .
h̄mω
mω
X−i
h̄
(1.3)
(1.4)
Ces op&eacute;rateurs v&eacute;rifient la relation de commutation suivante
a, a+ = I.
(1.5)
L’hamiltonien du syst&egrave;me peut alors s’&eacute;crire sous la forme :
H=
h̄ω
aa+ + a+ a .
2
(1.6)
On introduit l’op&eacute;rateur nombre de particules N = a+ a v&eacute;rifiant les relations
[ N, a] = − a , N, a+ = a+ .
(1.7)
En termes de l’op&eacute;rateur nombre de particules l’hamiltonien de l’oscillateur
harmonique ind&eacute;pendant du temps s’&eacute;crit
H=
h̄ω
(2N + 1) .
2
14
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L’espace de Fock relatif admet le syst&egrave;me {|ni , n = 0, 1, 2, 3, ...} comme base ;
ses vecteurs sont construits par actions successives de l’op&eacute;rateur de cr&eacute;ation a+
sur l’&eacute;tat du vide, d&eacute;fini comme &eacute;tant le vecteur annul&eacute; par l’op&eacute;rateur d’annihilation a.
a |0i = 0,
(1.9)
n
( a+ )
| n i = √ |0i .
n!
(1.10)
L’action des op&eacute;rateurs a , a+ et N sur la base de Fock est donn&eacute;e par
a |ni =
a+ |ni =
√
√
n | n − 1i ,
n + 1 | n + 1i ,
N |ni = n |ni .
(1.11)
(1.12)
(1.13)
Les &eacute;tats propres de l’&eacute;quation (1.8) sont d&eacute;finis par
H |ni =
h̄ω
(2n + 1) |ni = En |ni
2
(1.14)
avec
En =
h̄ω
(2n + 1)
2
(1.15)
est le spectre accessible par l’oscillateur harmonique ind&eacute;pendant du temps.
La fonction d’onde de l’&eacute;tat fondamental ψ0 ( x ) = h x | 0i s’&eacute;crit en repr&eacute;sentation position
(
mω
i
d
x + (−ih̄ ))h x | 0i = 0
h̄
h̄
dx
15
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On trouve l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle correspondante en repr&eacute;sentation position qui doit satisfaire la fonction d’onde ψ0 ( x )
mω
dψ0 ( x )
xψ0 ( x ) +
=0
h̄
dx
(1.17)
que l’on peut ais&eacute;ment r&eacute;soudre par s&eacute;paration des variables et qui abouti
&agrave; une fonction d&eacute;finie &agrave; une constante (complexe en g&eacute;n&eacute;ral) de normalisation
pr&egrave;s :
1 mω 2
h̄ x
ψ0 ( x ) = Ce− 2
.
(1.18)
La condition de normalisation s’&eacute;crit :
2
k ψ0 ( x ) k = C
2
Z +∞
e
C=
mω 1
−∞
2
− mω
h̄ x
dx = C
2
r
πh̄
=1
mω
(1.19)
qui donne
4
πh̄
.
(1.20)
La fonction d’onde s’&eacute;crit alors :
ψ0 ( x ) =
mω 1
4
πh̄
1 mω 2
h̄ x
e− 2
.
(1.21)
La repr&eacute;sentation position de |ni permet de d&eacute;finir la fonction d’onde
ψn ( x ) = h x | ni sous la forme :
1
ψn ( x ) = p
√
2n n! πx0
x
d
− x0
x0
dx
n
e
− 12
x
x0
2
En introduisant les polyn&ocirc;mes d’Hermite Hn (
16
, avec x0 =
r
x
) d&eacute;finis par
x0
h̄
.
mω
(1.22)
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1
x
Hn ( ) = e 2
x0
x
x0
2
d
x
− x0
x0
dx
n
e
− 21
x
x0
2
(1.23)
On obtient finalement l’expression g&eacute;n&eacute;rale de la fonction d’onde ψn ( x ) :
1
−1
e 2
ψn ( x ) = p
√
2n n! πx0
1.3
x
x0
2
Hn (
x
).
x0
(1.24)
L’oscillateur harmonique quantique d&eacute;pendant
du temps
L’oscillateur harmonique quantique d&eacute;pendant du temps est d&eacute;crit par l’hamiltonien d&eacute;pendant du temps H (t)
H (t) =
P2
1
+ m ( t ) ω ( t )2 X 2
2m(t) 2
(1.25)
ω (t) et m(t) sont, respectivement, la pulsation d&eacute;pendante du temps et la masse
d&eacute;pendante du temps du syst&egrave;me oscillant.
Si nous choisissons une masse d&eacute;pendante du temps de la forme [16, 21]
m(t) = me2βt , β 0
(1.26)
et une pulsation constante :
ω (t) = ω =
r
k
,
m
(1.27)
o&ugrave; m est la masse initiale de l’oscillateur, β est une constante d’amortissement
et k est un coefficient &eacute;lastique, alors l’&eacute;quation (1.25) devient :
H (t) =
e−2βt P2 1 2βt
+ e mω 2 X 2 .
2m
2
(1.28)
&Agrave; partir de la transformation canonique d&eacute;pendante du temps donn&eacute;e par la
transformation [16]
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b (t) =
X
r
m(t)
X = e βt X,
m
Pb(t) =
et la fonction g&eacute;n&eacute;ratrice
r
m
P = e− βt P,
m(t)
r
m(t) b
b
PX = e βt PX.
m
On obtient l’&eacute;quation de transformation
b t) =
F ( X, P,
b = ∂F = e βt X.
X
∂ Pb
L’hamiltonien canonique s’&eacute;crit comme suit [16]
P=
∂F
b
= e βt P,
∂X
b + ∂F .
H0 = H
∂t
b est donn&eacute; par
o&ugrave; H
h
i
b2
b = P + 1 mω 2 X
b 2,
b Pb = ih̄.
H
X,
2m 2
En utilisant les &eacute;quations (1.29) , (1.30) , (1.31) et (1.32) , nous obtenons
H0 =
on retrouve
1
Pb2
b 2 + 1 dm(t) ( X
b Pb + PbX
b ),
+ mω 2 X
2m 2
4m(t) dt
H0 =
Pb2
1
b 2 + 1 β( X
b Pb + PbX
b ).
+ mω 2 X
2m 2
2
(1.29)
(1.30)
(1.31)
(1.32)
(1.33)
(1.34)
(1.35)
L’hamiltonien H 0 de l’&eacute;quation (1.35) est ind&eacute;pendant du temps.
L’action de l’op&eacute;rateur H 0 sur la base {|n, ti , n = 0, 1, 2, 3, ...} est donn&eacute;e par
H 0 |n, ti = λn |n, ti .
L’&eacute;quation de Schr&ouml;dinger correspondante est
18
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h̄2 d2
1
b 2 − iβh̄( X
b d + 1 )]ψn ( X
b ) = λn ψn ( X
b ).
[−
+ mω 2 X
2
b
b 2
2m d X
2
dX
(1.37)
La pulsation (o&ugrave; la fr&eacute;quence) r&eacute;duite Ω est d&eacute;finie par
Ω2 = ω 2 − β2 .
(1.38)
Les valeurs propres sont trouv&eacute;es par
h̄Ω
(2n + 1) ,
2
et les fonctions propres normalis&eacute;es sont
λn =
(1.39)
b2
√
b ),
b ) = Nn e(−m(Ω+iβ) X2h̄ ) Hn ( α X
ψn ( X
(1.40)
o&ugrave;
α 1 1
Nn = ( ) 4 √
,
π
2n n!
α=
mΩ
.
h̄
(1.41)
L’op&eacute;rateur hamiltonien H (t) s’&eacute;crit sous la forme
b
H (t) = H 0 + iβh̄( X
d
1
+ ).
b 2
dX
(1.42)
La valeur moyenne de l’hamiltonien H (t) sur la base |n, ti est
h H (t)i = hn, t| H (t) |n, ti =
h̄ω 2
(2n + 1) .
2Ω
(1.43)
Les op&eacute;rateurs d’annihilation a(t) et de cr&eacute;ation a+ (t) d&eacute;pendants du temps
sont d&eacute;finit par
1
a(t) = √
2
r
m(t)ω (t)
X+i
h̄
19
s
1
P
h̄m(t)ω (t)
!
(1.44)
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1
a (t) = √
2
+
r
m(t)ω (t)
X−i
h̄
s
!
1
P .
h̄m(t)ω (t)
(1.45)
En utilisant les &eacute;quations (1.26) et (1.27), alors les &eacute;quations (1.44), (1.45) deviennent :
1
a(t) ≡ a( β, t) = √
2
1
a+ (t) ≡ a+ ( β, t) = √
2
r
mω βt
e X+i
h̄
r
r
mω βt
e X−i
h̄
!
1 − βt
e P ,
h̄mω
r
(1.46)
!
1 − βt
e P .
h̄mω
(1.47)
Ces op&eacute;rateurs v&eacute;rifiant la relation de commutation suivante
a ( t ), a + ( t ) = I
(1.48)
Tandis que des &eacute;quations (1.44) et (1.45) nous pouvons r&eacute;&eacute;crire H (t)
H (t) =
Ou encore
h̄ω (t)
a(t) a+ (t) + a+ (t) a(t)
2
(1.49)
h̄ω (t)
(2N (t) + 1)
2
(1.50)
H (t) =
avec N (t) = a+ (t) a(t) est l’op&eacute;rateur nombre de particules d&eacute;pendant du
temps.
L’espace de Fock engendr&eacute; par les
{|n, ti , n = 0, 1, 2, 3, ...} est construit selon
&eacute;tats
propres
orthonorm&eacute;
n
( a+ (t))
|n, ti = √
|0i , a(t) |0, ti = 0.
n!
(1.51)
L’action des op&eacute;rateurs a(t) , a+ (t) et N (t) sur la base de Fock est donn&eacute;e
20
1.4. Les &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur harmonique quantique ind&eacute;pendant du
temps.
par
a(t) |n, ti =
a+ (t) |n, ti =
√
√
n |n − 1, ti ,
(1.52)
n + 1 |n + 1, ti ,
(1.53)
N (t) |n, ti = n |n, ti .
1.4
(1.54)
Les &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur harmonique
quantique ind&eacute;pendant du temps.
On d&eacute;finit un &eacute;tat coh&eacute;rent |zi [2, 3]comme &eacute;tant l’&eacute;tat propre de l’op&eacute;rateur
d’annihilation a, avec la valeur propre z :
a |zi = z |zi ,
o&ugrave; z =| z | eiϕ
r
h̄mω
et p0 =
.
2
p
x
+i
avec x0 =
= Re(z) + iIm(z) =
2x0
2p0
(1.55)
r
h̄
2mω
Les &eacute;tats coh&eacute;rents ne sont qu’une combinaison, toutefois sp&eacute;ciale, des vecteurs de la base de Fock . En effet :
|zi =
+∞
+∞
n =0
n =0
∑ |ni hn | zi = ∑ Cn (z) |ni ,
(1.56)
o&ugrave;
an
zn
Cn (z) = hn | zi = h0| √ |zi = h0 | zi √ ,
n!
n!
On a finalement
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+∞
| z i = h0 | z i
zn
√
∑ n! |ni ,
n =0
(1.58)
h0 | zi est une constante d&eacute;termin&eacute;e en imposant &agrave; |zi d’&ecirc;tre normalis&eacute; &agrave; 1 :
hz | zi = 1 = |h0 | zi|2
+∞ +∞
+∞
2
z∗n zm
|z|2n
2
2
√
n
|
m
=
0
|
z
h
i
|h
i|
∑ n! = |h0 | zi| e|z| ,
∑ ∑ n!m!
n =0 m =0
n =0
(1.59)
d’o&ugrave;
h0 | z i = e −
| z |2
2
= N (|z|2 ),
(1.60)
d&eacute;finissant le facteur de normalisation.
L’&eacute;tat coh&eacute;rent |zi normalis&eacute; &agrave; l’unit&eacute; s’&eacute;crit, alors
|zi = e−
| z |2
2
+∞
+∞
zn
zn
2
√
√
n
=
N
(|
z
)
| ∑
|ni .
∑ n! | i
n!
n =0
n =0
(1.61)
L’&eacute;tat coh&eacute;rent |zi peut aussi &ecirc;tre g&eacute;n&eacute;r&eacute; en agissant sur l’&eacute;tat du vide |0i :
|zi = e−
| z |2
2
+∞
2
(za+ )n
− |z2| za+
0
=
e
e |0i .
|
i
∑ n!
n =0
(1.62)
∗
Puisque a |0i = 0 |0i, on a |0i = e−z a |0i. Ce qui permet de r&eacute;&eacute;crire (1.62)
sous la forme :
|zi = e−
| z |2
2
+
∗
eza e−z a |0i .
(1.63)
En utilisant l’identit&eacute; de Baker-Campbell-Haussdorff (BCH) :
1
e A e B = e 2 [ A,B] e A+ B ,
22
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pour des op&eacute;rateurs A et B , tel que [[ A, B], A] = [[ A, B], B] = 0, on obtient
finalement :
|zi = eza
+ −z∗ a
|0i = D ( z ) |0i ,
(1.65)
o&ugrave;
D (z) = eza
+ −z∗ a
,
(1.66)
Cette &eacute;quation exprime d’une mani&egrave;re compacte la relation entre l’&eacute;tat du
vide et un &eacute;tat coh&eacute;rent en termes d’un op&eacute;rateur unitaire de d&eacute;placement D (z).
L’&eacute;tat coh&eacute;rent est obtenu en agissant sur l’&eacute;tat du vide par un op&eacute;rateur de
d&eacute;placement D (z). Ce dernier v&eacute;rifie les propri&eacute;t&eacute;s suivantes :
(i) - L’op&eacute;rateur de d&eacute;placement D (z) est un op&eacute;rateur unitaire :
D + (z) = D −1 (z) = D (−z),
(1.67)
(ii)- L’op&eacute;rateur de d&eacute;placement D (z) transforme l’op&eacute;rateur d’annihilation
a et l’op&eacute;rateur de cr&eacute;ation a+ comme
D + (z) aD (z) = a + z,
(1.68)
D + (z) a+ D (z) = a+ + z∗ ,
(1.69)
(iii)- Le produit de deux op&eacute;rateurs de d&eacute;placement est un autre op&eacute;rateur
de d&eacute;placement, &agrave; un facteur de phase, comporte le d&eacute;placement total comme
la somme des deux d&eacute;placements individuels.
D (z) D (z0 ) = e
zz0∗ −z∗ z0
2
D (z + z0 ) = ezz
0∗ − z∗ z0
D ( z 0 ) D ( z ),
(1.70)
(iv)- L’op&eacute;rateur de d&eacute;placement v&eacute;rifie les relations de commutation suivantes :
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[ a, D (z)] = zD (z),
a + , D ( z ) = z ∗ D ( z ),
(1.71)
(v)- L’application de l’op&eacute;rateur de d&eacute;placement D (z0 ) sur l’&eacute;tat coh&eacute;rent |zi
donne
D ( z 0 ) | z i = D ( z 0 ) D ( z ) |0i = D ( z 0 + z ) |0i e
z0 z∗ −z0∗ z
2
z0 z∗ −z0∗ z
= z0 + z e 2 ,
(1.72)
Les &eacute;l&eacute;ments de matrice de l’op&eacute;rateur de d&eacute;placement peuvent &ecirc;tre calcul&eacute;s
de la mani&egrave;re suivante :
D’abord on exprime l’&eacute;l&eacute;ment m | D (z0 ) | z de la fa&ccedil;on suivante
0
m | D (z ) | z
m z0 z∗ −z0∗ z − |z0 +z|2
1
0
2
= √
z +z e 2
m!
m − |z0 |2 − |z|2 −z0∗ z
1
0
2
= √
z +z e 2
,
m!
(1.73)
Puis de la fa&ccedil;on suivante
| z |2
m | D (z0 ) | z = e− 2
+∞
zn √
∑ n! m | D(z0 ) | n .
n =0
(1.74)
z
En &eacute;galisant les &eacute;quations (1.73) et (1.74) et posant y = 0 on &eacute;tablie l’&eacute;galit&eacute;
z
suivante :
m − y | z 0 |2
(1 + y ) e
=e
| z 0 |2 + ∞
2
∑
n =0
r
m! 0n−m z
m | D (z0 ) | n yn .
n!
(1.75)
Le terme de gauche nous rappel la fonction g&eacute;n&eacute;ratrice des polyn&ocirc;mes de
Laguerre :
(1 + y)m e−xy =
+∞
∑ Lmn −n (x)yn ,
n =0
24
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qui est d&eacute;finie pour |y| &lt; 1.
Ainsi les &eacute;l&eacute;ments de matrices de l’op&eacute;rateur d&eacute;placement peuvent &ecirc;tre exprim&eacute;s en fonction des polyn&ocirc;mes de Laguerre.
m | D (z0 ) | n
| z 0 |2
r
n! 0m−n m−n 0 2
z
L n ( z ); m ≥ n
m!
r
| z 0 |2
m! 0∗ n−m n−m 0 2
− 2
= e
(z )
L m ( z ); n ≥ m
n!
= e−
2
(1.77)
Consid&eacute;rons maintenant le produit scalaire de deux &eacute;tats coh&eacute;rents |zi et
0
z :
z|z
0
2
= e
− |z2| −
= e−
| z |2
2 −
| z 0 |2 + ∞
2
∑
n,m
2 +∞
0
|z |
2
z∗n z0m
√
hn | mi
n!m!
2
|z0 |
(z∗ z0 )n
− |z2| − 2 z∗ z0
=
e
e .
∑ n!
n =0
2
(1.78)
et donc
2
2
z | z0 2 = z | z0 z0 | z = e−(|z| +|z0 | +z∗ z0 +zz0∗ )
= e−(z
∗ − z0∗ )(z − z0 )
0 2
= e−|z−z | .
(1.79)
Les &eacute;tats coh&eacute;rents ne sont pas mutuellement orthogonaux et ne peuvent
donc pas former un ensemble de vecteurs lin&eacute;airement ind&eacute;pendants. Cette propri&eacute;t&eacute; est aussi une cons&eacute;quence de l’&eacute;quation (1.72).
La fonction d’onde d’un &eacute;tat coh&eacute;rent de l’oscillateur harmonique (en repr&eacute;sentation position ”x”) est :
ψz ( x ) = h x | zi = e−
| z |2
2
+∞
2
zn
− |z2|
√
x
|
n
=
e
h
i
∑ n!
n =0
25
+∞
zn
√
∑ n! ψn (x).
n =0
(1.80)
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En utilisant (1.24) on l’&eacute;crit :
ψz ( x ) = e
2
− |z2|
+∞
zn
1
− 12
p
√
e
√
∑ n! 2n n! πx
0
n =0
ψz ( x ) =
1
1√
π4
x0
e
−
2
+|z|2 )
( xx
0
2
( )
x
x0
+∞
2
1
∑ n!
n =0
x
Hn ( ), avec x0 =
x0
z
√
2
n
Hn (
x
),
x0
r
h̄
mω
(1.81)
Utilisons la fonction g&eacute;n&eacute;ratrice des polyn&ocirc;mes d’Hermite :
e−t
2 +2tx
=
+∞ n
t
∑
n =0
n!
Hn ( x ),
(1.82)
on trouve que :
ψz ( x ) =
1
1√
π4
x0
e
−
2
( xx
+|z|2 +z2 ) √
0
+ x2zx
2
0
( )
.
(1.83)
L’amplitude d’un &eacute;tat coh&eacute;rent en repr&eacute;sentation position est une gaussienne.
1.5
Les propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur
harmonique quantique ind&eacute;pendant du temps.
Le fait que les &eacute;tats coh&eacute;rents |zi sont &eacute;tats propres d’un op&eacute;rateur qui n’est
pas hermitique, conduit &agrave; des propri&eacute;t&eacute;s int&eacute;ressantes pour ces &eacute;tats. Nous pr&eacute;sentons dans cette section les trois propri&eacute;t&eacute;s principales des &eacute;tats coh&eacute;rents.
(i)- La continuit&eacute; par rapport au param&egrave;tre z :
En effet :
|zi − z0 2 −→ 0 quand z − z0 2 −→ 0.
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|zi − z0 2 = 2(1 − Re( z | z0 )) −→ 0 .
z0 −→z
(ii)- La normalisation
z | z0 = 1.
(1.85)
voir (1.59) et (1.60)
(iii)- R&eacute;solution de l’identit&eacute;
Les &eacute;tats |zi doivent satisfaire d’une d&eacute;composition (non n&eacute;cessairement
unique) de l’identit&eacute; :
1
π
Z Z
C
d2 z |zi hz| = I.
(1.86)
2
Z ZEn g&eacute;n&eacute;ral, il existe une fonction poids positive W (|z| ) tel que :
C
d2 zW (|z|2 ) |zi hz| = I.
En effet :
1
π
Z Z
C
d2 z | z i h z | =
1
π
1
=
π
Z Z
+∞
∑
n,m
C
d2 ze−|z|
2
+∞
∑
n,m
|ni hm|
√
n!m!
Z +∞
0
e
zn z∗m
√
|ni hm|
n!m!
−|z|2
|z|
n+m
|z| d |z|
Z 2π
0
dϕei(m−n) ϕ
o&ugrave; on a utilis&eacute; z = |z| eiϕ , sachant que :
Z 2π
0
dϕei(m−n) ϕ = 2πδn,m .
On obtient
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1
π
Z Z
1
d z |zi hz| =
π
C
2
+∞
∑
n,m
|ni hm|
√
2πδn,m
n!m!
Z +∞
0
2
e−|z| |z|n+m+1 d |z| ,
On pose x = |z|2 :
1
π
Z Z
1
d z |zi hz| =
π
C
2
+∞
∑
n,m
+∞
=
|ni hm|
√
πδn,m
n!m!
Z +∞
0
x n e− x dx =
+∞
∑
n,m
|ni hm|
√
δn,m n!
n!m!
∑ |ni hn| = I,
n =0
o&ugrave;
Z +∞
0
x n e− x dx = n!
(1.88)
Cette relation repr&eacute;sente la relation de fermeture et tout &eacute;tat peut s’&eacute;crire en
fonction des &eacute;tats coh&eacute;rents
+∞
+∞
( a+ )n
|ψi = ∑ Cn |ni = ∑ Cn √ |0i = ψ( a+ ) |0i
n!
n =0
n =0
Z Z
Z Z
1
1
2
+
=
d z | z i h z | ψ ( a ) |0i =
d2 z | z i h z | 0i ψ ( z ∗ )
π
π
C
C
Z Z
| z |2
1
=
d2 zψ(z∗ )e− 2 |zi
(1.89)
π
C
En particulier, si |ψi est l’&eacute;tat coh&eacute;rent z0 , on a
z0n
√
Cn = e
,
n!
+∞
| z ∗ |2 ( z ∗ ) n
ψ(z∗ ) = ∑ e− 2
,
n!
n =0
−
| z 0 |2
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et donc
Z Z
2
(|z|2 +|z0 | −2z∗ z0 )
0
2 −
z = 1
2
d ze
|zi .
π
C
(1.90)
Ainsi la base des &eacute;tats coh&eacute;rents est surcompl&egrave;te puisque tout vecteur de la
base peut &ecirc;tre exprim&eacute; comme une combinaison lin&eacute;aire de tous les vecteurs de
la base.
1.6
Les propri&eacute;t&eacute;s optiques des &eacute;tats coh&eacute;rents de
l’oscillateur harmonique quantique ind&eacute;pendant du temps
Etudions les propri&eacute;t&eacute;s physiques suivantes de ces &eacute;tats coh&eacute;rents :
(i)- La valeur moyenne du nombre de photons dans un &eacute;tat coh&eacute;rent |zi
h N i = hz| N |zi = hz| a+ a |zi = | a |zi|2 = |z|2
(1.91)
(ii)- La valeur moyenne de N 2 dans ce m&ecirc;me &eacute;tat
D
E
N 2 = hz| N 2 |zi = hz| a+ a+ aa + a+ a |zi = |z|4 + |z|2 = h N i2 + h N i . (1.92)
(iii)- La variance d’un &eacute;tat coh&eacute;rent
D E
∆N = N 2 − h N i2 = h N i .
(1.93)
(iv)- La fluctuation du nombre de photons
N 2 − h N i2
1
=
.
f (N) =
2
hNi
hN i
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Cette propri&eacute;t&eacute; est fondamentale : plus l’intensit&eacute; associe &agrave; un &eacute;tat coh&eacute;rent
est &eacute;lev&eacute;e, plus les fluctuations autour de cette intensit&eacute; sont petites.
(v)- La distribution de probabilit&eacute; de trouver n photons dans l’&eacute;tat coh&eacute;rent
|zi est donn&eacute;e par la distribution de poisson
Pn = |hn | zi|2 =
h N in −h N i
|z|2n −|z|2
=
e
e
.
n!
n!
(1.95)
qui se trouve &ecirc;tre une distribution de Poisson de moyenne |z|2 et de variance
| z |2 .
(iv)- Relation d’incertitude
Nous allons &eacute;valuer les valeurs moyennes de la position et de l’impulsion
dans l’&eacute;tat coh&eacute;rent.
Par un calcul simple et en utilisant l’&eacute;quation (1.3), (1.4) et (1.55), on trouve
que
h X i|zi = hz | X | z i =
D
P
2h̄
(z + z∗ ) ,
mω
(1.96)
√
h Pi|zi = hz| P |zi = i 2h̄mω (z − z∗ ) ,
(1.97)
E
h̄ ( z + z ∗ )2 + 1 ,
2mω
(1.98)
h̄mω ∗ 2
= hz| P |zi =
1 − (z − z ) ,
2
(1.99)
X2
D
r
2
E
|zi
= hz| X 2 |zi =
2
|zi
et donc les variances ∆X et ∆P
∆X =
q
∆P =
q
h X 2 i|zi _ h X i2|zi =
h P2 i|zi _ h Pi2|zi
30
=
r
r
h̄
,
2mω
(1.100)
h̄mω
.
2
(1.101)
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On note que ∆X ∆P prend la valeur minimale, admise par la m&eacute;canique
quantique :
∆X ∆P =
h̄
.
2
(1.102)
Cette &eacute;galit&eacute; est une in&eacute;galit&eacute; satur&eacute;e, ces &eacute;tats sont en effet tr&egrave;s classiques.
Les &eacute;tats coh&eacute;rents sont interpr&eacute;t&eacute;s comme des &eacute;tats quasi-classiques de l’oscillateur harmonique quantique.
Les &eacute;tats coh&eacute;rents |zi sont ainsi des paquets d’onde minima, c’est-&agrave;-dire
qu’ils minimisent les incertitudes sur la mesure de la position et de l’impulsion.
Ce qui ce traduit par la relation
hz| a+ a |zi = hz| a+ |zi hz| a |zi ,
(1.103)
Pour des &eacute;tats |ψi g&eacute;n&eacute;ral l’incertitude de Heisenberg s’&eacute;crit
hψ| a+ a |ψi ≥ hψ| a+ |ψi hψ| a |ψi .
(1.104)
L’&eacute;tat coh&eacute;rent peut-&ecirc;tre alors appel&eacute; &eacute;tat comprim&eacute; (ou &quot;squeezed state&quot; en
anglais).
D’autre part, la relation d’incertitude correspondant &agrave; l’&eacute;tat coh&eacute;rent est
aussi donn&eacute;e par la relation :
∆X ∆P ≥
1 h[ X, P]i|zi .
2
(1.105)
De (1.2), la relation d’incertitude devient :
∆X ∆P ≥
31
h̄
.
2
(1.106)
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1.7
Les &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur harmonique
quantique d&eacute;pendant du temps
1.7.1
Les &eacute;tats coh&eacute;rents d&eacute;pendants du temps
Les &eacute;tats coh&eacute;rents d&eacute;pendants du temps sont d&eacute;finis par :
|z, ti = U (t) |zi = e−
iHt
h̄
|zi = e−
o&ugrave; U (t) est l’op&eacute;rateur d’&eacute;volution :
U (t) = e−
iHt
h̄
iωt
2
E
−iωt
,
ze
.
(1.107)
(1.108)
En effet :
+∞
|z, ti =
∑
n =0
= e
+∞
Cn (z(t)) |ni =
− iωt
2 −
e
∑
n =0
+
∞
−
2
|z|
(ze iωt )n
2
∑
n =0
√
n!
1
Cn (z)e−iω (n+ 2 )t |ni = e−
|ni = e
− iωt
2
E
−iωt
.
ze
| z |2
2
+∞
zn −iω (n+ 1 )t
2
√
|ni
∑ n! e
n =0
Les &eacute;tats coh&eacute;rents &eacute;tant une base de l’espace des &eacute;tats, l’&eacute;volution libre de
tout &eacute;tat du champ se r&eacute;sume donc simplement &agrave; une rotation dans l’espace
des phases. En particulier, apr&egrave;s une p&eacute;riode, le champ se retrouve dans son
&eacute;tat initial.
1.7.2
Les &eacute;tats coh&eacute;rents d&eacute;pendants du temps dans la base
|n, ti
En termes des &eacute;tats nombres |n, ti, l’&eacute;tat coh&eacute;rent peut &ecirc;tre d&eacute;fini comme
|z, ti = N (|z|2 )
+∞
zn
√
∑ n! |n, ti .
n =0
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1.8. Les &eacute;tats coh&eacute;rents et l’&eacute;quation classique du mouvement
o&ugrave; N (|z|2 ) = e−
| z |2
2
, avec z = |z| eiϕ .
Les &eacute;tats coh&eacute;rents |z, ti sont des &eacute;tats propres de l’op&eacute;rateur d’annihilation
a(t) :
a(t) |z, ti = z |z, ti .
(1.110)
On d&eacute;finit aussi un autre &eacute;tat coh&eacute;rent d&eacute;pendant du temps et r&eacute;gie par le
spectre (1.15) qui s’&eacute;crit sous la forme
|z, β, ti = N |z|
= N |z|
1.8
2
2
−iEn t
h̄
∞
∑
zn e
√
∞
zn e
n =0
∑
|n, ti
n!
−iEn t
h̄
n =0
(1.111)
n
( a+ ( β, t))
|0, ti .
n!
Les &eacute;tats coh&eacute;rents et l’&eacute;quation classique du
mouvement
1.8.1
Les &eacute;tats coh&eacute;rents ind&eacute;pendants du temps.
On peut trouver l’&eacute;quation classique de mouvement &agrave; partir de l’op&eacute;rateur
position dans la repr&eacute;sentation de Heisenberg qui s’&eacute;crit :
X (t) = e
iHt
h̄
Xe−
iHt
h̄
.
(1.112)
Schr&ouml;dinger interpr&eacute;tait le comportement classique de l’observable position
X (t) comme celui pour lequel la valeur moyenne attendue x (t), est donn&eacute;e
comme suit :
x (t) = hz| X (t) |zi = 2
r
h̄
|z| cos(ωt − ϕ),
2mω
(1.113)
qui ob&eacute;it &agrave; l’&eacute;quation classique de mouvement de l’oscillateur harmonique :
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d2 x ( t )
+ ω 2 x (t) = 0.
dt2
1.8.2
(1.114)
Les &eacute;tats coh&eacute;rents d&eacute;pendants du temps.
(i)- L’oscillateur harmonique quantique ind&eacute;pendant du temps
On veut calculer la moyenne de l’op&eacute;rateur X dans l’&eacute;tat |z(t)i :
x (t) = hz(t)| X |z(t)i = 2
r
h̄
|z| cos(ωt − ϕ).
2mω
(1.115)
Ce r&eacute;sultat peut &ecirc;tre obtenu &agrave; partir du th&eacute;or&egrave;me d’Ehrenfest. En effet, ce
dernier stipule que
1
d hOi
= h[O, H ]i .
dt
ih̄
(1.116)
o&ugrave; la moyenne de l’op&eacute;rateur O dans l’&eacute;tat |ψ(t)i : hOi = hψ(t)| O |ψ(t)i
d |ψ(t)i
avec |ψ(t)i qui v&eacute;rifie l’&eacute;quation de Schr&ouml;dinger ih̄
= H |ψ(t)i.
dt
Appliquons tout d’abord le th&eacute;or&egrave;me d’Ehrenfest &agrave; l’op&eacute;rateur X :
d hXi
h Pi
=
,
dt
m
(1.117)
o&ugrave; l’on a utilis&eacute; que [ AB, C ] = A [ B, C ] + [ A, C ] B et [ X, P] = ih̄I. De la m&ecirc;me
mani&egrave;re, on a :
d h Pi
= −mω 2 h X i .
dt
(1.118)
En utilisant les deux derni&egrave;res &eacute;quations et x (t) = h X i, on retrouve bien
notre r&eacute;sultat (1.115) qui est solution de l’&eacute;quation classique de mouvement de
d2 x ( t )
l’oscillateur harmonique (1.114) :
+ ω 2 x (t) = 0.
2
dt
Cette &eacute;quation permet de voir que les &eacute;tats coh&eacute;rents peuvent fournir un
lien naturel entre la m&eacute;canique classique et quantique.
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(ii)- L’oscillateur harmonique quantique d&eacute;pendant du temps
Pour l’oscillateur harmonique quantique d&eacute;pendant du temps (l’oscillateur
harmonique quantique amorti forc&eacute;), On peut trouver l’&eacute;quation classique du
mouvement &agrave; partir de la valeur moyenne de l’op&eacute;rateur position X sur l’&eacute;tat
coh&eacute;rent |z, β, ti.
La valeur moyenne attendue x (t), est donn&eacute;e comme suit :
x (t) = hz, β, t| X |z, β, ti
r
h̄
= 2
|z| e− βt cos (ωt − ϕ) ,
2mω
(1.119)
qui ob&eacute;it &agrave; l’&eacute;quation classique de mouvement de l’oscillateur harmonique
quantique amorti forc&eacute; :
d2 x ( t )
dx (t)
+
2β
+ ω 2 x (t) = g (t) ,
dt
dt2
(1.120)
o&ugrave;
g ( t ) = −2
r
h̄
|z| β2 e− βt cos (ωt − ϕ)
2mω
(1.121)
est la force motrice.
1.9
Conclusion
Ce chapitre est articul&eacute; de la fa&ccedil;on suivante. Dans un premier temps, nous
avons d&eacute;fini les propri&eacute;t&eacute;s math&eacute;matiques et physiques des &eacute;tats coh&eacute;rents de
l’oscillateur harmonique ind&eacute;pendant du temps, ces &eacute;tats coh&eacute;rents sont des
&eacute;tats quantiques qui conviennent donc assez naturellement pour envisager la
correspondance quantique-classique et nous avons &eacute;tabli que ces &eacute;tats minimisent la relation d’incertitude. Ensuite, nous avons donn&eacute; quelques propri&eacute;t&eacute;s
remarquables que v&eacute;rifient les &eacute;tats coh&eacute;rents d&eacute;pendants du temps. Finalement, nous avons pr&eacute;sent&eacute; les &eacute;quations de mouvement de l’oscillateur harmonique ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant du temps &agrave; partir de la valeur moyenne de
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l’op&eacute;rateur de position sur les &eacute;tats coh&eacute;rents ind&eacute;pendants et d&eacute;pendants du
temps.
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Chapitre 2
Les &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur
harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant
et d&eacute;pendant du temps
2.1
Introduction
Les &eacute;tats coh&eacute;rents qui sont des superpositions lin&eacute;aires de tous les &eacute;tats stationnaires, jouent un grand r&ocirc;le dans la m&eacute;canique quantique et peuvent &ecirc;tre
consid&eacute;r&eacute;s comme un lien entre la m&eacute;canique quantique et la m&eacute;canique classique. Nous avons &eacute;tudi&eacute; les &eacute;tats coh&eacute;rents dans un cadre plus g&eacute;n&eacute;ral de la
th&eacute;orie de q-d&eacute;formation &agrave; un param&egrave;tre r&egrave;el q.
Dans cette section, nous &eacute;tudions les d&eacute;finitions et les propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur harmonique d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant du temps.
2.2
L’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps
L’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps de bosons math&eacute;matiques &quot;M-type&quot; (Arik - Coon) et bosons physiques &quot;P-type&quot; (Biedenharn
- Macfarlane), respectivement, est d&eacute;fini par
37
Chapitre 2. Les &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute;
ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant du temps
+
aq a+
q − qaq aq = 1,
(2.1)
+
−N
aq a+
.
q − qaq aq = q
(2.2)
Les op&eacute;rateurs d’annihilation q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps aq et
de cr&eacute;ation q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps a+
q sont d&eacute;finis sur la base
{|ni , n = 0, 1, 2, ...} de l’espace de Fock F par les relations
aq |ni =
a+
q |ni =
q
q
[ n ] q | n − 1i ,
(2.3)
[ n + 1] q | n + 1i ,
(2.4)
avec
aq |0i = 0.
(2.5)
|0i est l’&eacute;tat du vide (ou l’&eacute;tat fondamental), q est le param&egrave;tre de d&eacute;formation.
La q-d&eacute;formation de bosons math&eacute;matiques et bosons physiques, respectivement, est d&eacute;finit par la fonction ”box” apparaissant dans (2.3) et (2.4) :
[n]q =
[n]q =
1 − qn
, l’expression asym&eacute;trique
1−q
q−n − qn
, l’expression sym&eacute;trique
q −1 − q
(2.6)
(2.7)
o&ugrave; q est un r&eacute;el.
En particulier, si q −→ 1 alors [n]q −→ n, et on retrouve l’oscillateur harmonique (non-d&eacute;form&eacute;) ind&eacute;pendant du temps.
Les op&eacute;rateurs de nombre de particule N = a+ a 6= a+
q aq , d’annihilation q+
d&eacute;form&eacute; aq et de cr&eacute;ation q-d&eacute;form&eacute; aq v&eacute;rifient les relations de commutation
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i
h
+
N, aq = − aq , N, a+
q = aq .
(2.8)
Un &eacute;tat |ni est donn&eacute; sous la forme
|ni = q
1
[n]q !
a+
q
n
|0i ,
(2.9)
o&ugrave; la q-factorielle s’&eacute;crit
[n]q ! = [n]q [n − 1]q [n − 2]q ... [1]q , [0]q ! = 1.
(2.10)
Les op&eacute;rateurs aq , a+
q peuvent &ecirc;tre r&eacute;alis&eacute;s en termes des op&eacute;rateurs boso
niques conventionnels a, a+ , satisfaisant la relation a, a+ = I, :
aq = a
s
[ N ]q
N
, a+
q =
s
[ N ]q
N
a+ .
(2.11)
La relation de commutation des op&eacute;rateurs aq et a+
q peut s’&eacute;crire en termes
de la fonction ”box” :
h
i
+
+
aq , a+
q = a q a q − a q a q = [ N + 1] q − [ N ] q ,
(2.12)
o&ugrave;
+
aq a+
q = [ N + 1]q et aq aq = [ N ]q .
(2.13)
L’hamiltonien Hq d’un oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du
temps est d&eacute;fini par
Hq =
Pq2
1
+ mω 2 Xq2 .
2m 2
(2.14)
o&ugrave; Xq et Pq sont des op&eacute;rateurs de position q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps
et d’impulsion q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps, respectivement, d&eacute;finis par
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h̄
( aq + a+
q ),
2mω
r
h̄mω
= −i
( aq − a+
q ).
2
Xq =
Pq
r
(2.15)
(2.16)
Les op&eacute;rateurs d’annihilation aq et de cr&eacute;ation a+
q q-d&eacute;form&eacute;s s’expriment
en fonction de Xq et Pq par :
aq
1
= √
2
a+
q
1
= √
2
r
r
mω
Xq + i
h̄
mω
Xq − i
h̄
r
r
1
Pq
h̄mω
1
Pq
h̄mω
!
!
,
(2.17)
.
(2.18)
Les op&eacute;rateurs Xq et Pq v&eacute;rifient la relation de commutation suivante :
Xq , Pq = ih̄( [ N + 1]q − [ N ]q ).
(2.19)
L’hamiltonien q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps associ&eacute; &agrave; l’oscillateur harmonique ind&eacute;pendant du temps (2.14) s’&eacute;crit :
Hq =
h̄ω h̄ω +
+
N
aq aq + a+
a
=
N
+
1
[
]
[
]
q q
q .
q
2
2
(2.20)
L’action de l’hamiltonien Hq sur la base de Fock {|ni , n = 0, 1, 2, 3, ...} est
donn&eacute;e par
h̄ω Hq |ni =
[n + 1]q + [n]q |ni = Enq |ni
2
(2.21)
avec
Enq
h̄ω =
[ n + 1] q + [ n ] q
2
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(2.22)
2.3. L’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps
est le spectre q-d&eacute;form&eacute;.
2.3
L’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant
du temps
La dynamique de l’oscillateur harmonique q-deform&eacute; d&eacute;pendant du temps
est r&eacute;gie par l’hamiltonien q-deform&eacute; d&eacute;pendant du temps Hq (t) construit par
analogie avec l’hamiltonien de l’oscillateur harmonique d&eacute;pendant du temps
Hq (t) =
Pq2
1
+ m (t) ω 2 (t) Xq2 .
2m (t) 2
(2.23)
Les op&eacute;rateurs d’annihilation q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps aq (t) et de
cr&eacute;ation q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps a+
q ( t ) sont d&eacute;finis par
1
aq (t) = √
2
a+
q (t)
1
= √
2
r
r
m (t) ω (t)
Xq + i
h̄
m (t) ω (t)
Xq − i
h̄
s
s
1
Pq
h̄m (t) ω (t)
1
Pq
h̄m (t) ω (t)
!
!
,
(2.24)
,
(2.25)
En utilisant les d&eacute;finitions (1.26) et (1.27), on obtient
1
aq (t) ≡ aq ( β, t) = √
2
1
+
a+
q ( t ) ≡ aq ( β, t ) = √
2
!
r
mω βt
1 − βt
e Xq + i
e Pq ,
h̄
h̄mω
!
r
r
mω βt
1 − βt
e Xq − i
e Pq .
h̄
h̄mω
r
(2.26)
(2.27)
La relation de commutation pour Pq et Xq est donn&eacute;e par
h
i
Pq , Xq = −ih̄ aq (t) , a+
t
.
(
)
q
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(2.28)
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En utilisant les d&eacute;finitions (1.26) et (1.27), l’equation (2.23) devient
Hq (t) =
e−2βt Pq2
2m
1
+ mω 2 e2βt Xq2 .
2
(2.29)
Tandis que des &eacute;quations (2.24) et (2.25) nous pouvons r&eacute;&eacute;crire Hq (t)
Hq (t) =
h̄ω (t) +
aq (t) a+
t
+
a
t
a
t
,
(
)
(
)
(
)
q
q
q
2
(2.30)
h̄ω (t) [ N (t) + 1]q + [ N (t)]q .
2
(2.31)
ou bien
Hq (t) =
avec
+
aq (t) a+
q ( t ) = [ N ( t ) + 1]q , aq ( t ) aq ( t ) = [ N ( t )]q .
(2.32)
+
Les op&eacute;rateurs aq (t), a+
q ( t ) et N ( t ) = a ( t ) a ( t ), op&eacute;rateurs d’annihilation
q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps, de cr&eacute;ation q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps
et nombre de particules d&eacute;pendant du temps, respectivement, ob&eacute;issent aux
relations suivantes
+
aq (t) a+
q ( t ) − qaq ( t ) aq ( t ) = 1,
(2.33)
pour les bosons math&eacute;matiques &quot;M-type&quot; et
+
− N (t)
aq (t) a+
,
q ( t ) − qaq ( t ) aq ( t ) = q
(2.34)
pour les bosons physiques &quot;P-type&quot;.
Les operateurs N (t), aq (t) et a+
q ( t ) v&eacute;rifient les relations de commutation
i
h
N ( t ), a q ( t ) = − a q ( t ), N ( t ), a +
(
t
)
= a+
q
q ( t ).
(2.35)
Les &eacute;tats |n, ti sont donn&eacute;s sous la forme
|n, ti = q
1
[n]q !
a+
q (t)
n
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|0, ti , aq (t) |0, ti = 0.
(2.36)
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Ces &eacute;tats |n, ti sont des &eacute;tats propres de l’op&eacute;rateur nombre de particules
d&eacute;pendent du temps N (t) = a+ (t) a (t) :
N (t) |n, ti = n |n, ti ,
(2.37)
et les actions de aq (t), a+
q ( t ) sont donn&eacute;es par
q
aq (t) |n, ti =
q
a+
q ( t ) | n, t i =
2.4
[n]q |n − 1, ti
(2.38)
[n + 1]q |n + 1, ti .
(2.39)
Les &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur harmonique
q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps
2.4.1
Les d&eacute;finitions et les propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents
de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du
temps.
Les &eacute;tats coh&eacute;rents associ&eacute;s &agrave; l’oscillateur harmonique d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant
du temps sont construit de la m&ecirc;me mani&egrave;re que le cas non-d&eacute;form&eacute;s (1.56) et
(1.58).
| z i q = N q | z |2
∞
∞
zn
q
n
=
|
i
∑
∑ Cnq |ni ,
[n]q !
n =0
n =0
(2.40)
o&ugrave; z = |z| eiϕ est un nombre complexe et la constante de normalisation
Nq |z|2 est donn&eacute;e par la relation :
Nq |z|
2
=
43
| z |2
eq
− 1
2
,
(2.41)
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et
zn
Cnq = Nq |z|2 q
.
[n]q !
(2.42)
Dans (2.41) la fonction exponentielle q-d&eacute;form&eacute;e ( q-exponentielle) eqz est utilis&eacute;e ; elle est d&eacute;finie comme
eqz =
∞
zn
∑ [n] ! ,
q
n =0
(2.43)
Quand q −→ 1, [n]q ! −→ n! et la fonction exponentielle q-d&eacute;form&eacute;e co&iuml;ncide
avec l’exponentielle ordinaire.
1
pour la q-exponentielle
1−q
dans le cas du bosons math&eacute;matiques &quot;M-type&quot; impose une restriction sur les
&eacute;tats coh&eacute;rents correspondants,
L’existence d’un rayon de convergence Rq =
|z| &lt; p
1
, pour 0 &lt; q &lt; 1.
1−q
(2.44)
La fonction exponentielle q-d&eacute;form&eacute;e (q-exponentielle) est repr&eacute;sent&eacute;e par
une sommation infinie. Le fait de limiter la sommation &agrave; un nombre fini d’&eacute;l&eacute;ments g&eacute;n&egrave;re des erreurs qui sont dues, en g&eacute;n&eacute;ral, &agrave; un choix erron&eacute; de la
limite fix&eacute;e pour la sommation. Pour rem&eacute;dier &agrave; ce probl&egrave;me, nous avons utilis&eacute; la transformation non lin&eacute;aire de Levin pour l’acc&eacute;l&eacute;ration de convergence
des s&eacute;ries. Cette transformation est d&eacute;crite par la proc&eacute;dure ci-dessous :
- On d&eacute;finit la fonction q-exponentielle sous la forme suivante :
eqz =
+∞
∑ aX ( j)
(2.45)
zj
[ j]q !
(2.46)
j =0
O&ugrave;
aX ( j) =
44
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Puis, on pose :
m
AX (m) =
∑ aX ( j)
(2.47)
j =0
La s&eacute;rie transform&eacute;e s’exprime ainsi :
Nu
j
∑ (−1)
j =0
UX =
Nu
j
∑ (−1)
j =0
Nu
j
Nu
j
1+ j
Nu +1
Nu −2
1+ j
Nu +1
Nu −2
A X (1+ j )
a X (1+ j )
1
a X (1+ j )
!
!
(2.48)
La s&eacute;rie UX converge plus rapidement au r&eacute;sultat.
On a adopt&eacute; pour les calculs Nu = 20.
La transformation non lin&eacute;aire UX de Levin est &eacute;galement utilis&eacute;e pour &eacute;valuer num&eacute;riquement avec faible co&ucirc;t en temps de calcul la double sommation
dans le chapitre 4 pour la fonction de Wigner.
L’&eacute;tat coh&eacute;rent q-d&eacute;form&eacute; s’&eacute;crit aussi sous la forme
|ziq = Nq |z|
2
za+
q
eq
|0i ,
(2.49)
Par construction, les &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s |ziq sont des &eacute;tats propres
de l’op&eacute;rateur d’annihilation aq :
aq |ziq = z |ziq .
(2.50)
La propri&eacute;t&eacute; la plus importante de |ziq est que si z0 q est un autre &eacute;tat coh&eacute;rent, alors
q
z|z
0
q
=
2
| z |2 | z 0 |
eq eq
− 1
2
∗ 0
eqz z .
ce qui signifie que ces &eacute;tats ne sont pas orthogonaux.
45
(2.51)
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Les trois propri&eacute;t&eacute;s principales des &eacute;tats coh&eacute;rents signal&eacute;es dans la section
(1.5) sont aussi satisfaite par les &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s :
(i)- La continuit&eacute; suivant le param&egrave;tre z :
2
z − z0 2 −→ 0 =⇒ |zi − z0 = 2(1 − Re(q z | z0 )) −→ 0 ,
q
q
q
(2.52)
(ii)- La normalisation
hz | ziq = 1,
q
(2.53)
(iii)- R&eacute;solution de l’identit&eacute;
Z Z
C
d2 zWq (|z|2 ) |ziqq hz| = I,
(2.54)
avec Wq (|z|2 ) est une fonction de poids q-d&eacute;form&eacute;e d&eacute;finie positive.
En effet [32] :
Z Z
C
d2 zWq (|z|2 ) |ziqq hz| =
Z Z
C
d2 z
+∞ +∞
∑ ∑
n =0 m =0
+∞ +∞
=
∑
∑ (q
n =0 m =0
&times;
Z 2π
0
1
q
zn z∗m
[n]q ! [m]q !
[n]q ! [m]q !
Z +∞
0
ei(n−m) ϕ dϕ |ni hn|)
o&ugrave; on a utilis&eacute; z = |z| eiϕ .
On obtient
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Nq2 (|z|2 ) |ni hm| Wq (|z|2 )
|z|n+m Nq2 (|z|2 )Wq (|z|2 ) |z| d |z|
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Z Z
C
d2 zWq (|z|2 ) |ziqq hz| =
+∞
∑
n =0
2π
[n]q !
Z +∞
0
|z|2n Nq2 (|z|2 )Wq (|z|2 ) |z| d |z| |ni hn|
on pose x = |z|2 :
Z Z
+∞
π
d zWq (|z| ) |ziqq hz| = ∑
C
n =0 [ n ] q !
2
2
+∞
=
Z
+∞
0
x
n
Nq2 ( x )Wq ( x )dx
|ni hn|
∑ |ni hn| = I
n =0
o&ugrave;
Z +∞
0
2.4.2
x n Nq2 ( x )Wq ( x )dx =
[n]q !
(2.55)
π
Les propri&eacute;t&eacute;s physiques des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s
ind&eacute;pendants du temps
Dans la base des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s, la valeur moyenne de l’op&eacute;rateur de nombre d&eacute;form&eacute;, [ N ]q = a+
q aq , est
D
[ N ]q
E
|ziq
= q h z | [ N ] q | z i q = | z |2
(2.56)
D’autre part,
D
[ N ]2q
E
|ziq
=q hz| [ N ]2q |ziq = |z|2 hφ( N )i|zi + q |z|4
q
(2.57)
avec φ( N ) = 1 et φ( N ) = q− N pour les bosons &quot;M-type&quot; et les bosons &quot;Ptype&quot;, respectivement.
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L’incertitude sur le nombre de photons q-d&eacute;form&eacute; s’&eacute;crit alors :
∆ [ N ]q|zi =
q
s
D
[ N ]2q
E
|ziq
D
− [ N ]q
E2
|ziq
= |z|
r
hφ( N )i|zi + (q − 1) |z|2 (2.58)
q
Nous voyons que l’incertitude dans le nombre de photons q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pend non lin&eacute;airement de |z|.
La distribution de probabilit&eacute; correspondant aux &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s
est donn&eacute;e par la relation
Pnq
2 2 −1 | z |2n
2
z
|
|
= hn | ziq = Cnq = eq
[n]q !
(2.59)
Lorsque q −→ 1, on trouve la distribution de poisson (1.95) des &eacute;tats coh&eacute;rents non-d&eacute;form&eacute;s.
2.4.3
Relation d’incertitude :
Les &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ne sont pas des &eacute;tats d’incertitude minimale.
En effet les valeurs moyennes sont donn&eacute;es par :
Xq
|ziq
= q h z | Xq | z i q =
r
Pq |zi =q hz| Pq |ziq = −i
q
h̄
hz| aq + a+
q |ziq =
2mω q
r
r
h̄
(z + z∗ ) ,
2mω
h̄mω
hz| aq − a+
q | z iq = −i
2 q
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r
(2.60)
h̄mω
(z − z∗ ) ,
2
(2.61)
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D
D
Xq2
Pq2
E
E
|ziq
|ziq
h̄
2
2
+
+
hz| a+
q + aq + aq aq + aq aq |ziq
2mω q
(2.62)
z2 + z ∗ 2 + (1 + q ) | z |2 + q h z | φ ( N ) | z i q ,
hz| Xq2 |ziq =
=
q
=
h̄
2mω
h̄mω
2
2
+
+
hz| a+
q + aq − aq aq − aq aq |ziq
2 q
h̄mω 2
z + z ∗ 2 − (1 + q ) | z |2 − q h z | φ ( N ) | z i q ,
(2.63)
= −
2
=
q
hz| Pq2 |ziq = −
et donc les variances de Xq et de Pq s’&eacute;crivent :
∆Xq =
sD
∆Pq =
sD
Xq2
Pq2
E
E
|ziq
|ziq
_ Xq
2
|ziq
=
2
_ Pq |zi =
q
r
r
h̄
((q − 1) |z|2 +q hz| φ( N ) |ziq ),
2mω
(2.64)
h̄mω
((q − 1) |z|2 +q hz| φ( N ) |ziq ).
2
(2.65)
Et le produit de l’incertitude s’&eacute;crit alors :
∆Xq ∆Pq =
h̄
((q − 1) |z|2 +q hz| φ( N ) |ziq ).
2
(2.66)
Pour les bosons math&eacute;matiques l’&eacute;quation (2.66) devient
∆Xq ∆Pq =
h̄
(1 + ( q − 1) | z |2 ).
2
(2.67)
Lorsque q −→ 1, on trouve l’&eacute;quation (1.102) donnant la limite inf&eacute;rieure
h̄
admise par la m&eacute;canique quantique : ∆X ∆P = .
2
D’autre part, la relation d’incertitude correspondant &agrave; l’&eacute;tat coh&eacute;rent qd&eacute;form&eacute; est aussi donn&eacute;e par la relation :
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1 ∆Xq ∆Pq ≥ Xq ,Pq |zi .
q
2
(2.68)
De (2.19), la relation d’incertitude devient :
E h̄ D
.
∆Xq ∆Pq ≥ Nq + 1 q − [ N ]q
2
|ziq (2.69)
Pour les bosons math&eacute;matiques l’&eacute;quation (2.69) devient
∆Xq ∆Pq ≥
h̄ D N E
.
q
2
|ziq
(2.70)
Lorsque q −→ 1, on trouve la relation d’incertitude (1.106) des &eacute;tats coh&eacute;rents non-d&eacute;form&eacute;s.
2.5
Les &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur harmonique
q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps
En termes des &eacute;tats nombre de Fock |n, ti, l’&eacute;tat coh&eacute;rent q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps |z, tiq peut &ecirc;tre d&eacute;fini comme
|z, tiq = Nq |z|
2
∞
zn
q
|n, ti
[n]q !
n =0
∑
(2.71)
Par construction, les &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s d&eacute;pendant du temps |z, tiq
sont des &eacute;tats propres de l’op&eacute;rateur d’annihilation aq (t) :
aq (t) |z, tiq = z |z, tiq .
(2.72)
On d&eacute;finit aussi un autre &eacute;tat coh&eacute;rent q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps r&eacute;gi
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par le spectre q-d&eacute;form&eacute; (2.22) [41] :
|z, β, tiq
2.6
∞
−iEnq t
zn e h̄
= Nq |z| ∑ q
|n, ti
n
!
[
]
n =0
q
n
−iEnq t ∞ zn e h̄
a+
β,
t
(
)
q
= N q | z |2 ∑
|0, ti .
[n]q !
n =0
2
(2.73)
Conclusion
Dans ce chapitre nous nous sommes int&eacute;ress&eacute;s aux cas de la q-d&eacute;formation
de M-type et P-type. Nous avons discut&eacute; les repr&eacute;sentations de q-d&eacute;formation
associ&eacute;es aux &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s et &agrave; l’oscillateur harmonique qd&eacute;form&eacute;. Dans un premier temps, nous avons &eacute;tudi&eacute; les d&eacute;finitions et les propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps et de l’oscillateur
harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant. Ensuite, nous avons donn&eacute; quelques propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s d&eacute;pendants du temps et de l’oscillateur
harmonique q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendants du temps. Dans le chapitre suivant on traite
les oscillations m&eacute;caniques q-d&eacute;form&eacute;es et &eacute;lectriques q-d&eacute;form&eacute;es. Nous allons
nous int&eacute;resser en plusieurs d&eacute;tails aux applications et interpr&eacute;tations des &eacute;tats
coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s.
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Chapitre 3
Les oscillations m&eacute;caniques et
&eacute;lectriques q-d&eacute;form&eacute;es
3.1
Introduction
L’&eacute;tude du comportement dynamique des syst&egrave;mes est une question centrale en physique et en math&eacute;matiques. Ces syst&egrave;mes fournissent des r&eacute;sultats
fondamentaux et g&eacute;n&eacute;raux qui ont trouv&eacute; des applications majeures non seulement en physique, mais aussi dans toutes les autres branches de la science, ainsi
que dans la technique. Pourtant, l’oscillateur harmonique est le mod&egrave;le th&eacute;orique le plus simple, et le plus fondamental des ph&eacute;nom&egrave;nes oscillatoires m&eacute;caniques et leurs analogues &eacute;lectriques. Les oscillateurs fournissent, &eacute;galement,
des r&eacute;sultats tr&egrave;s fondamentaux en physique et en ing&eacute;nierie.
Dans cette section, nous &eacute;tudions les oscillations m&eacute;caniques et &eacute;lectriques dans
un cadre plus g&eacute;n&eacute;ral de la th&eacute;orie de la q-d&eacute;formation.
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3.2
3.2.1
Les oscillations m&eacute;caniques q-d&eacute;form&eacute;es
L’&eacute;quation de mouvement de l’oscillateur harmonique qd&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps
On utilise la valeur moyenne de l’op&eacute;rateur de position q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps dans un &eacute;tat coh&eacute;rent q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps pour
d&eacute;crire le mouvement classique de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps correspondant [27] :
x q ( t ) = q h z | Xq ( t ) | z i q ,
(3.1)
o&ugrave; nous avons adopt&eacute; la transformation de Heisenberg
Xq ( t ) = e
iHq t
h̄
Xq e −
iHq t
h̄
.
(3.2)
En utilisant l’expansion des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s sur la base de l’espace de Fock (2.40), la d&eacute;finition de l’hamiltonien (2.20) et la d&eacute;finition de l’op&eacute;rateur de position on obtient l’expression suivante pour la position :
xq (t) = 2
r
ωt h̄ 2 2 +∞ |z|2n+1
cos(
Nq |z|
[n + 2]q − [n]q − ϕ), (3.3)
∑
2mω
2
n =0 [ n ] q !
Le comportement de la position pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de
d&eacute;formation sont donn&eacute; dans la figure (3.1) pour la fonction ”box” (2.6) correspondant aux d&eacute;formations ”M-type”. La figure (3.2) montre le comportement
pour les d&eacute;formations ”P-type” (2.7).
Comme cela devrait &ecirc;tre pr&eacute;vu, dans la limite o&ugrave; q = 1, on obtient le comportement sinuso&iuml;dal classique de la position d’un oscillateur harmonique (1.113).
Cette fonction de position peut &ecirc;tre interpr&eacute;t&eacute;e comme une superposition
(infinie) des oscillateurs harmoniques classiques, chacun avec une pulsation dif
ωt f&eacute;rente :
[n + 2]q − [n]q . Une interpr&eacute;tation plus pr&eacute;cise peut &ecirc;tre &eacute;tablie
2
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en consultant l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle donnant lieu &agrave; une telle solution. En effet, la fonction de position (3.3) est une solution de l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle de
second ordre suivante :
d2 x q ( t )
+ ω 2 x q ( t ) = f q ( t ).
dt2
(3.4)
o&ugrave;
r
h̄ 2 2 +∞ |z|2n+1
f q (t) = 2ω
(3.5)
Nq |z|
∑
2mω
n =0 [ n ] q !

2 
n
+
2
−
n
[
]q [ ]q 
ωt 
&times; 1 −
[ n + 2] q − [ n ] q − ϕ ).
 cos(
4
2
2
Ceci est l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle d&eacute;finissant un oscillateur harmonique forc&eacute;
(classique). La force motrice &eacute;tant donn&eacute;e par l’&eacute;quation (3.5). L&agrave; encore, dans la
limite de l’oscillateur harmonique non-d&eacute;form&eacute; (q = 1), la force motrice dispara&icirc;t ( f q (t) = 0), ce qui donne l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle d&eacute;finissant un oscillateur
harmonique classique (1.114). D&egrave;s lors, un oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute;
ind&eacute;pendant du temps, avec une fonction de d&eacute;formation [ ]q , peut &ecirc;tre vu de
fa&ccedil;on classique, comme un oscillateur harmonique forc&eacute; avec une force motrice
donn&eacute;e par l’&eacute;quation (3.5).
D’un autre cot&eacute;, nous pouvons voir la fonction de position dans l’&eacute;quation
(3.3) en tant que solution de l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle suivante :
d2 x q ( t ) ω 2
+
(q + 1)2 xq (t) = f q0 (t),
2
4
dt
o&ugrave;
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f q0 (t)
r
h̄ 2 2 +∞ |z|2n+1
= 2ω
Nq |z|
(3.7)
∑
2mω
n =0 [ n ] q !

2 
2
n
+
2
−
n
[
]
[
]
q
q
ωt  (1 + q )

&times;
−
[ n + 2] q − [ n ] q − ϕ ).
 cos(
4
4
2
2
F IGURE 3.1 – Position xq (t) en fonction du temps pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre
de d&eacute;formation q ayant une fonction box M-type.
Cela donne une interpr&eacute;tation l&eacute;g&egrave;rement diff&eacute;rente de la pr&eacute;c&eacute;dente, dans
le sens que la pulsation des oscillations est modifi&eacute;e dans ce cas. En effet, selon cette &eacute;quation, un oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps
peut &ecirc;tre consid&eacute;r&eacute; comme un oscillateur harmonique forc&eacute;, avec une force motrice donn&eacute;e par l’&eacute;quation (3.7), et avec une pulsation propre modifi&eacute;e
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F IGURE 3.2 – Position xq (t) en fonction du temps pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre
de d&eacute;formation q ayant une fonction box P-type.
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F IGURE 3.3 – force motrice f q0 (t) en fonction du temps pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q ayant une fonction box P-type.
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F IGURE 3.4 – force motrice f q0 (t) en fonction du temps pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q ayant une fonction box M-type.
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ωq2 =
ω2
( q + 1)2
4
(3.8)
Le comportement de la force motrice (3.7) pour les d&eacute;formations ”P-type”
est donn&eacute; dans la figure (3.3) pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation. La figure (3.4) montre la m&ecirc;me force motrice pour les d&eacute;formations
”M-type”.
On peut donc adopter l’une de ces deux interpr&eacute;tations, afin de donner
une r&eacute;alisation classique de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant
du temps. On insister sur le fait que ces deux interpr&eacute;tations sont &eacute;quivalentes
car elles conduisent &agrave; la m&ecirc;me &eacute;quation de la fonction de position (3.3).
Cette interpr&eacute;tation est confirm&eacute;e en figures (3.1) et (3.2), dans lequel nous
avons trac&eacute; la fonction de position (3.3) pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre
de d&eacute;formation q, et pour les deux fonctions box ((2.6), (2.7)) respectivement.
Dans les deux cas, cela montre un comportement typique d’une superposition
de fonctions sinuso&iuml;dales avec diff&eacute;rentes phases. Le param&egrave;tre de d&eacute;formation
peut &ecirc;tre consid&eacute;r&eacute; ici comme un param&egrave;tre de r&eacute;glage du d&eacute;phasage entre les
diff&eacute;rents composants. Pour la valeur limite q = 1 nous avons une seule composante (ou de fa&ccedil;on &eacute;quivalente toutes les composantes sont en phase).
Les graphiques des figures (3.3) et (3.4) montrent la force motrice (3.7) en
fonction du temps pour diff&eacute;rentes valeurs de q et dans les deux cas consid&eacute;r&eacute;s
de la fonction de box. Comme pr&eacute;vu pour q = 1 il n’y a pas de force motrice
et nous r&eacute;cup&eacute;ront l’oscillateur harmonique standard. Dans les deux figures, les
deux correspondant &agrave; des d&eacute;formations ((2.6), (2.7)), l’amplitude de la force motrice augmente plus le param&egrave;tre de d&eacute;formation s’&eacute;loigne de la valeur limite
q = 1.
Cependant, il existe une diff&eacute;rence significative entre les deux d&eacute;formations
((2.6), (2.7)) en ce qui concerne la fr&eacute;quence de la force motrice. En fait, ainsi
qu’il ressort de la figure (3.3), lorsque la d&eacute;formation est r&eacute;gie par la fonction
box dans (2.7), la fr&eacute;quence de la force motrice augmente avec la d&eacute;formation.
Il est remarquable aussi que le comportement de la fonction de position imite
celle de la force motrice et la ressemblance est plus claire tant la d&eacute;formation est
plus faible, c’est-&agrave;-dire, q est proche de 1.
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En conclusion de ces graphiques, nous pouvons affirmer que la force motrice
devient plus forte si la d&eacute;formation est plus forte : plus nous d&eacute;formons l’oscillateur harmonique plus la force motrice est importante. Cependant, la fa&ccedil;on
dont la fr&eacute;quence change d&eacute;pend de la forme particuli&egrave;re de la d&eacute;formation.
Il est &agrave; noter que le comportement de la force motrice en (3.5) est l&eacute;g&egrave;rement
diff&eacute;rente de celle repr&eacute;sent&eacute;e sur les figures (3.3) et (3.4). La l&eacute;g&egrave;re diff&eacute;rence,
comme on peut le voir &agrave; partir des &eacute;quations ((3.5), (3.7)), est due &agrave; la diff&eacute;rence
dans les amplitudes des deux forces.
3.2.2
L’&eacute;quation de mouvement de l’oscillateur harmonique qd&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps
La valeur moyenne de l’op&eacute;rateur position q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du
temps de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps dans les
&eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s d&eacute;pendant du temps (2.73) est [41] :
(3.9)
hz, β, t| Xq |z, β, tiq
r
−1 ∞
h̄ − βt |z|2
ωt
|z|2n+1
cos
= 2
e
eq
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
∑
2mω
2
n =0 [ n ] q !
xq (t) =
q
Cette fonction de position peut &ecirc;tre consid&eacute;r&eacute;e comme une solution particuli&egrave;re de l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle suivante d&eacute;finissant un oscillateur harmonique
q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps amorti et forc&eacute; :
d2 x q ( t )
dxq (t)
+ 2β
+ ωq2 xq (t) = gq (t) ,
2
dt
dt
o&ugrave;
ωq2
=ω
2 (1 + q )
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(3.10)
2
(3.11)
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est la pulsation (la pulsation de r&eacute;sonance) des oscillations, et
r
h̄ − βt |z|2 −1 ∞ |z|2n+1
gq ( t ) = 2
(3.12)
e
eq
∑
2mω
n =0 [ n ] q !
ωt
ω2
2
2
2
&times; ωq −
([n + 2]q − [n]q ) − β cos
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
4
2
est la force externe de pulsation angulaire
ω
([n + 2]q − [n]q ).
2
Ceci permet d’interpr&eacute;ter les oscillateurs harmoniques q-d&eacute;form&eacute;s d&eacute;pendants du temps d&eacute;finis en ((2.33), (2.34)) comme &eacute;tant les versions quantifi&eacute;es
d’un oscillateur harmonique classique amorti et forc&eacute; d&eacute;crit par l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle classique (3.10) avec choix correspondant de la fonction box [ ]q .
D’autre part, et comme pr&eacute;vu, dans le cas q −→ 1 l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle
(3.10) devient l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle ordinaire d’un oscillateur harmonique
amorti et forc&eacute; (1.120).
Pour &ecirc;tre complet, on donne la solution g&eacute;n&eacute;rale de l’&eacute;quation (3.10) qui d&eacute;pend des valeurs de la fr&eacute;quence de r&eacute;sonance et celle de la constante d’amortissement :
(i) sous-amorti β2 &lt; ωq2 :
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q

β sin
ωq2 − β2 t
x
q
(3.13)
xq0 (t) = e− βt cos
ωq2 − β2 t +
0
ωq2 − β2
q


e− βt sin
ωq2 − β2 t
y
q
+
0
ωq2 − β2
r
ωt
h̄ − βt |z|2 −1 ∞ |z|2n+1
+2
e
eq
∑ [n] ! cos 2 ([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
2mω
q
n =0
q
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−1
ωq2 − β2 t sin ( ϕ)
h̄ sin
| z |2
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q
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2mω
ωq2 − β2
!
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|z|2n+1 ω
([n + 2]q − [n]q )
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q
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ωq2 − β2 t cos ( ϕ)
e
|z| cos
2mω

q
(ii) amortissement critique β2 = ωq2 :
xq0 (t) = e−ωq t ωq t + 1 x0 + e−ωq t t y0
(3.14)
r
−1 ∞
h̄
|z|2n+1 ω
| z |2
sin ( ϕ) te−ωq t eq
([
n
+
2
−
n
)
−2
]
[
]
∑
q
q
2mω
2
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ω
h̄ −ωq t |z|2 −1 ∞ |z|2n+1
+2
eq
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e
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
∑
2mω
2
n =0 [ n ] q !
r
h̄ −ωq t
−2
e
|z| cos ( ϕ)
2mω
(iii) sur-amorti β2 &gt; ωq2 :
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xq0 (t) =
xq0 (t
β+
q
β2
− ωq2
q
e
− β+
√
β2 −ωq2 t
(3.15)
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√ 2 2 !
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dt
En raison de la simple, analogie entre oscillateurs harmoniques et les circuits
&eacute;lectriques en g&eacute;n&eacute;ral et oscillateurs harmoniques amortis et circuits RLC, en
particulier, on d&eacute;crit dans ce qui suit, un circuit RLC r&eacute;alisation de l’oscillateur
harmonique amorti et forc&eacute; ci dessus. Cela peut &ecirc;tre consid&eacute;r&eacute; comme un analogue classique du circuit RLC quantique d&eacute;crit par l’oscillateur harmonique
q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps ((2.33), (2.34)).
Ici x0 =
3.3
= 0) et y0 =
Les oscillations &eacute;lectriques q-d&eacute;form&eacute;es
En utilisant l’analogie entre les ph&eacute;nom&egrave;nes m&eacute;caniques et &eacute;lectriques q1
R
d&eacute;form&eacute;s (xq (t) −→ Qq (t), m −→ L, k −→ , 2β −→ ), l’&eacute;quation (3.9)
C
L
devient [41]
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Qq (t) = 2
r
h̄ −Rt
e 2L
2Lω
| z |2
eq
−1
ωt
|z|2n+1
cos
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
∑
2
n =0 [ n ] q !
(3.16)
∞
o&ugrave; Qq (t) est la charge &eacute;lectrique dans le circuit &eacute;lectrique, L, R et C repr&eacute;sentent l’inductance, la r&eacute;sistance et la capacit&eacute;, respectivement. Comme dans
(3.10), cette solution est une solution particuli&egrave;re de l’&eacute;quation diff&eacute;rentielle
pour un circuit RLCq avec une source d’alimentation :
d2 Qq (t) R dQq (t)
+
+ ωq2 Qq (t) = eq (t) ,
L dt
dt2
(3.17)
o&ugrave;
r
−1
∞
|z|2n+1
(3.18)
∑
n =0 [ n ] q !
2 !
2
ωt
ω
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2
2
cos
&times; ωq −
([n + 2]q − [n]q ) −
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
4
2L
2
eq ( t ) = 2
h̄ −Rt
e 2L
2Lω
| z |2
eq
est la force &eacute;lectromotrice (source du circuit &eacute;lectrique RLCq ).
Il est &agrave; noter que, parce que la pulsation naturelle obtenue est modifi&eacute;e et
devient q-d&eacute;pendant (comme dans (3.11)), la capacit&eacute; est modifi&eacute;e elle aussi :
ωq2
Cq
2
1
2 (1 + q )
=
=ω
LCq
4
4
= C
(1 + q )2
(3.19)
(3.20)
Pour q −→ 1 nous avons ωq −→ ω et Cq −→ C ; ainsi on peut affirmer que
l’effet de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps (2.33), (2.34)
consiste &agrave; modifier (d&eacute;former) la pulsation de r&eacute;sonance (3.19), la capacit&eacute; (3.20)
et la source d’alimentation (3.18).
Le circuit &eacute;lectrique RLCq parcouru par un courant &eacute;lectrique q-d&eacute;form&eacute;
dQ0q (t)
0
iq (t) =
(o&ugrave; Q0q (t) est l’analogue de xq0 (t) ) peut &ecirc;tre repr&eacute;sent&eacute; comme
dt
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suit :
F IGURE 3.5 – circuit &eacute;lectrique RLCq
L’analogie entre les ph&eacute;nom&egrave;nes m&eacute;caniques et &eacute;lectriques q-d&eacute;form&eacute;s
2
R
0
0
xq (t) −→ Qq (t) (3.13) dans le cas sous-amorti
&lt; ωq2 donne l’expression
2L
suivante pour la charge &eacute;lectrique existant dans le circuit &agrave; un temps donn&eacute; :
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∞
Dans ce qui suit, nous allons prendre comme un ensemble de conditions
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initiales x0 = 0 et y0 = 0. L’&eacute;volution de la charge &eacute;lectrique dans le circuit en
fonction du temps est alors esquiss&eacute;e sur la figure (3.6) pour diff&eacute;rentes valeurs
du param&egrave;tre de d&eacute;formation q.
0
F IGURE 3.6 – L’&eacute;volution temporelle de la charge &eacute;lectrique Qq (t) avec [n]q =
h̄ = ω = L = C = 1, β = 0.25 et z = 1.
1 − qn
,
1−q
L’&eacute;volution temporelle de la force &eacute;lectromotrice eq (t) (3.18) est esquiss&eacute;e
sur la figure (3.7).
F IGURE 3.7 – L’&eacute;volution temporelle de la force &eacute;lectromotrice q-d&eacute;form&eacute;e eq (t) avec
1 − qn
, h̄ = ω = L = C = 1, β = 0.25 et z = 1.
[n]q =
1−q
On peut voir l’effet du param&egrave;tre de d&eacute;formation q sur la charge existante
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dans le circuit de la figure (3.6). Cette figure montre en effet, que la diminution
de la valeur de q va augmenter la quantit&eacute; maximale de charge existant dans le
circuit. Il augmente &eacute;galement la pseudo-p&eacute;riode des oscillations de la charge.
Ce comportement peut &ecirc;tre expliqu&eacute; par le comportement de la source d’alimentation dans la figure (3.7). Cela montre en effet, que la puissance fournie
par la source est &agrave; la baisse, mais la puissance initiale devient plus &eacute;lev&eacute; plus q
est petite, ce qui entra&icirc;ne une plus grande quantit&eacute; de charge dans le circuit.
&Agrave; partir de (3.17) et (3.21), on voit que la variation des charges &eacute;lectriques
est accompagn&eacute;e par les quatre types de changements d’&eacute;nergie suivantes [41,
42, 46] :
(i) L’&eacute;nergie du condensateur,
ECq (t) =
0
Qq (t)
2Cq
2
,
(3.22)
(ii) L’&eacute;nergie de l’inductance,
0
dQq (t)
1
ELq (t) = L
2
dt
!2
,
(3.23)
(iii) La perte d’&eacute;nergie provoqu&eacute;e par la r&eacute;sistance,
ERq (t) =
Z t
0
0
dQq (t0 )
!2
dt0 ,
(3.24)
dQq (t0 ) 0
dt ,
t
dt0
(3.25)
R
dt0
(iv) L’&eacute;nergie fournie par la source Egq (t),
Egq (t) =
Z t
0
eq
0
0
Par cons&eacute;quent, le changement d’&eacute;nergie totale du syst&egrave;me s’&eacute;crit comme
ETq (t) = ECq (t) + ELq (t) + ERq (t) = Egq (t) .
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La variation de l’&eacute;nergie peut &ecirc;tre obtenue par l’&eacute;quation :
∆Eq (t) =
0
Qq (t)
2Cq
2
0
0
+ RQq (t)
dQq (t)
dt
0
dQq (t)
1
+ L
2
dt
!2
0
− eq (t) Qq (t) . (3.27)
Les int&eacute;grales repr&eacute;sentant l’&eacute;nergie dissip&eacute;e par la r&eacute;sistance et l’&eacute;nergie fournie par la source ne peuvent pas &ecirc;tre &eacute;valu&eacute;es analytiquement. Nous
avons fait appel &agrave; la proc&eacute;dure d’int&eacute;gration num&eacute;rique que nous r&eacute;sumons
ci-dessous :
- Les int&eacute;grales sont ramen&eacute;es &agrave; des int&eacute;grales sur l’intervalle −1 ≤ η ≤ 1 :
moyennant le changement de variables t0 =
Z t
0
γ(t0 )dt0 =
t
2
t
( η + 1) :
2
Z 1
t
γ( (η + 1))dη,
2
−1
(3.28)
O&ugrave;
0
0
γ(t ) = R
dQq (t0 )
dt0
!2
0
0
, γ ( t ) = eq ( t )
0
dQq (t0 )
dt0
.
(3.29)
- La quadrature de Gauss-Legendre est ensuite appliqu&eacute;e &agrave; l’int&eacute;grale (3.28) ;
Ce qui se traduit par :
Z t
0
n
t p
t
γ(t )dt = ∑ Wi γ[ ( xi + 1)]
2 i =1
2
0
0
(3.30)
Avec : xi ]i=1,...,n p sont les racines du polyn&ocirc;mes de Legendre Pn p ( x ).
et
Wi =
2(1 − xi2 )
2
=
.
(n p + 1)2 [ Pn p +1 ( xi )]2
(1 − xi2 )[ Pn0 p ( xi )]2
(3.31)
Pour les calculs, nous avons fix&eacute; n p = 30.
L’&eacute;volution dans le temps des diff&eacute;rentes formes d’&eacute;nergie, pour diff&eacute;rentes
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valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation est repr&eacute;sent&eacute;e dans les figures (3.8), (3.9)
et (3.10), tandis que la figure (3.11) donne l’&eacute;volution temporelle de la variation
de l’&eacute;nergie totale dans le circuit, ∆Eq (t).
F IGURE 3.8 – L’&eacute;volution temporelle des quatre types d’&eacute;nergie avec [n]q =
h̄ = ω = L = C = 1 , β = 0.25 et z = 1.
F IGURE 3.9 – L’&eacute;volution temporelle des quatre types d’&eacute;nergie avec [n]q =
h̄ = ω = L = C = 1 , β = 0.25 et z = 1.
1 − qn
et
1−q
1 − qn
et
1−q
Des figures (3.8), (3.9) et (3.10) , on peut tirer les conclusions suivantes au
sujet du comportement des diff&eacute;rentes &eacute;nergies impliqu&eacute;es :
• Les &eacute;nergies dans la capacit&eacute; et l’inductance oscillent d’une mani&egrave;re qui
rappelle les oscillations dans un circuit RLC classique. Lorsque l’&eacute;nergie emmagasin&eacute;e dans la capacit&eacute; ECq (t) atteint une valeur maximale locale, l’&eacute;nergie
dans l’inductance atteint une valeur minimale ELq (t) = 0.
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F IGURE 3.10 – L’&eacute;volution temporelle des quatre types d’&eacute;nergie avec [n]q =
h̄ = ω = L = C = 1, β = 0.25 et z = 1.
1 − qn
,
1−q
F IGURE 3.11 – L’&eacute;volution temporelle de la variation de l’&eacute;nergie ∆Eq (t) avec [n]q =
1 − qn
, h̄ = ω = L = C = 1, β = 0.25 et z = 1.
1−q
• Les maxima locals pour ECq (t) et ELq (t) diminuent avec le temps en raison
du facteur d’amortissement e− βt et &agrave; un certain stade leurs valeurs deviennent
n&eacute;gligeables. A ce stade, l’&eacute;nergie totale est celle dissip&eacute;e par la r&eacute;sistance.
• L’effet de la d&eacute;formation peut &ecirc;tre vu en comparant les diff&eacute;rentes figures.
En effet, on peut voir que plus q augmente et se rapproche de la valeur 1 (cas
non d&eacute;form&eacute;) les maxima des diff&eacute;rentes &eacute;nergies impliqu&eacute;es diminuent. Donc,
l’&eacute;nergie totale qui est dans le circuit augmente &agrave; la suite de la q-d&eacute;formation :
plus la d&eacute;formation est grande, c’est-&agrave;-dire plus q est petit, plus l’&eacute;nergie d&eacute;li70
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vr&eacute;e par le circuit est importante.
La variation de l’&eacute;nergie totale indiqu&eacute;e dans figure (3.11) confirme les remarques pr&eacute;c&eacute;dentes &agrave; savoir que la variation totale de l’&eacute;nergie diminue avec
le temps de fa&ccedil;on oscillatoire, et devient n&eacute;gligeable pour les grandes valeurs
du temps. De plus, l’effet de la d&eacute;formation est clairement d’augmenter l’&eacute;nergie dans le circuit (le maximum de l’&eacute;nergie ∆Eq (t) diminue &agrave; mesure que
q −→ 1).
Globalement, l’&eacute;change est clairement observ&eacute; &agrave; partir de l’&eacute;nergie d’oscillation entre l’inductance et la capacit&eacute;, et la dissipation progressive de celle-ci par
effet Joule avec un l&eacute;ger ralentissement lorsque la charge sur le condensateur
atteint un maximum.
3.4
Conclusion
Dans ce chapitre nous avons pr&eacute;sent&eacute; quelques interpr&eacute;tations physiques
des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants et d&eacute;pendants du temps. Pour
l’&eacute;tude classique du mouvement de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps, nous avons trouv&eacute; que ce dernier engendre une &eacute;quation du
mouvement d&eacute;finissant un oscillateur harmonique non amorti forc&eacute;. De plus,
l’&eacute;tude classique du mouvement de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps entraine une &eacute;quation diff&eacute;rentielle du second ordre d’un oscillateur harmonique amorti forc&eacute; dont l’analogie avec le circuit &eacute;lectrique RLCq
est soumis &agrave; une source d’alimentation Leq (t). Finalement, nous avons &eacute;tudi&eacute;
dans le cas sous-amorti l’aspect &eacute;nerg&eacute;tique du circuit &eacute;lectrique RLCq dans le
cadre de la q-d&eacute;formation de M-type.
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Chapitre 4
Propri&eacute;t&eacute;s optiques de la
superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents
q-d&eacute;form&eacute;s
4.1
Introduction
Un des principes les plus importants de la th&eacute;orie quantique est sans
conteste le principe de superposition. Ce principe de superposition intervient
dans de nombreuses exp&eacute;riences de physique quantique.
La superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents donne lieu &agrave; des &eacute;tats avec des propri&eacute;t&eacute;s non classiques. De nombreux types d’&eacute;tats non classiques dans l’optique
quantique, la physique quantique et l’information quantique ont &eacute;t&eacute; cr&eacute;&eacute;s et
discut&eacute;s dans les derni&egrave;res ann&eacute;es, et ils continuent d’&ecirc;tre d’un grand int&eacute;r&ecirc;t en
raison de leur importance scientifique, ainsi que leur importance d’application
potentielle. Nous avons &eacute;tudi&eacute; la superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents ind&eacute;pendants du temps et leurs propri&eacute;t&eacute;s optiques dans le cas g&eacute;n&eacute;ral de la th&eacute;orie de
q-d&eacute;formation.
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4.2
La superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s
ind&eacute;pendants du temps
Nous d&eacute;finissons une superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s de la
forme suivante [27, 66]
|zirq
=
Nqr
|z|
2
E iφ
=
|ziq + re e z
iθ
q
∞
r
|ni ,
∑ Cnq
o&ugrave; r, θ et φ sont des nombres r&eacute;els, la constante de normalisation
est donn&eacute;e par l’expression :

Nqr |z|2 = 1 + r2 +
et
|z|2 eiφ
reiθ eq
|z|2 e−iφ
+ re−iθ eq
| z |2
eq
(4.1)
n =0
− 12

zn (1 + reiθ einφ )
r
q
Cnq
= Nqr |z|2 Nq |z|2
.
[n]q !
,
Nqr
|z|
2
(4.2)
(4.3)
Plus pr&eacute;cis&eacute;ment, pour (r = 0), (r = 1, θ = 0, φ = π ) et (r = 1, θ = π, φ =
π ) la superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s (4.1) se r&eacute;duit &agrave; des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s |ziq , &eacute;tats coh&eacute;rents pairs q-d&eacute;form&eacute;s |zi+
q et &eacute;tats coh&eacute;rents
−
impairs q-d&eacute;form&eacute;s |ziq , respectivement.
Ces &eacute;tats particuliers sont d&eacute;finis comme
|zi+
q = q
|zi−
q = q
1
| z |2
−|z|2
2 (1 + ( e q ) −1 e q
)
1
−|z|2
| z |2
2 (1 − ( e q ) −1 e q )
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(|ziq + |−ziq ),
(4.4)
(|ziq − |−ziq ).
(4.5)
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Lorsque q −→ 1, on trouve les &eacute;tats coh&eacute;rents pairs
|zi
+
= N
+
= q
|z|
2
1
(|zi + |−zi)
2
2 (1 + e −2| z | )
(4.6)
(|zi + |−zi)
+∞ z2n
= 2N + | z |2 N | z |2 ∑ p
|2ni
(2n)!
n =0
= q
+∞
z2n
p
∑ (2n)! |2ni ,
2 n =0
cosh(|z| )
1
et les &eacute;tats coh&eacute;rents impairs
|zi− = N − |z|2 (|zi − |−zi)
= q
1
2
2 (1 − e −2| z | )
(4.7)
(|zi − |−zi)
+∞
z2n+1
= 2N − | z |2 N | z |2 ∑ p
|2n + 1i
(
2n
+
1
)
!
n =0
= q
1
+∞
∑
sinh(|z|2 ) n=0
p
z2n+1
(2n + 1)!
|2n + 1i .
r
La distribution de probabilit&eacute; Pnq
correspondant &agrave; la superposition des &eacute;tats
r
coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s |ziq est donn&eacute;e par
r
Pnq
r 2
r 2
= hn | ziq = Cnq (4.8)
Lorsque q −→ 1 et r=0, on retrouve la distribution de poisson (1.95).
Les figures (4.1), (4.2) et (4.3) montrent les distributions de probabilit&eacute;s dans
ces 3 cas particuliers, pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q.
Il est bien connu que la distribution de probabilit&eacute; des &eacute;tats coh&eacute;rents non
d&eacute;form&eacute;s habituels est gaussienne centr&eacute;e sur la valeur n = |z|2 . Ici, nous
constatons &agrave; partir de l’examen de la figure (4.1), que l’effet de la d&eacute;formation
est d’aplatir la distribution et de d&eacute;placer la position du pic vers des valeurs
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F IGURE 4.1 – Distribution de probabilit&eacute; Pnq pour des &eacute;tats-coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s |ziq de
M-type pour les diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q et z = 1.4.
+
pour des &eacute;tats-coh&eacute;rents pairs q-d&eacute;form&eacute;s
F IGURE 4.2 – Distribution de probabilit&eacute; Pnq
+
|ziq de M-type pour les diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q et z = 1.4.
−
F IGURE 4.3 – Distribution de probabilit&eacute; Pnq
pour des &eacute;tats-coh&eacute;rents impairs q-d&eacute;form&eacute;s
−
|ziq de M-type pour les diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q et z = 1.4.
plus &eacute;lev&eacute;es de n quand q se d&eacute;place loin de la valeur 1. D’autre part, &agrave; partir
+
des figures (4.2) et (4.3), nous d&eacute;duisons que les &eacute;tats |zi−
q et | z iq gardent leur
caract&egrave;re de parit&eacute; (pair et impair respectivement) et l’effet de la d&eacute;formation
est encore d’aplatir la distribution et de d&eacute;placer la position du pic.
La fonction d’onde d’une superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s est :
Φrzq ( x ) = h x | zirq =
+∞
∑
n =0
r
Cnq
− 1 ( x )2
p √
e 2 x0 Hn
x0 πn!2n
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x
x0
!
,
(4.9)
Chapitre 4. Propri&eacute;t&eacute;s optiques de la superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents
q-d&eacute;form&eacute;s
o&ugrave; x0 =
r
}
, et les polyn&ocirc;mes d’Hermite Hn
mω
relation (1.23).
x
x0
sont d&eacute;finis par la
Lorsque q −→ 1 et r=0, on retrouve la fonction d’onde (1.81).
4.3
Relation d’incertitude
Dans la superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s |zirq , les valeurs
moyennes sont calcul&eacute;es avec [27, 66]
Xq |zir =rq hz| Xq |zirq
q
=
r
h̄
2 2
r
r
r∗ ∗
(N |z| ) &times; f q z + f q z ,
2mω q
(4.10)
o&ugrave;
f qr = 1 + r2 eiφ +
Pq |zir =rq hz| Pq |zirq = −i
q
D
Xq2
E
|zirq
=rq hz| Xq2 |zirq =
r
|z|2 eiφ
reiθ eiφ eq
mωh̄
2
| z |2
eq
r
|z|2 e−iφ
+ re−iθ eq
,
(4.11)
h̄
2 2
r
r
r∗ ∗
(N |z| ) &times; f q z − f q z ,
2mω q
(4.12)
h̄
(Nqr |z|2 )2 &times; gqr z2 + gqr∗ z∗2 + hrq |z|2 + krq ,
2mω
(4.13)
o&ugrave;
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gqr = 1 + r2 e2iφ +
|z|2 eiφ
reiθ e2iφ eq
| z |2
hrq = (1 + q) 1 + r2 +
D
Pq2
E
|zirq
|z|2 eiφ
reiθ eiφ eq
| z |2
eq
(4.14)
|z|2 e−iφ
+ re−iθ e−iφ eq
| z |2
eq

,
|z|2n φ(n) 2
iθ inφ
−iθ −inφ
1
+
r
+
re
e
+
re
e
.
∑ [n]q !
n =0
+∞
1
,
eq

krq =
|z|2 e−iφ
+ re−iθ eq
=rq hz| Pq2 |zirq = −
(4.15)
(4.16)
mh̄ω
(Nqr |z|2 )2 &times; gqr z2 + gqr∗ z∗2 − hrq |z|2 − krq .
2
(4.17)
En utilisant les &eacute;quations ci-dessus, on obtient les variances de Xq et Pq
∆Xqr
=
sD
E
r
h̄
2
2 2 r2
r
r
r
N
z
{
g
−
(N
z
)
f
z2
|
|
|
|
q
q
q
2mω q
|zirq
+ gqr∗ − (Nqr |z|2 )2 f qr∗2 z∗2 + hrq − 2(Nqr |z|2 )2 f qr f qr∗ |z|2
Xq2
− Xq
2
|zirq
=
1
+krq } 2 ,
∆Pqr
=
sD
E
(4.18)
r
mh̄ω r 2 r 2 2 r2
r
2
N
z
{
(N
z
)
f
−
g
q | |
q | |
q
q z
r
q
2
|ziq
+ (Nqr |z|2 )2 f qr∗2 − gqr∗ z∗2 + hrq − 2(Nqr |z|2 )2 f qr f qr∗ |z|2
Pq2
2
− Pq |zir =
1
+krq } 2 .
(4.19)
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Les produits d’incertitude s’&eacute;crivent alors :
∆Xqr
∆Pqr
2
h̄
2
2 2 r r∗
2 2
r
r
r
r
(4.20)
=
(N |z| ) { hq − 2(Nq |z| ) f q f q |z| + k q
2 q
2 1
− gqr − (Nqr |z|2 )2 f qr2 z2 + gqr∗ − (Nqr |z|2 )2 f qr∗2 z∗2 } 2 .
Dans le cas particulier r = 0 et pour les bosons q-d&eacute;form&eacute;s &quot;M-type&quot;, la
relation d’incertitude de l’&eacute;tat coh&eacute;rent q-d&eacute;form&eacute; |ziq devient la relation (2.67).
Lorsque q −→ 1, on retrouve l’&eacute;quation (1.102) et la limite minimale admise
par la m&eacute;canique quantique.
F IGURE 4.4 – ∆Xq ∆Pq en fonction de z pour des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s |ziq de M-type
pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q.
Les figures (4.4), (4.5) et (4.6) montrent le comportement du produit
∆Xqr ∆Pqr pour les trois principaux cas particuliers : les &eacute;tats coh&eacute;rents qd&eacute;form&eacute;s, les &eacute;tats coh&eacute;rents pairs q-d&eacute;form&eacute;s et les &eacute;tats coh&eacute;rents impairs
q-d&eacute;form&eacute;s, tous dans le cas d’une d&eacute;formation de M-type.
Il ressort de ces figures que, pour une valeur donn&eacute;e de l’amplitude z, la
valeur du produit d’incertitudes, se r&eacute;tr&eacute;cit &agrave; la d&eacute;formation. En fait, plus est
d&eacute;form&eacute; un des &eacute;tats (c’est-&agrave;-dire que q s’&eacute;loigne de la valeur limite 1), plus le
produit des incertitudes d&eacute;croit rapidement, et la d&eacute;formation permet de minimiser encore les relations d’incertitude de Heisenberg.
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F IGURE 4.5 – ∆Xq+ ∆Pq+ en fonction de z pour des &eacute;tats coh&eacute;rents pairs q-d&eacute;form&eacute;s |zi+
q
de M-type pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q.
F IGURE 4.6 – ∆Xq− ∆Pq− en fonction de z pour des &eacute;tats coh&eacute;rents impairs q-d&eacute;form&eacute;s |zi−
q
de M-type pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q.
En outre, on observe que l’incertitude minimale &eacute;gale &agrave; z&eacute;ro, correspond
aux valeurs de z &agrave; proximit&eacute; du rayon de convergence des &eacute;tats coh&eacute;rents q1
d&eacute;form&eacute;s de M-type (|z| &lt; p
).
1−q
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4.4
La fonction de Wigner q-d&eacute;form&eacute;e
La fonction de Wigner donne une description de l’oscillateur harmonique
quantique dans son espace de phase la plus proche possible de la description
classique [70, 75].
Cependant, contrairement &agrave; la situation classique, la fonction de Wigner
peut avoir des valeurs n&eacute;gatives. Cette n&eacute;gativit&eacute; est la signature d’&eacute;tats nonclassiques.
Nous avons &eacute;tudi&eacute; la fonction de Wigner pour la superposition des &eacute;tats
coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps.
La fonction de Wigner q-d&eacute;form&eacute;e Wqr (z0 ) est donn&eacute;e par [66]
Wqr (z0 ) =
2
π
+∞
∑ (−1)n
n =0
z0 , n ρrq z0 , n ,
(4.21)
0 z , n = D (z0 ) |ni sont les &eacute;tats de
o&ugrave; ρrq = |zirr
z
est
l’op&eacute;rateur
densit&eacute;
et
h
|
qq
0 + − z0∗ a
nombre d&eacute;plac&eacute;s , D (z0 ) = ez a
est l’op&eacute;rateur de d&eacute;placement.
Une autre mani&egrave;re de r&eacute;&eacute;crire l’expression pr&eacute;c&eacute;dente est donn&eacute;e comme
suit :
2
2 +∞
n r
0
Wqr (z0 ) =
(−
1
)
z
|
z
,
n
(4.22)
,
q
π n∑
=0
o&ugrave;
r
q
z | z0 , n =
+∞
∑
m =0
r∗
Cmq
hm| D (z0 ) |ni ,
(4.23)
et
r
2
n! − |z0 | 0 m−n m−n 0 2
2
e
(z )
Ln ( z ), pour m ≥ n,
hm| D (z ) |ni =
r m!
2
m! − |z0 | 0∗ n−m n−m 0 2
0
2
e
(z )
Lm ( z ), pour m ≤ n. (4.24)
hm| D (z ) |ni =
n!
0
2
o&ugrave; Lαk (z0 ) sont les polyn&ocirc;mes de Laguerre g&eacute;n&eacute;ralis&eacute;s.
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En utilisant les &eacute;quations (4.23) et (4.24), nous pouvons r&eacute;&eacute;crire Wqr (z0 ) ainsi :
Wqr (z0 ) =
2
π
+∞ +∞
r∗ r
Cnq (−1)n χmn (2z0 ),
∑ ∑ Cmq
(4.25)
m =0 n =0
o&ugrave;
χmn (z0 ) = hm| D (z0 ) |ni .
(4.26)
1
F IGURE 4.7 – Wq (z0 ), z0 = √ ( x + ip) pour des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s |ziq de M2
type pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q et l’amplitude z.
1
F IGURE 4.8 – Wq+ (z0 ), z0 = √ ( x + ip) pour des &eacute;tats coh&eacute;rents pairs q-d&eacute;form&eacute;s |zi+
q
2
de M-type pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q et l’amplitude z.
Wqr (z0 ) et ρrq contiennent les m&ecirc;mes informations, ils peuvent donc d&eacute;finir
compl&egrave;tement l’&eacute;tat du syst&egrave;me. Wqr (z0 ) est une fonction, qui peut prendre des
valeurs n&eacute;gatives dans certaines r&eacute;gions de l’espace des phases. Cette n&eacute;gativit&eacute;
est une signature du caract&egrave;re non-classique de l’&eacute;tat (interf&eacute;rence quantique).
L’existence d’interf&eacute;rence quantique se produit en annulant certaines des
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1
F IGURE 4.9 – Wq− (z0 ), z0 = √ ( x + ip)pour des &eacute;tats coh&eacute;rents impairs q-d&eacute;form&eacute;s |zi−
q
2
de M-type pour diff&eacute;rentes valeurs du param&egrave;tre de d&eacute;formation q et l’amplitude z.
valeurs des probabilit&eacute;, ce qui implique l’existence de zones o&ugrave; Wqr (z0 ) est n&eacute;gative. Wqr (z0 ) s’apparente g&eacute;n&eacute;ralement &agrave; une distribution de quasi-probabilit&eacute;.
Les figures (4.7), (4.8) et (4.9) montrent, chacune, plusieurs parcelles pour
la fonction de Wigner dans l’espace de phase pour les trois cas particuliers :
&eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s |ziq , &eacute;tats coh&eacute;rents pairs q-d&eacute;form&eacute;s |zi+
q et &eacute;tats
−
coh&eacute;rents impairs q-d&eacute;form&eacute;s |ziq , respectivement.
Les figures montrent que la d&eacute;formation met en &eacute;vidence le caract&egrave;re nonclassique des diff&eacute;rents &eacute;tats. En fait, la figure (4.7), ressort une caract&eacute;ristique
remarquable &agrave; savoir que les &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s poss&egrave;dent une fonction
de Wigner n&eacute;gative dans certaines r&eacute;gions de l’espace de phase. Ceci est un
indicateur de la non-classicalit&eacute; d’un &eacute;tat coh&eacute;rent d&eacute;form&eacute;. Dans le cas limite
q = 1, la fonction de Wigner est positive confirmant la classicalit&eacute; bien connue
des &eacute;tats coh&eacute;rents (non d&eacute;form&eacute;s). De tels r&eacute;sultats ont &eacute;t&eacute; &eacute;galement obtenus
en utilisant une approche diff&eacute;rente dans le cadre de la th&eacute;orie de l’information
quantique.
Pour la superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents (non d&eacute;form&eacute;s), il est bien connu
qu’ils pr&eacute;sentent des caract&eacute;ristiques non classiques. De l’examen des figures
(4.8) et (4.9), nous d&eacute;duisons que la d&eacute;formation a pour effet d’am&eacute;liorer dans
un certain sens, la non-classicalit&eacute; (quantique). De plus, nous constatons que
le volume de la partie n&eacute;gative de la fonction de Wigner augmente au fur et
&agrave; mesure que la d&eacute;formation augmente. On pense que le volume de la partie
n&eacute;gative de la fonction de Wigner peut &ecirc;tre utilis&eacute; en tant que mesure de la
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non-classicalit&eacute; des &eacute;tats [66, 73].
4.5
Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons &eacute;tudi&eacute; les propri&eacute;t&eacute;s optiques de la superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps dans le cadre de
q-d&eacute;formation de M-type. Dans un premier temps, nous avons d&eacute;fini la superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps en particulier
les &eacute;tats coh&eacute;rents impairs q-d&eacute;form&eacute;s et les &eacute;tats coh&eacute;rents pairs q-d&eacute;form&eacute;s,
la superposition de ces &eacute;tats donne lieu &agrave; des &eacute;tats avec des propri&eacute;t&eacute;s non
classiques. Ensuite, nous avons calcul&eacute; la relation d’incertitude de la superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps. Finalement, nous
avons calcul&eacute; la fonction de Wigner q-d&eacute;form&eacute;e de la superposition des &eacute;tats
coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps. La n&eacute;gativit&eacute; de cette fonction
de Wigner est une signature du caract&egrave;re non-classique de ces &eacute;tats.
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Conclusion g&eacute;n&eacute;rale
Dans cette th&egrave;se, nous avons &eacute;tudi&eacute; les propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents de
l’oscillateur harmonique ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant du temps . Ces &eacute;tats quantiques poss&egrave;dent des propri&eacute;t&eacute;s et des comportements analogues &agrave; ceux des
&eacute;tats classiques. En effet, dans ces &eacute;tats coh&eacute;rents, les valeurs moyennes des observables ont des valeurs semblables aux grandeurs physiques classiques. Cette
caract&eacute;ristique permet d’&eacute;tablir le lien entre la m&eacute;canique quantique et classique. Dans le cadre plus g&eacute;n&eacute;ral de la th&eacute;orie de la q-d&eacute;formation, nous avons
&eacute;tudi&eacute; les propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute;
ind&eacute;pendant et d&eacute;pendant du temps.
Nous avons &eacute;tudi&eacute; quelques propri&eacute;t&eacute;s des &eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s qui
n’avait pas &eacute;t&eacute; &eacute;tudi&eacute;s jusqu’&agrave; pr&eacute;sent. Nous avons utilis&eacute; la m&ecirc;me approche
qui a permis &agrave; Schr&ouml;dinger de construire les &eacute;tats coh&eacute;rents pour la premi&egrave;re
fois en 1926. En fait, nous avons suivi le chemin inverse : &agrave; partir des &eacute;tats coh&eacute;rents d’un oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps nous
avons construit la valeur moyenne de l’op&eacute;rateur de position dans ces &eacute;tats. Le
comportement de la fonction de position trouv&eacute;e peut &ecirc;tre interpr&eacute;t&eacute; comme le
comportement de la position de l’&eacute;quivalent classique de l’oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps. Les r&eacute;sultats que nous avons trouv&eacute;s
sugg&egrave;rent que les oscillateurs harmoniques q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendant du temps
peuvent &ecirc;tre consid&eacute;r&eacute;s comme des oscillateurs harmoniques forc&eacute;s, avec la
force motrice d&eacute;finissant la d&eacute;formation des oscillateurs. Mais de fa&ccedil;on plus
surprenante, nous avons trouv&eacute; qu’un oscillateur harmonique q-d&eacute;form&eacute; ind&eacute;pendant du temps, peut &ecirc;tre consid&eacute;r&eacute; comme un oscillateur harmonique forc&eacute;
par un changement de fr&eacute;quence, o&ugrave; maintenant la fr&eacute;quence d&eacute;form&eacute;e et la
force motrice d&eacute;finissent la d&eacute;formation de ces oscillateurs.
Nous avons limit&eacute; notre analyse dans nos travaux &agrave; deux d&eacute;formations par84
ticuli&egrave;res ((2.6),(2.7)), mais les r&eacute;sultats peuvent &ecirc;tre facilement g&eacute;n&eacute;ralis&eacute; pour
toute d&eacute;formation qui correspond au r&eacute;gime de d&eacute;formation dans l’&eacute;quation
(2.12). En fait, on peut simplement remplacer la fonction box dans les &eacute;quations
pertinentes. Ce syst&egrave;me peut &ecirc;tre appliqu&eacute; &agrave; d’autres g&eacute;n&eacute;ralisations de l’oscillateur harmonique avec l’&eacute;quivalent non classique.
Nous estimons que ces r&eacute;sultats permettront de mieux comprendre la notion
d’oscillateurs harmoniques d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps et &eacute;tats coh&eacute;rents
d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps, ce qui permettra la r&eacute;alisation exp&eacute;rimentale
de tels &eacute;tats. Ceci, &agrave; son tour, permettra de nouvelles recherches sur l’utilit&eacute; de
ces &eacute;tats sur des sujets modernes tels que le traitement quantique de l’information.
Dans une deuxi&egrave;me partie, nous avons consid&eacute;r&eacute; une r&eacute;alisation de l’oscillateurs harmoniques q-d&eacute;form&eacute;s d&eacute;pendants du temps en un circuit de type
RLC. L’id&eacute;e est bas&eacute;e sur le fait que ces q-d&eacute;formations peuvent &ecirc;tre interpr&eacute;t&eacute;es comme &eacute;tant les versions quantifi&eacute;es des oscillateurs harmoniques forc&eacute;s
classiques [27]. En utilisant des oscillateurs harmoniques avec une masse variable ces oscillateurs deviennent amortis et forc&eacute;s. Ensuite, en utilisant l’analogie qui existe avec les circuits RLC, ceci nous a permis de construire un circuit
RLCq , o&ugrave; l’indice est utilis&eacute; pour indiquer qu’il est li&eacute; &agrave; l’oscillateur harmonique
q-d&eacute;form&eacute; d&eacute;pendant du temps et que la capacit&eacute; se modifie en raison de la d&eacute;formation appliqu&eacute;e.
En fait, &agrave; partir de l’&eacute;quation classique des charges, il se trouve que ce circuit RLCq a une pulsation (ou une fr&eacute;quence) naturelle modifi&eacute;e et la source
d’alimentation est &eacute;galement q-d&eacute;pendant. Le fait que la fr&eacute;quence soit modifi&eacute;e conduit &agrave; la variation de la capacit&eacute; utilis&eacute;e. A la limite, quand il n’y a pas
de d&eacute;formation q → 1 on retrouve les r&eacute;sultats habituels d’un circuit RLC forc&eacute;
avec ωq → ω.
L’&eacute;tude classique de ce circuit a ensuite &eacute;t&eacute; men&eacute;e en &eacute;tudiant le comportement de la charge et les diff&eacute;rentes &eacute;nergies impliqu&eacute;es. Nous r&eacute;cup&eacute;rons tous
les r&eacute;sultats escompt&eacute;s classiques &agrave; partir d’un circuit RLC qui est soumis &agrave; une
source d’alimentation externe. En outre, il appara&icirc;t que l’effet de la d&eacute;formation
est d’augmenter les valeurs des &eacute;nergies mises en jeu.
Comme il est mentionn&eacute; ci-dessus, l’&eacute;tude effectu&eacute;e ici sur le circuit RLCq
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est classique et une &eacute;tude quantique du circuit quantique RLCq peut &ecirc;tre r&eacute;alis&eacute;e. L’avantage ici est qu’il n’y a pas besoin de passer par un sch&eacute;ma de quantification parce que l’oscillateur harmonique quantique d&eacute;pendant du temps
d&eacute;crivant ce circuit est d&eacute;j&agrave; l&agrave; (les oscillateurs harmoniques q-d&eacute;form&eacute;s d&eacute;pendants du temps). En outre, le processus de quantification devrait &eacute;galement tenir compte de la discr&eacute;tisation de la charge &eacute;lectrique [44]. M&ecirc;me si cela peut
&ecirc;tre ajout&eacute; comme une condition et en appliquant la quantification canonique
habituelle, la th&eacute;orie quantique que nous proposons doit tenir compte de cela
naturellement sans conditions suppl&eacute;mentaires. En fait, la d&eacute;formation des relations de commutations impliqu&eacute;es d’une mani&egrave;re sp&eacute;cifique devrait assurer
la discr&eacute;tisation des coordonn&eacute;es associ&eacute;es. Cela devrait &ecirc;tre le point de d&eacute;part
de l’&eacute;tude des propri&eacute;t&eacute;s quantiques des circuits de RLCq m&eacute;soscopiques.
Il vaut la peine, d’insister sur le fait que la proc&eacute;dure pr&eacute;sent&eacute;e dans cette
partie est assez g&eacute;n&eacute;rale, bien que l’&eacute;tude a &eacute;t&eacute; r&eacute;alis&eacute;e en utilisant principalement la d&eacute;formation (2.33). Un autre choix de la fonction box [ ]q , fixant le type
de d&eacute;formation utilis&eacute;, va modifier le circuit RLCq obtenu. Le comportement
des &eacute;nergies mises en jeu peut &ecirc;tre diff&eacute;rent alors. Cependant, la d&eacute;claration
que la pulsation (ou la fr&eacute;quence) naturelle, la capacit&eacute; et la source d’alimentation externe sont modifi&eacute;es, sera toujours valide.
En fin, nous avons &eacute;tudi&eacute; les propri&eacute;t&eacute;s optiques dans le cas g&eacute;n&eacute;ral de la
superposition des &eacute;tats coh&eacute;rents d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps.
L’&eacute;tude a &eacute;t&eacute; men&eacute;e sur le comportement des relations d’incertitude et le
comportement de la fonction de Wigner pour les &eacute;tats coh&eacute;rents d&eacute;form&eacute;s ainsi
que les &eacute;tats coh&eacute;rents pairs d&eacute;form&eacute;s et les &eacute;tats coh&eacute;rents impairs d&eacute;form&eacute;s.
Nous r&eacute;cup&eacute;rons la fonctionnalit&eacute; bien connue des &eacute;tats coh&eacute;rents (non d&eacute;form&eacute;s), que leur superposition pr&eacute;sente des caract&eacute;ristiques quantiques, m&ecirc;me
si les &eacute;tats coh&eacute;rents sont classiques. Dans le cas des &eacute;tats q-d&eacute;form&eacute;s, ses caract&eacute;ristiques sont am&eacute;lior&eacute;es en tenant compte des superpositions de ces &eacute;tats.
Il convient de noter que cette &eacute;tude confirme des r&eacute;sultats ant&eacute;rieurs qui ont
&eacute;t&eacute; obtenus en utilisant une approche totalement diff&eacute;rente dans le cadre de la
th&eacute;orie de l’information quantique dans lequel il a &eacute;t&eacute; d&eacute;montr&eacute; que l’utilisation d’&eacute;tats coh&eacute;rents q-d&eacute;form&eacute;s ind&eacute;pendants du temps, permet d’obtenir des
taux plus &eacute;lev&eacute;s d’intrication que le cas non d&eacute;form&eacute;.
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Abstract Following the same procedure that allowed Shcr&ouml;dinger to construct the
(canonical) coherent states in the first place, we investigate on a possible classical
interpretation of the deformed harmonic oscillator. We find that, these oscillator, also
called q-oscillators, can be interpreted as quantum versions of classical forced oscillators with a modified q-dependant frequency.
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1 Introduction
Deformed coherent states have been introduced during the last decades [1–3] of the
previous century as an application for the generalized criteria of coherent states, stated
by Klauder in his seminal papers [4–6]. These states were also in close relationship with
the quantum algebras, and deformed harmonic oscillator deriving from them. Many
deformations have been presented then, each corresponding to various deformations
of the “classical” notion of groups or algebras, thus called quantum groups or quantum
algebras [7,8]. Mathematically thus, the deformed coherent states are to the deformed
coherent states what canonical coherent states [4,9] are to harmonic oscillators a
feature, we will exploit in this paper.
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A physical interpretation of the deformed coherent states, can be attained by using
Greenberg’s interpretation of deformed oscillators [10]. In fact, the algebraic relations
involved in deformed oscillators, indicate that these can be thought of as describing particles interpolating between bosons and fermions. Since this deformation was
carried by a deformation parameter usually called q these Greenberg called these
hypothetic particles quons. However the construction of some field theory for these
kind of particles is struggling, mainly because of the spin-statistics theorem.
Lately there was a revival of interest in these kind of states, because of the developments in quantum optics and its application in quantum information tasks.
The idea we will develop in this paper is based on the original work on coherent
states by Schr&ouml;dinger [11] see [12]. In fact, (canonical) coherent states can be written
as a particular combination of the Fock number states:
2
− |z|2
|z = e
zn
√ |n
n!
n=0
(1)
It turns out (in fact these states were constructed by Schr&ouml;dinger such that) that the
mean value of position operator in these states is:
x(t) = z| X (t) |z = 2
h̄
|z| cos (ωt − ϕ),
2mω
(2)
where z = |z|eiϕ and m and ω are constants characterizing the harmonic oscillator. The
classical harmonic oscillator corresponding obey the (harmonic oscillator) differential
equation:
d 2 x(t)
+ ω2 x(t) = 0
2
dt
(3)
Seen this way, coherent states are quantum states that restore the classical behavior
for the harmonic oscillator. They are often referred to as the quantum states with the
closest behavior to the classical one.
2 Deformed Harmonic Oscillators
A generalized (deformed) harmonic oscillator is generated by the triplet {aq , aq† , I }
together with the following commutation relations [13–15], :
aq aq† − aq† aq = [N + 1]q − [N ]q
(4)
where the box function, [ ]q defines the specific deformation in use.
The operators act on Fock states |n as follows
aq |n =
123
[n]q |n − 1 , aq† |n =
[n + 1]q |n + 1 ,
N |n = n|n .
(5)
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The hamiltonian of the generalized harmonic oscillator is written in a similar form
to the undeformed harmonic oscillator:
h̄ω †
†
aq aq + aq aq
Hq =
2
(6)
In the adequate Fock space representation (5), the Hamiltonian effectively acts as:
Hq =
h̄ω [N + 1]q + [N ]q
2
(7)
Choosing a specific form for the box function, [ ]q defines a particular deformation
of the harmonic oscillator algebra. For example, for [x]q = x one gets the nondeformed algebra, while for the following box function [2,3]
[n]q =
q −n − q n
, for q ∈ R,
q −1 − q
(8)
gives the standard deformation at the heart of quantum groups [7,8]. Another widely
known deformation [1,16] can be achieved using the following box function
1 − qn
[n]q =
, for q ∈ R.
1−q
(9)
In this paper we are going to focus deformations using real valued q, even though
the deformation process can be carried out using a complex parameter of deformation.
It is important to stress that when q = 1 one recovers the ordinary harmonic oscillator
algebra. It is also interesting that most of the discussions following can be carried
out for any kind of deformation ( i.e. any choice for the box function), although the
behavior and conclusions are not always the same.
Following the definition of Klauder [4,6], Coherent states related to a generalized
harmonic oscillator, hereafter called generalized coherent states, are defined as [15,17]
|zq = N q (|z| )
2
∞
n≥0
zaq+
= Nq (|z|2 ) eq
zn
|n
[n]q !
(10)
|0
(11)
where the deformed exponential function is
eqx
xn
=
[n]q !
(12)
n≥0
the q-factorial is given by
[n]q ! = [n]q [n − 1]q ...[1]q
and
[0]q ! = 1
(13)
123
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and the normalization factor is
2 −1/2
Nq (|z| ) = eq|z|
2
(14)
One should be careful handling theses deformed exponential functions, as they
do not obey similar properties as the ordinary exponential function; for example,
y
x+y
eqx eq = eq . The deformed exponential function defined using the box function in
(9) is also not always convergent. Indeed for 0 &lt; q &lt; 1 it has a radius of convergence
1
.
Rq = √
1−q
These generalized coherent states have interesting features similar to some of those
obeyed by Glauber coherent states. Among these, let us mention the following two:
• The generalized coherent states (10) are eigenstates of the associated annihilation
operator: aq |zq = z |zq .
• The generalized coherent states (10) must satisfy the resolution of the identity
condition. This means that there should exist a positive weight function wq (|z 2 |)
such that
(15)
d 2 z wq (|z 2 |) |zqq z| = I
Unfortunately it is not always possible to find such a positive weight function see
for example [18–20] and references therein. The existence or not of such a solution
depends on the form of box function. Fortunately though, for the cases we are considering in this paper (8, 9) such a positive weight function exists [1,15–17].
3 Classical Counterpart of a Deformed Harmonic Oscillator
Position and momentum operators are constructed as in the undeformed case :
h̄ aq + a†q
2mω
mωh̄ aq − a†q
Pq = −i
2
Xq =
(16)
(17)
The lower symbol of the position operator (the mean value of the operator in a deformed
coherent state) is a plausible candidate to describe the classical motion of the corresponding deformed harmonic oscillator:
xq (t) =q z| X q (t) |zq ,
(18)
where we have adopted Heisenbeg’s picture
X q (t) = e
123
i Hq t
h̄
X q e−
i Hq t
h̄
.
(19)
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Using the expansion of the deformed coherent states on the Fock space basis (10),
the definition of the hamiltonian (7) and the definition of the position operator (16)
one gets the following expression for the position:
∞
2 ωt |z|2n+1
h̄ 2
Nq (|z| )
cos
[n + 2]q − [n]q − ϕ .
xq (t) = 2
2mω
[n]q !
2
n=0
(20)
As should be expected, in the limit where q=1, one gets the classical sinusoidal
behavior of the position of a harmonic oscillator (2).
This position function can be interpreted as a (infinite) superposition of classical
ω
harmonic oscillators, each with a different pulsation: ([n + 2]q − [n]q ). A more
2
accurate interpretation can be established by looking at the differential equation giving
rise to such a solution. Indeed, the position function (20) is a solution of the following
second order differential equation:
d 2 xq (t)
+ ω2 xq (t) = f q (t)
dt 2
(21)
where
∞
2 h̄ |z|2n+1
2
2
Nq (|z| )
f q (t) = 2ω
2mω
[n]q !
n=0
ωt [n + 2]q − [n]q − ϕ .
&times; cos
2
[n + 2]q − [n]q
1−
4
2 (22)
This is the defining differential equation of a (classical) driven harmonic oscillator.
The driving force being given by Eq. (22). Here again, in the limit of non-deformed
harmonic oscillator (q = 1) the driving force disappears ( f q (t) = 0), yielding the
defining differential equation of a classical harmonic oscillator (3). Henceforth, a
deformed harmonic oscillator, with a deformation function [ ]q , can be seen classically,
as a driven harmonic oscillator with driving force given by Eq. (22).
However, we can see the position function in Eq. (20) as a solution of the following
differential equation:
d 2 xq (t) ω2
+
(q + 1)2 xq (t) = f q (t)
2
dt
4
(23)
where
∞
2 |z|2n+1
h̄ 2
2
Nq (|z| )
f q (t) = 2ω
2mω
[n]q !
n=0
ωt [n + 2]q − [n]q − ϕ .
&times; cos
2
2 [n + 2]q − [n]q
(1 + q)2
−
4
4
(24)
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Fig. 1 Position as a function of time for different values of the deformation parameter q with box function
in (9)
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Fig. 2 Position as a function of time for different values of the deformation parameter q with box function
in (8)
This yields to a slightly different interpretation than the previous one, in the sense
that the pulsation changes in this case. In fact, according to this equation, a deformed
harmonic oscillator can be seen as driven harmonic oscillator, with driving force given
by Eq. (24), and with a deformed proper pulsation
ωq2
ω2
=
(q + 1)2
4
(25)
So one can adopt one of these two interpretations, in order to give a classical
realization of the deformed oscillator. It is worth insisting on the fact that these two
interpretations are equivalent as they are leading (in fact stemming from) to the the
same position function Eq. (20).
This interpretation is confirmed by the plots in Figs. 1 and 2 where we plotted the
position function (20) for different values of the deformation parameter q, and for
the two box functions (8, 9) respectively. In both cases, this shows a typical behavior
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Fig. 3 Driving force (24) as a function of time for different values of the deformation parameter q with
box function in (8)
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Fig. 4 Driving force (24) as a function of time for different values of the deformation parameter q with
box function in (9)
of a superposition of sinusoidal functions with different phases. The deformation
parameter can be seen here as a tuning parameter of the de-phasing between the
different components. For the limiting value q = 1 we have only one component
(or equivalently all the components are in phase).
The graphs in Figs. 3 and 4 show the driving force (24) as a function of time for
different values of q and in the two cases considered for the box function. As expected
for q = 1 there is no driving force and we recover the standard harmonic oscillator. In
both Figures, corresponding to both deformations (8, 9), the amplitude of the driving
force increases as the deformation parameter q gets farther from q = 1.
However, there is a significant difference between the two deformations (8, 9) when
it comes to the frequency of the driving force. In fact, as is clear from the Fig. 3, when
the deformation is governed by the box function in (8), the frequency of the driving
force increases with deformation. While we notice from Fig. 4, that the driving force
decreases as the deformation gets stronger when this deformation is governed by (9).
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It is remarkable also that the behavior of the position function mimics that of the
driving force and the resemblance is clearer as the deformation is weaker, i.e., q is
close to 1.
As a conclusion from these graphs, we can state that the driving force gets stronger
as the deformation gets stronger i.e., the more we deform the harmonic oscillator the
stronger the driving force is. However, the way the frequency changes depends on the
particular form of the deformation.
It should be mentioned that the behavior of the driving force in (22) is only slightly
different from the one depicted in Figs. 3 and 4. The slight difference, as can be seen
from Eqs. (22, 24), is due to difference in the amplitudes of the two forces.
4 Conclusion
In this paper we have studied some properties of the deformed coherent states that,
perhaps surprisingly, weren’t investigated till now. We used the same approach that
allowed Schr&ouml;dinger to construct the coherent states for the first time in 1926. As a
matter of fact, we followed the reverse path. Starting from coherent states of a deformed
harmonic oscillator we constructed the average value of the position operator in these
states. The behavior of the position function found can be interpreted as the behavior
of the position of the mechanical classical counterpart of the deformed harmonic
oscillator. The results we found suggest that deformed oscillators can be thought of
as driven harmonic oscillators, with the driving force defining the deformation of the
oscillators. But more surprisingly, we found that a deformed oscillator, can be thought
of as a driven oscillator with a change in frequency, where now the deformed frequency
and the driving force define the deformation of these oscillators.
We restricted our analysis in this paper to two particular deformations (8, 9), but the
results can be easily generalized for any deformation that fits the deformation scheme
in Eq. (4). In fact, one can just replace the box function in the relevant equations. This
scheme can be applied for other generalizations of the harmonic oscillator with no
(known) classical counterpart.
We deem that these results will allow further understanding of the notion of
deformed oscillators and deformed coherent states, which will allow the experimental
realization of such states. This, in turn, will allow further investigations on the utility
of these states in modern topics such as quantum information processing.
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We consider an RLC circuit type realization of a q-deformed harmonic oscillator. The differential
equations of motion characterizing this circuit are derived, and it is shown that the RLC circuit gets
modiﬁed as a result of the q-deformation. The natural frequency, the capacitance and the external power
source are all modiﬁed and become q-dependent. The energy aspects of the circuit are also studied and
the effects of the deformation are shown.
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1. Introduction
The study of the dynamical behavior of oscillating systems, oscillators for short, is a central issue in physics and in mathematics.
These systems provide basic and general results that found major
applications not only in physics, but also in all the other branches
of science, as well as in technology; yet, the harmonic oscillator is
the simplest, and more fundamental theoretical model of oscillatory phenomena. Damped and forced oscillators provide, also, very
fundamental results in physics and engineering.
This paper deals with some recent developments in the physics
of damped and forced oscillators, by adding a q-deformation to the
system [1].
A relatively simple, though very interesting case, is when the
external action is periodic. That is, the case of a damped and forced
harmonic oscillator (time-dependent harmonic oscillator) acted on
by an external periodic force, whose dynamical behavior, x(t ), is
described by the second order differential equation
d2 x(t )
dt 2
+ 2β
dx(t )
dt
+ ω2 x(t ) = g (t )
(1)
where g (t ) (up to some multiplicative constant) is an external
force, β is a damping constant and ω is the natural frequency (pulsation) of the system.
*
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[email protected] (A. Maaouni).
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0375-9601/&copy; 2015 Published by Elsevier B.V.
However, several diﬃculties arise when trying to study the
quantum version of time-dependent oscillators, damped oscillators
as well as forced ones. As a matter of fact, the time-dependent
harmonic oscillator has been well studied in the literature and
many different methods have been developed to solve the problem: Refs. [2–7] study problems involving harmonic oscillators
with time dependent mass and frequency. Refs. [8–12] treat quantization symmetries and conservation laws of the damped harmonic oscillator and [13–23] developed quantum electrical systems, based on the analogous classical RLC circuits; these lead
to mesoscopic realizations of the classical RLC circuits. However,
it turns out that, in these kinds of quantum circuits, one must
consider the quantum properties of the electronic system. It was
notably argued [25,24] that beyond the obvious fact that electric
charge should be described by an operator, the quantization of a
mesoscopic electric circuit should take account of the discreteness
of the electric charge by allowing it to admit only integer multiples
of the fundamental charge qe = 1.602 &times; 10−19 C .
On the other hand, generalizations of the usual canonical commutation relations between the position and momentum operators
were studied and give rise to generalizations of quantum mechanics that, for instance [26] take account naturally of the conﬁnement
of quarks. Interestingly, this generalization implies a discretization
of the position coordinate. Other generalizations of these commutation relations were also derived as a consequence of deforming
the commutation relations of the ladder operators in Heisenberg
algebra [27–30]; it is this latter approach that we adopt in this
paper.
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In this paper we generalize previous results obtained in [1], to
obtain the classical realization of a q-deformed, time-dependent
oscillator. For this purpose we derive the equations of motion,
which describe q-deformed mechanical oscillations. The associated q-deformed electrical oscillations are obtained by adopting
the classical correspondence between classical forced oscillators
and RLC circuits. We restrict our study to time dependent mass
m (t ) = me 2β t (m is the mass of the oscillator and β &gt; 0 is a
damping constant) and a constant frequency ω(t ) = ω . The energy aspects of the obtained q-deformed RLC circuit are studied
and special attention is paid to the study of the effect of the deformation parameter.
The paper is organized as follows:
We start by reviewing the notions of time dependent q-deformed oscillator algebras and the associated coherent states. In
the third section, the (q-deformed) equations of motion associated
to this oscillator are derived. Then the associated RLC q circuit and
its electrical oscillation characteristics are studied in Section 4.
2. q-deformed algebra and q-deformed coherent states
The algebraic symmetry of the time dependent q-deformed harmonic oscillator is deﬁned in terms of q-deformed annihilation and
creation operators aq (t ) and aq+ (t ) as
aq (t ) aq+ (t ) − qaq+ (t ) aq (t ) = 1,
(2)
for the “M-type” (Maths) q-deformed bosons [27,28], and
aq (t ) aq+ (t ) − qaq+ (t ) aq (t ) = q− N (t ) ,
(3)
for the “P-type” (Physics) q-deformed bosons [29,30].
In this paper we consider the cases where the deformation parameter q is real. The basic q-deformed number is then deﬁned as
the “asymmetric q-deformed number” [27,28]:
[n]q =
1 − qn
1−q
(4)
,
for the “M-type” (2), and as the “symmetric q-deformed number”
[29,30]:
q−n
−q
,
[n]q = −1
q −q
n
(5)
for the “P-type” (3).
In both cases (M-type and P-type) we recover the natural numbers (and natural bosons) as for q −→ 1 we have [n]q −→ n.
The Fock states, at time t, spanned by the orthonormalized
eigenstates {|n, t , n = 0, 1, 2, 3, . . .} are constructed according to
[2,31]. First deﬁne the vacuum state, at time t, as the sate which
is annihilated by the annihilation operator, at time t:
aq (t ) |0, t = 0.
1
n
aq+ (t )
[n]q !
|0 , t ,
[n]q ! = [n]q [n − 1]q [n − 2]q ... [1]q , [0]q ! = 1.
N (t ) |n, t = n |n, t ,
(9)
and the actions of aq (t ), aq+ (t ) are given by [2,3,31]
aq+ (t ) |n, t =
aq (t ) = √
+
aq (t ) = √
[n]q |n − 1, t (10)
[n + 1]q |n + 1, t .
(11)
m (t ) ω (t )
m (t ) ω (t )
Xq − i
h̄
2
1
Xq + i
h̄
2
1
h̄m (t ) ω (t )
Pq ,
(13)
1
h̄m (t ) ω (t )
Pq ,
(14)
where h̄ = 2hπ , h is the Planck constant, ω (t ) and m (t ) are, respectively, the time dependent frequency and the time dependent mass
of the oscillating system.
If we choose [8] a time dependent mass of the form
m (t ) = me 2β t , β &gt; 0
(15)
and a constant frequency:
ω (t ) = ω =
1
k
2
(16)
,
m
where m is the initial mass of the oscillator, β is a damping constant and k is an elastic coeﬃcient, then Eqs. (13), (14) become:
1
aq (t ) ≡ aq (β, t ) = √
+
2
1
+
aq (t ) ≡ aq (β, t ) = √
mω β t
e Xq + i
h̄
2
mω β t
e Xq − i
h̄
1
h̄mω
e
1
h̄mω
−β t
Pq ,
(17)
e
−β t
P q . (18)
The commutation relation for P q and X q is given by
X q , P q = ih̄ aq (t ) , aq+ (t ) .
(19)
The dynamics of the time dependent q-deformed harmonic oscillator is governed by the (q-deformed) Hamiltonian H q (t ) constructed in analogy with the Hamiltonian of the harmonic oscillator
H q (t ) =
P q2
1
2m (t )
+ m (t ) ω2 (t ) X q2 .
(20)
2
Using the deﬁnitions (15) and (16), one gets
e −2β t P q2
2m
1
+ mω2 e 2β t X q2 .
(21)
2
While from Eqs. (13) and (14) we can rewrite H q (t ) as
H q (t ) =
These states are then eigenstates of the number operator
N (t ) = a+ (t ) a (t ):
1
(7)
(8)
(12)
To analyze the dynamics of the time dependent q-deformed
harmonic oscillator
we utilize the time independent q-deformed
position X q and momentum P q operators related to the time
dependent q-deformed boson operators aq (t ) and aq+ (t ) as follows:
H q (t ) =
with the q-factorial deﬁned by
aq (t ) |n, t =
aq (t ) aq+ (t ) = [N (t ) + 1]q , aq+ (t ) aq (t ) = [N (t )]q .
(6)
Then act on this state using the creation operator, at time t:
|n, t = We also have the following algebraic equalities:
h̄ω (t ) aq (t ) aq+ (t ) + aq+ (t ) aq (t ) ,
2
(22)
or
H q (t ) =
h̄ω (t ) 2
[N (t ) + 1]q + [N (t )]q .
(23)
This q-deformed Hamiltonian is diagonal in the basis spanned
by the states |n, t and has the eigenvalues E nq (t ) given by:
H q (t ) |n, t = E nq (t ) |n, t = E nq (ω (t )) |n, t =
h̄ω (t ) 2
[n + 1]q + [n]q |n, t (24)
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From (16), the q-deformed spectrum E nq (t ) of the q-deformed
Hamiltonian reads:
h̄ω E nq (t ) = E nq (ω (t )) = E nq =
2
[n + 1]q + [n]q
(25)
In terms of the number states |n, t , q-deformed coherent states
can be deﬁned as [27,31]
|z, t q = Nq | z|2
∞
n =0
z
[n]q !
|n, t (26)
where z = | z| e and the normalization constant Nq | z|2 is given
by the relation:
2 − 12
| z|
Nq | z|2 = eq
,
(27)
where the q-exponential function eqz is deﬁned as
∞
zn
[n]q !
n =0
(28)
.
The existence of a convergence radius R q in the “M-type” case
[27,32,33,28], for the q-exponential imposes a restriction on the
corresponding coherent states,
| z| &lt; √
1
1−q
, for 0 &lt; q &lt; 1.
(29)
By construction, the q-deformed coherent states | z, t q are right
eigenstates of the lowering operator aq (t ):
aq (t ) | z, t q = z | z, t q .
∞ n −i E nq t
z e h̄
| z|
|n, t [n]q !
n =0
2
= Nq | z|
2
∞ n
z e
−i E nq t
h̄
aq+ (β, t )
[n]q !
n =0
n
|0 , t .
(31)
The mean value of the time independent position operator in
these states is:
xq (t ) = q z, β, t | X q | z, β, t q
=2
h̄
| z|
e −β t eq
2
dt 2
+ 2β
dxq (t )
dt
(1 + q)2
4
[n]q !
ω2
2
([n + 2]q − [n]q ) − β
&times; ω −
4
ωt
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
&times; cos
2
+ ωq2 xq (t ) = gq (t ) ,
(35)
is the external force of angular frequency ω
([n + 2]q − [n]q ).
2
This allows to interpret the q-deformed harmonic oscillators
deﬁned in (2), (3) as being the quantized versions of a classical
damped and forced oscillator described by the classical differential
equation (33) with the proper choice of the box function [ ]q .
On the other hand, and as expected, in the case q −→ 1 the
differential equation (33) becomes the usual differential equation
of a damped and forced oscillator (1).
For completeness we give the general solution of Eq. (33) which
depends on the values of the resonance frequency and that of the
damping constant:
(a) Underdamped β 2 &lt; ωq2 :
⎞
2
2t
β sin
ω
−
β
q
⎜
⎟
⎟ x0
xq (t ) = e −β t ⎜
ωq2 − β 2t +
⎝cos
⎠
2
ωq − β 2
⎞
⎛
2
e −β t sin
ω
− β 2t
q
⎟
⎜
⎟ y0
+⎜
⎠
⎝
ωq2 − β 2
⎛
h̄
2mω
| z|2
e −β t eq
∞
− 1 | z|2n+1
n =0
[n]q !
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
2
2
2
sin
ωq − β t sin (ϕ )
2 − 1
h̄
| z|
e −β t eq
&times;
− 2
2mω
2
2
ωq − β
∞
| z|2n+1 ω
([n + 2]q − [n]q )
2
[n]q !
n =0
h̄
−β t
2
2
|z| cos
−2
ωq − β t cos (ϕ )
e
(36)
&times; cos
ωt
2mω
(32)
(33)
where
ωq2 = ω2
n =0
2
q
xq (t ) = e −ωq t
This position function can be seen as a particular solution of
the following differential equation deﬁning a q-deformed damped
and forced time-dependent harmonic oscillator:
d2 xq (t )
∞
− 1 |z|2n+1
(b) Critically damped β 2 = ωq2 :
∞
2n+1
2 −1 | z |
[n]q !
n =0
ωt
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
&times; cos
2mω
2mω
| z|2
e −β t eq
+2
The q-deformed coherent state | z, t q time evolution is governed by the spectrum (25)
|z, β, t q = Nq
h̄
(30)
3. q-deformed mechanical oscillations
gq (t ) = 2
2
n
iϕ
eqz =
1621
(34)
is the frequency (the resonance frequency) of the oscillations, and
−2
ωq t + 1 x0 + e−ωq t t y 0
h̄
2mω
| z |2
sin (ϕ ) te −ωq t eq
− 1
∞
|z|2n+1 ω
&times;
([n + 2]q − [n]q )
2
[n]q !
n =0
∞
2 − 1 |z|2n+1
h̄
| z|
e −ωq t eq
+2
2mω
[n]q !
n =0
ω
&times; cos
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
2
−2
h̄
2mω
e −ωq t | z| cos (ϕ )
(c) Overdamped β 2 &gt; ωq2 :
(37)
1622
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2
2
β + β 2 − ω2 e −β+ β −ωq
q
xq (t ) =
2 β 2 − ωq2
β−
β2
−
⎛
t
− β+ β 2 −ωq2 t
−ω e
2 β 2 − ωq2
2
q
x0
⎞
− β+ β 2 −ωq2 t
−β+ β 2 −ωq2 t
⎟
⎜e
e
⎟ y0
+⎜
−
⎠
⎝ 2
2
2
2 β − ωq
2 β 2 − ωq
⎛ ⎞
h̄
−
−β+ β 2 −ωq2 t
⎝e
2mω
−
2mω
⎝e
−β+ β 2 −ωq2 t
&times; |z| cos (ϕ ) &times;
∞
|z|2n+1 ω
n =0
+2
[n]q !
2
h̄
2mω
&times; cos
ω
+e
2
q
&times; ω −
⎠
⎞
− β+ β 2 −ωq2 t
([n + 2]q − [n]q )
| z|2
e −β t eq
n =0
Here x0 = xq (t = 0) and y 0 =
ωq2 =
1
[n]q !
(38)
dxq
Using the analogy between q-deformed mechanical and electrical phenomena (xq (t ) −→ Q q (t ), m −→ L, k −→ C1 , 2β −→ RL ),
Eq. (32) becomes
Q q (t ) = 2
h̄
2L ω
&times; cos
− Rt
e
∞
2n+1
2 −1 | z |
n =0
ωt
2
[n]q !
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
dt 2
+
where
q (t ) = 2
R d Q q (t )
L
dt
h̄
2L ω
e
− Rt
2L
+ ωq2 Q q (t ) = q (t ) ,
|z|2
eq
∞
− 1 | z|2n+1
n =0
[n]q !
([n + 2]q − [n]q ) −
2 2L
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
(41)
(40)
(1 + q)2
(42)
4
(43)
For q −→ 1 we have ωq −→ ω and C q −→ C ; so one can state
that the effect of “q-deforming” the harmonic oscillator (2), (3) is
to modify (deform) the resonance frequency (42), the capacitance
(43) and the power source (41).
The RLCq electrical circuit can be represented as in Fig. 1.
The analogy between q-deformed mechanical and electrical phenomena xq (t ) −→ Q q (t ) (36) in the underdamped case
R 2
2L
&lt; ωq2 yields the following expression for the electric charge
existing in the circuit at a given time:
⎛
Q q (t ) = e
− Rt
+
⎛
⎝cos ⎝ ωq2 −
2L
R
2L
⎛
e
(39)
where Q q (t ) is the electric charge in the circuit, L, R, and C stand
for inductance, resistance and capacity, respectively. As in (33), this
is a particular solution of a damped and forced differential equation for an RLCq circuit with a power source:
d2 Q q (t )
R
(1 + q)2
⎜
+⎜
⎝
| z|
eq
2L
2
4
4. q-deformed electrical oscillations
4
ωt
2
= ω2
LC q
Cq = C
|t =0 .
dt
Because of the, rather straightforward, analogy between harmonic oscillators and electrical circuits in general and damped
oscillators and RLC circuits in particular, we describe in the following, an RLC circuit realization of the above damped and forced
oscillator. This in turn can be seen as a classical counterpart of the
quantum RLC circuit described by the “q-deformed” harmonic oscillator (2), (3).
ω2
is the electromotive force (source of the RLC q electric circuit).
It is worth noting that because the natural frequency got modiﬁed and becomes q-dependent (as in (34)), the capacitance is
q-dependent too:
⎠
∞
− 1 | z|2n+1
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
2
&times; cos
&times; |z| cos (ϕ )
⎛
h̄
+e
− β+ β 2 −ωq2 t
Fig. 1. RLCq electrical circuit.
+2
ωq2 −
sin
− Rt
2L
ωq2 −
sin
h̄
2L ω
e
R
2L
R 2
t
2L
2
ω −
ωq2 −
− Rt
2L
R
2L
| z|2
eq
2
2L
2
q
R
⎞
t⎠
⎞
⎟
⎟ x0
⎠
R 2
t
2L
2
⎞
⎟
⎟ y0
⎠
∞
−1 |z|2n+1
n =0
[n]q !
([n + 2]q − [n]q ) − ϕ
2
R 2
2
sin
ωq − 2L t sin (ϕ )
2 − 1
− Rt
h̄
| z|
− 2
e 2L eq
R 2
2L ω
2
ωq − 2L
∞
| z|2n+1 ω
&times;
([n + 2]q − [n]q )
2
[n]q !
&times; cos
n =0
ωt
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Fig. 2. Time evolution of the electric charge Q q (t ) with [n]q =
q = 0.7 (dashed [large] line) and q = 0.9 (black line).
1−qn
1−q
, h̄ = ω = L = C = 1, β = 0.25, z = 1 and q = 0.3 (dashed [tiny] line), q = 0.5 (dashed [medium] line),
Fig. 3. Time evolution of a q-deformed electromotive force q (t ) with [n]q =
[medium] line), q = 0.7 (dashed [large] line) and q = 0.9 (black line).
−2
⎛
h̄
2L ω
e
− Rt
2L
| z| cos ⎝ ωq2 −
R
2L
2
1−qn
1−q
, h̄ = ω = L = C = 1, β = 0.25, z = 1 and q = 0.3 (dashed [tiny] line), q = 0.5 (dashed
⎞
t ⎠ cos (ϕ )
(i) The capacitance energy,
(44)
In the following, and without loss of generality we are going to
take as a set of initial conditions x0 = 0 and y 0 = 0. The evolution
of the electric charge in the circuit as a function of time is then
sketched in Fig. 2 for different values of the deformation parameter.
We will restrict ourselves, in the following, to study this case
1623
E C q (t ) =
(45)
.
2C q
(ii) The inductance energy,
1
E L (t ) =
2
2
R
i.e. the underdamped case 2L
&lt; ωq2 .
The time evolution of the electromotive force q (t ) (41) is
sketched in Fig. 3.
One can see the effect of the deformation parameter q on the
charge existing in the circuit from Fig. 2. This shows indeed, that
decreasing the value of q will increase the maximum amount of
charge existing in the circuit. It increases also the pseudo-period
of oscillations of the charge. This behavior can be explained by the
behavior of the power source in Fig. 3. This shows indeed, that the
power supplied by the source is decreasing, but the initial power
gets higher as q is smaller, which results in a higher amount of
charge in the circuit.
From (40) and (44), we see that the variation of the electric charges is accompanied by the following four sorts of energy
changes [13,20]:
2
Q q (t )
L
d Q q (t )
2
(46)
.
dt
(iii) Loss of energy caused by the resistance,
t
E R (t ) =
R
2
d Q q t dt dt .
(47)
0
(iv) The energy supplied by the source E gq (t ),
t
E q (t ) =
d Q q t q t
dt dt .
(48)
0
Therefore, the total energy change of the system can be written
as
E T q (t ) = E C q (t ) + E L (t ) + E R (t ) = E q (t ) .
(49)
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Fig. 4. Time evolution of the four types of energy with [n]q = 1−q , h̄ = ω = L = C = 1, β = 0.25, z = 1 and q = 0.5. E Cq (t ) (dashed [tiny] line), E L (t ) (dashed [medium]
line), E R (t ) (dashed [large] line) and E Cq (t ) + E L (t ) + E R (t ) (black line).
1−qn
Fig. 5. Time evolution of the four types of energy with [n]q = 1−q , h̄ = ω = L = C = 1, β = 0.25, z = 1 and q= 0.7. E Cq (t ) (dashed [tiny] line), E L (t ) (dashed [medium] line),
E R (t ) (dashed [large] line) and E Cq (t ) + E L (t ) + E R (t ) (black line).
Accordingly, the variation of the energy can be obtained through
the equation:
E q (t ) =
2
Q q (t )
2C q
+ R Q q (t )
− q (t ) Q q (t ) .
d Q q (t )
dt
+
1
2
L
d Q q (t )
2
dt
(50)
The time evolution of the different forms of energies, for different values of the deformation parameter are depicted in Figs. 4, 5
and 6, while Fig. 7 gives the time evolution of the variation of the
total energy in the circuit, E q (t ).
From Figs. 4, 5 and 6 one can draw the following conclusions
about the behavior of the different energies involved:
• The energies in the capacitance and in the inductance oscillate
in a manner that is reminiscent of the oscillations in a conventional RLC circuit. When the energy in the capacitance E Cq (t )
reaches a local maximum value the energy in the inductance
reaches a minimum value E L (t ) = 0 and vice versa.
• The local maxima for E Cq (t ) and E L (t ) decrease with time
due to the damping factor e−β t and at some stage their values become negligible. At this stage the total energy is that
dissipated by the resistance.
• The effect of the deformation can be seen by comparing the
different ﬁgures. Indeed one can see that as q increases and
approaches the value 1 (non-deformed case) the maxima of
the different energies involved decrease. So the overall energy
that is in the circuit increases as a result of the q-deformation
and the bigger the deformation is (i.e. the smaller q is) the
more energy is delivered by the circuit.
The variation of the total energy shown in Fig. 7 conﬁrms the
previous remarks as the total energy variation decreases with time
in an oscillatory fashion, and becomes negligible for large values
of time. Moreover, the effect of deformation is clearly to increase
the energy in the circuit (the maximum of the energy E q (t ) decreases as q −→ 1).
Overall, the exchange is clearly observed from the oscillatory
energy between the inductance and the capacitance, and gradual
dissipation thereof by Joule effect with a slight slowing whenever
the charge on the capacitor reaches a maximum.
5. Conclusion
In this paper we considered an RLC circuit type realization of
q-deformed harmonic oscillators. The idea is based on the fact that
these q-deformations can be interpreted as being the quantized
versions of classical driven oscillators [1]. By using oscillators with
a variable mass, these become damped and driven. Then using the
analogy that exists with RLC circuits, this allowed us to construct
an RLCq circuit, where the subscript is used to indicate that it is
related to the q-deformed oscillator and that the capacitance gets
modiﬁed due to the deformation applied.
J. Batouli et al. / Physics Letters A 379 (2015) 1619–1626
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Fig. 6. Time evolution of the four types of energy with [n]q = 1−q , h̄ = ω = L = C = 1, β = 0.25, z = 1 and q = 0.9. E Cq (t ) (dashed [tiny] line), E L (t ) (dashed [medium]
line), E R (t ) (dashed [large] line) and E Cq (t ) + E L (t ) + E R (t ) (black line).
Fig. 7. Time evolution of the variation of the energy E q (t ) with [n]q =
line), q = 0.7 (dashed [large] line) and q = 0.9 (black line).
1−qn
1−q
, h̄ = ω = L = C = 1, β = 0.25, z = 1 and q = 0.3 (dashed [tiny] line), q = 0.5 (dashed [medium]
As a matter of fact, from the classical equation of the charges,
it turns out that this RLC q circuit has a modiﬁed natural frequency
ωq =
ω
([n + 2]q − [n]q ) and the power source is also q-dependent.
2
The fact that the frequency is modiﬁed leads to the change in
the capacitance used. In the limit when there is no deformation
q −→ 1 one recovers the usual results of a driven RLC circuit and
ωq −→ ω.
The classical study of this circuit was then conducted by studying the behavior of the charge and the different energies involved.
We recover all the conventional results expected from an RLC circuit that is subjected to an external power source. Moreover, it
turns out that the effect of the deformation is to increase the value
of the energies involved.
As mentioned above, the study conducted here on the RLC q circuit is classical and a quantum study of the quantum RLC q circuit
can be carried. The advantage here is that there is no need to go
through any quantization scheme [11,13,16,24] because the quantum oscillator describing this circuit is already there (the q-deformed oscillators). Moreover, as it was pointed out [24,25] the
quantization process should also take account of the discreteness
of the electric charge. While this can be added as an ad hoc condition and applying the usual canonical quantization, the quantum
theory we propose should take account of this naturally without
any additional conditions. As a matter of fact, the deformation of
the commutation relations involved in a speciﬁc manner should
ensure the discreteness of the associated coordinates [26]. This
should be the starting point of the study of the quantum properties of mesoscopic RLCq circuits which is the object of a work
under preparation.
It is worthwhile, insisting on the fact that the procedure presented in this paper is rather general, although the study was
conducted mostly using the deformation (2). Another choice of the
box function [ ]q , ﬁxing the type of deformation used, will modify the RLCq circuit obtained. The behavior of the energies involved
can be different then. However, the statement that the natural frequency, capacitance and the external power source got modiﬁed,
will still be valid.
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In this paper, we study some optical properties of the superposition of q-deformed coherent states. We study the eﬀect of the deformation on the non-classicality of q-coherent
states as well as some superposition of such states.
Keywords: q-deformation; superposition of q-deformed coherent states; uncertainty relation; q-deformed Wigner function.
1. Introduction
Coherent states were ﬁrst introduced by Schrödinger,1 as quantum states having
the closest behavior to the classical states. For that, he studied the simple case of
a harmonic oscillator, and deﬁned the states for which the motion of the center of
the wave packet mimics the behavior of the classical solution of the problem. These
states were reintroduced by Klauder2,3 and Glauber4 and since then found many
applications in almost all branches of physics.5,6
The notion of even and odd coherent states, which are particular superpositions
of coherent states was ﬁrst introduced in Ref. 7. Interestingly, it turned out that
even though the coherent states are known for being the closest quantum states
to the classical ones, their superpositions possess very interesting quantum features.8–11 A widely known class of these superpositions is the so-called Schrödinger
cat states.12,13 These superpositions have received much interest, mostly driven by
their usefulness in the quantum information processes. A nice review of the properties is given in Ref. 14. The superpositions of coherent states were studied also in
the framework of mesoscopic Josephson junction and LC circuits.15–17
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On the other hand q-coherent states, also called deformed coherent states, were
introduced as being related to q-deformed oscillators.18–22 And recently a classical
interpretation, in the spirit of Schrödinger’s seminal work, was proposed23 and they
can be seen as describing the motion of the classical solution of a driven harmonic
oscillator, in which the driving force depends on the deformation adopted. A mesoscopic RLC circuit realization of the deformed coherent states was introduced in
Ref. 24. Properties and applications of even and odd q-deformed charge coherent
states (of q-deformed charge coherent states) were studied in Refs. 25–27. Moreover, the same study was carried in Ref. 28 based on the notion of even and odd
coherent states of f -oscillators. These f -oscillator were introduced in Ref. 29 and
can be seen as generalizing the notion of q-oscillators.
In this paper, we study the optical properties of the superposition of q-deformed
coherent states. The current work stands out compared to previous works done in
this direction, by the fact that the non-classicality feature is studied here based
on diﬀerent aspects rather than just one. We review for instance their probability
distributions and classicality as depicted by the Wigner function. This yields a clear
interpretation for the non-classical behavior of these states and the range of values
of the parameters for which the non-classicality is more visible.
The paper is organized as follows: In Sec. 2, we present the concepts of the
superposition of q-deformed coherent states. Section 3 is devoted to the study of
the uncertainty relations in the framework of a superposition of q-coherent states.
Then in Sec. 4, we study the q-deformed Wigner function as a tool to investigate
their non-classical properties.
2. Superposition of q-Deformed Coherent States
In terms of the Fock number states |n, the q-deformed coherent states are deﬁned
as23,30
∞
zn
|zq = Nq (|z| )
Cnq |n ,
|n =
[n]q !
n=0
n=0
2
∞
(1)
where z = |z|eiϕ is a complex number and the normalization constant Nq (|z|2 ) is
given by the relation:
2
1
−2
Nq (|z|2 ) = (e|z|
q )
(2)
and
zn
Cnq = Nq (|z|2 ) .
[n]q !
(3)
In (2) the q-exponential function ezq is used; it is deﬁned as
ezq
∞
zn
=
[n]q !
n=0
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with the q-factorial deﬁned by
[n]q ! = [n]q [n − 1]q [n − 2]q &middot; &middot; &middot; [1]q ,
[0]q ! = 1 .
(5)
Throughout this paper we consider the cases where the deformation parameter q
is real. The basic q-deformed number is then deﬁned as the “asymmetric q-deformed
number”:18,21
1 − qn
,
(6)
[n]q =
1−q
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for the “M-type”, and the “symmetric q-deformed number”:19,20
[n]q =
q −n − q n
,
q −1 − q
(7)
for the “P-type”.
The existence of a convergence radius Rq for the q-exponential in the case of
“M-type”18,31,32 imposes a restriction on the corresponding coherent states,
1
|z| &lt; √
,
for 0 &lt; q &lt; 1 .
(8)
1−q
However, in both cases we recover the natural numbers (and natural bosons) as
for q → 1, we have [n]q → n.
We deﬁne a superposition of q-deformed coherent states, in its most general
form, as follows:
|zrq
=
Nqr (|z|2 )(|zq
iθ
iφ
+ re |e zq ) =
∞
n=0
r
Cnq
|n ,
(9)
where r, θ and φ are real numbers and the normalization constant Nqr (|z|2 ) is given
by the expression:
1
2 iφ
2 −iφ − 2
iθ |z| e
−iθ |z| e
+ re eq
re eq
(10)
Nqr (|z|2 ) = 1 + r2 +
|z|2
eq
and
r
Cnq
= Nqr (|z|2 )Nq (|z|2 )
z n (1 + reiθ einφ )
.
[n]q !
(11)
Speciﬁcally, for (r = 0), (r = 1, θ = 0, φ = π) and (r = 1, θ = π, φ = π) state
(9) reduces to q-deformed coherent states (q-coherent states) |zq , q-deformed even
−
coherent states |z+
q and q-deformed odd coherent states |zq , respectively.
These particular states are deﬁned as
1
(12)
|z+
(|zq + |−zq ) ,
q = |z|2
−|z|2
2(1 + (eq )−1 eq
)
1
|z−
(|zq − |−ztq ) .
q = |z|2 −1 −|z|2
2(1 − (eq ) eq
)
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Fig. 1. Probability distribution Pnq for the M-type q-coherent states |zq for diﬀerent values of
the deformation parameter q and z = 1.4.
+
Fig. 2. Probability distribution Pnq
for the M-type even superposition |z+
q for diﬀerent values
of the deformation parameter q and z = 1.4.
−
Fig. 3. Probability distribution Pnq
for the M-type odd superposition |z−
q for diﬀerent values
of the deformation parameter q and z = 1.4.
r
The q-deformed probability distribution Pnq
corresponding to the superposition of
r
q-deformed coherent states |zq is given by
2
r
r 2
Pnq
= n|zrq = |Cnq
| .
(14)
Figures 1–3 show the probability distributions in these three particular cases
for diﬀerent values of the deformation parameter q.
It is well known that the probability distribution of the usual undeformed coherent states is Gaussian one centered on the value n = |z|2 . Here, we see in Fig. 1,
that the eﬀect of the deformation ﬂatten the distribution and to translate the position of the peak toward larger values of n, q moves away from the value 1. On
+
the other hand, from Figs. 2 and 3 we see that the states |z−
q and |zq do keep
their parity nature (even and odd, respectively) and the eﬀect of the deformation
is again to ﬂatten the distribution and to shift the position of the peak.
1650190-4
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The wave function, in the conﬁguration space, of a superposition of q-deformed
coherent states is:
2
+∞
r
1
x
C
x
−
√nq
Φrzq (x) = x|zrq =
e 2 x 0 Hn
,
(15)
n
x0
x0 πn!2
n=0
, and the Hermite polynomials Hn xx0 are deﬁned by
where x0 = mω
n
1 x 2
1 x 2
x
x
d
2 ( x0 )
Hn
− x0
e − 2 ( x0 ) .
(16)
=e
x0
x0
dx
3. Uncertainty Relation
The q-deformed algebraic symmetry is deﬁned by the q-deformed Heisenberg algebra in terms of q-deformed annihilation and q-deformed creation operators aq and
a+
q as
+
aq a+
q − qaq aq = φ(N ) ,
(17)
where φ(N ) = 1 and φ(N ) = q −N (N = a+ a is the number operator deﬁned in
terms of the undeformed operators of annihilation and creation, a and a+ , respectively) for the “M-type” (Maths) q-deformed bosons and the “P-type” (Physics)
q-deformed bosons,19,20 respectively.
In the Fock states spanned by the ortho-normalized eigenstates {|n, n =
0, 1, 2, 3, . . .} of the number operator N |n = n|n and the actions of aq , a+
q are
23,30
given by
aq |n = [n]q |n − 1 ,
(18)
a+
q |n =
[n + 1]q |n + 1 .
(19)
We also have the following algebraic equalities:
aq a+
q = [N + 1]q ,
a+
q aq = [N ]q .
(20)
The q-deformed coherent states |zq are deﬁned as right eigenstates of the
annihilation operator aq :
aq |zq = z|zq .
(21)
The q-deformed position Xq and the q-deformed momentum Pq operators related
to the q-deformed boson operators aq and a+
q are deﬁned as follows:
(aq + a+
(22)
Xq =
q ),
2mω
mω
(aq − a+
Pq = −i
(23)
q ),
2
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h
where = 2π
, h being Planck’s constant, ω and m denote the frequency and the
mass of the system, respectively.
The commutation relation for Xq and Pq is
[Xq , Pq ] = i[aq , a+
q ] = i([N + 1]q − [N ]q ) .
(24)
In the superposition of q-deformed coherent states |zrq , the uncertainty products
turn out to be:
ΔXqr ΔPqr =
r
(N (|z|2 ))2 {((hrq − 2(Nqr (|z|2 ))2 fqr fqr∗ )|z|2 + kqr )2
2 q
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1
− ((gqr − (Nqr (|z|2 ))2 fqr2 )z 2 + (gqr∗ − (Nqr (|z|2 ))2 fqr∗2 )z ∗2 )2 } 2 ,
(25)
where
fqr
2 iφ
= 1+r e
+
gqr = 1 + r2 e2iφ +
hrq
|z|2 eiφ
reiθ eiφ eq
|z|2
eq
+ re−iθ eq
|z|2
eq
2
,
|z|2 e−iφ
|z|2 eiφ
reiθ e2iφ eq
= (1 + q) 1 + r +
kqr =
|z|2 e−iφ
+ re−iθ eq
|z|2 eiφ
reiθ eiφ eq
(26)
,
(27)
|z|2 e−iφ
+ re−iθ e−iφ eq
|z|2
eq
+∞
1 |z|2n φ(n)
(1 + r2 + reiθ einφ + re−iθ e−inφ ) .
|z|2
[n]
!
q
eq n=0
,
(28)
(29)
In the particular case r = 0 and for the “M-type” (Maths) q-deformed bosons, the
uncertainty relation of the q-deformed coherent state |zq becomes
ΔXq ΔPq =
(1 + (q − 1)|z|2 )
2
(30)
which again, when q → 1, yields the famous product ΔXΔP for the coherent state
|z and takes the minimum value allowed in quantum mechanics:
ΔXΔP =
.
2
(31)
Figures 4–6 show the behavior of the product ΔXqr ΔPqr for the three main
particular cases of q-deformed coherent state, even deformed cat states and odd
deformed coherent states, all in the case of a M-type deformation.
From these ﬁgures, for a given value of the amplitude z, the value of the product
of uncertainties, gets smaller with the deformation. As a matter of fact, the more
deformed a states is (i.e. as q gets away from the limiting value 1) the smaller the
product of uncertainties is. A consequence of this feature is that the deformation
allows to further minimize Heisenberg’s uncertainty relations.
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Fig. 4. ΔXq ΔPq for M-type q-coherent states |zq . q = 0.5 (dotted line), q = 0.7 (dashed line)
and q = 0.9 (solid line), and z = 1.
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Fig. 5. ΔXq+ ΔPq+ for M-type even superposition |z+
q . q = 0.5 (dotted line), q = 0.7 (dashed
line) and q = 0.9 (solid line), and z = 1.
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Fig. 6. ΔXq− ΔPq− for M-type odd superposition |z−
q . q = 0.5 (dotted line), q = 0.7 (dashed
line) and q = 0.9 (solid line), and z = 1.
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Furthermore, it is observed that the minimum uncertainty equals zero, corresponds to the values of z near the convergence radius of deformed M-type coherent
1
).
states (|z| &lt; √1−q
4. q-Deformed Wigner Function
The q-deformed Wigner function Wqr (z ) is given by11,33
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Wqr (z )
+∞
2
=
(−1)n z , n|ρrq |z , n ,
π n=0
(32)
where ρrq = |zrr
qq z| is the density operator and |z , n = D(z )|n are the displaced
+
∗
number states (D(z ) = ez a −z a is the displacement operator).
The last expression can also be written as:
Wqr (z )
where
+∞
2
=
(−1)n |rq z |z , n|2 ,
π n=0
r
q z |z , n
and
m|D(z )|n =
=
+∞
m=0
(33)
r∗
Cmq
m|D(z )|n
⎧
⎪
n! − |z |2 m−n m−n 2
⎪
⎪
⎪
e 2 (z )
Ln (|z | ) ,
⎪
⎨ m!
⎪
⎪
⎪
m! − |z |2 ∗ n−m n−m 2
⎪
⎪
e 2 (z )
Lm (|z | ) ,
⎩
n!
(34)
for m ≥ n ,
(35)
for m ≤ n ,
2
where Lα
k (|z | ) are the generalized Laguerre polynomials.
Using Eqs. (34) and (35), we can rewrite Wqr (z ) as
Wqr (z ) =
where
+∞ +∞
2 r∗ r
C C (−1)n χmn (2z ) ,
π m=0 n=0 mq nq
χmn (z ) = m|D(z )|n .
(36)
(37)
Wqr (z ) and ρrq contain the same information, thus it can deﬁne the state of
the system completely. Wqr (z ) is a function, which can take negative values in
some regions of the phase–space. This negativity is a signature of the non-classical
character of the state (quantum interference).
The existence of quantum interference occurs by canceling some of the probability values of quadratures, which implies the existence of areas where Wqr (z ) is
negative. It is said that Wqr (z ) is a quasi-probability distribution. This is in fact the
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Fig. 7. Wq (z ), z = √1 (x + ip) for the M-type q-coherent states |zq for diﬀerent values of the
2
deformation parameter q and the amplitude z.
Fig. 8. Wq+ (z ), z = √1 (x + ip) for the M-type even superposition |z+
q for diﬀerent values of
2
the deformation parameter q and the amplitude z.
Fig. 9. Wq− (z ), z = √1 (x + ip) for the M-type odd superposition |z−
q for diﬀerent values of
2
the deformation parameter q and the amplitude z.
amount to be most similar conventional probability distribution in the phase–space.
A classical probability distribution, however, is always positive. It is the existence
of these negative probabilities that signals the deeply non-classical nature of some
ﬁeld states.
Figures 7–9 show, each, several plots for the Wigner function in phase–space
for the three particular cases: q-coherent states, even superposition of q-coherent
states and their odd superposition, respectively.
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The ﬁgure shows that the deformation does increase the non-classicality of the
diﬀerent states. In fact, Fig. 7, shows the remarkable feature that the q-coherent
states possess a Wigner function which is negative in some regions of the phase–
space, which is an indicator of the non-classicality of such a state. This remarkable
as it is in total contrast with the limiting case q = 1 in which the Wigner function
is non-negative conﬁrming the well-known classicality of (undeformed) coherent
states. This does conﬁrm some previous results which were obtained using a diﬀerent
approach in the framework of quantum information theory.34
For the superposition of (undeformed) coherent states however, it is well known
that they exhibit some non-classical features. However, the eﬀect of the deformation, as seen in Figs. 8 and 9, is in some sense to enhance this non-classicality
(quantumness). This can be justiﬁed by observing that for the same conditions, the
volume of the negative part of the Wigner function, increases as the deformation
increases. As a matter of fact, it is believed that the volume of the negative part of
the Wigner function can be used as a measure of the non-classicality of states.35
5. Conclusion
In this paper, we studied the optical properties in the general case of the superposition of q-deformed coherent states |zrq associated with given values of the
parameters (z , r, θ and φ). We have shown that these states are highly non-classical
states (quantum states) or at least exhibit more non-classical features than their
undeformed counter parts.
The study was conducted by studying the behavior of the uncertainty relations
and the behavior of the Wigner function for deformed coherent states as well as
odd and even superposition of such states. We recover the well-known feature of the
(undeformed) coherent states, that their superposition exhibits quantum features
even though the states are classical. In the case of deformed states, these feature are
enhanced by considering superpositions of such states. It is noteworthy that this
study does conﬁrm some previous results that were obtained using a totally diﬀerent
approach in the framework of quantum information theory34 in which it was shown
that using q-coherent states, one can achieve higher rates of entanglement than the
undeformed case.
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