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SOMMAIRE
Dans ce memoire, les algebres inclinees amassees aimables sont classifies.
Celles-ci sont precisement de type An et A n . La demonstration decrit explicitement le carquois lie de ces algebres et fait usage de 1' extension par relations
definie par Assem, Briistle et Scruffier. II est egalement prouve que celles-ci
s'apparentent aux algebres obtenues a partir de triangulations du disque et
du cylindre.
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INTRODUCTION
Depuis leur introduction en 2002 par Fomin et Zelevinsky (voir [FZ]), les algebres amassees ont attire les chercheurs de nombreux domaines des mathematiques. Certains en cherchent des applications, d'autres tentent de mettre
au jour leurs proprietes.
L'un des outils employes a cette fin est la categorie amassee introduite par
Buan, Marsh, Reineke, Reiten et Todorov (voir [BMRRT]). Des categories
amassees sont nees les algebres inclinees amassees (voir [BMR]). Le nom
de ces algebres rappelle la ressemblance de leur construction avec celle des
algebres inclinees (voir, par exemple, [ASS]).
Parmi les facettes de l'etude de ces structures se trouve celle de la theorie des
representations. L'une des questions a laquelle ce travail cherche a repondre,
dans un cas bien particulier, concerne le carquois lie des algebres inclinees
amassees.
Un autre aspect de l'etude des algebres amassees est d'ordre geometrique.
Fomin, Shapiro et Thurston (voir [FST]) ont etabli un lien avec les triangulations de surfaces avec bords. En definissant des relations pour des carquois
provenant de telles triangulations, il est possible d'obtenir une algebre. Ceci
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avait ete fait par Caldero, Chapoton et Schiffler dans le cas du disque (voir
[CCS]). Une autre question traitee par ce memoire concerne les algebres inclinees amassees obtenues a partir de triangulations.
Le memoire est organise comme suit.
Le chapitre 1 sert a fixer les notations et rappeler les resultats essentiels de
la theorie.
Le chapitre 2 introduit les modules d'extensions de deux fagons differentes
et demontre l'equivalence des deux definitions.
Le chapitre 3 rappelle les notions necessaires de la theorie des algebres inclinees et inclinees amassees. Un lien entre les deux, developpe dans [ABS], y
est egalement enonce.
Le chapitre 4 contient la demonstration du resultat principal de ce memoire.
Enfin, le chapitre 5 developpe un lien entre les algebres traitees au chapitre
4 et les triangulations du disque et du cylindre.
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CHAPITRE 1
Algebres, modules et categories
Les objets d'etude principaux de ce memoire sont les algebres et leurs modules. Ce chapitre ne pretend pas servir de reference sur ces sujets; les definitions et les resultats importants de la theorie sont supposes connus du
lecteur. L'objectif est plutot de fixer les notations.
1.1
Notions de base
Dans ce travail, le mot anneau signifie toujours anneau commutatif et unifere.
De meme, le terme k-algebre designe toujours une k-algebre associative et
unifere.
Soit k un anneau. Soient A et B deux A;-algebres. Les notations / : A —&gt; B
f
et A
*- B designent toutes deux un morphisme de fc-algebres / allant de
A vers B.
Le terme ideal designe toujours ici un ideal bilatere. La notation I&lt;A exprime
le fait que / est un ideal de A. Dans ce cas, la k-algebre quotient de A par /
3
s'ecrit A/1.
Soit maintenant A une &pound;;-algebre fixe. L'appellation A-module sous-entendra
toujours A-module a droite. Si M est un A-module, alors la notation MA
servira parfois a souligner ce fait. De la meme fagon, ^ M designera un Amodule a gauche.
Si B est une autre fc-algebre, 1'ecriture BMA est une abreviation pour B-Abimodule.
Etant donnes un A-module M et un sous-module N de M, le module quotient
de M par N s'ecrit
M/N.
Comme pour les morphismes de fc-algebres, les notations / : M —&gt; N et
M
*- N designent un morphisme de A-modules / allant de M vers N.
L'ensemble des morphismes de M vers A^ s'ecrit HomA(M, N). Cet ensemble
est un k-module.
La serie d'exemples qui suit contient de nombreux concepts qui seront utilises
dans la suite de ce travail.
Exemples 1.1.1
1. Si k est un corps, alors toute k-algebre A est, en
particulier, un k-espace vectoriel. La dimension de A sur k sera appelee
la dimension de la k-algebre A.
2. Soient A et B deux k-algebres. Le produit Ax B est une k-algebre pour
Vaddition et la multiplication terme a terme. Une k-algebre A telle que
A = A' x A&quot; entraine que A' = 0 ou A&quot; = 0 est dite connexe.
3. Soient M un A-module et X un sous-ensemble de M. Le module en-
4
gendre par X est le module
n
&lt; X &gt; = {N Xidi\n &gt; l,Xi G X,cii &pound; A pour tout i allant de 1 a n}.
Un ensemble de generateurs de M est un sous-ensemble X de M tel que
&lt; X &gt;= M. S'il existe un ensemble de generateurs de M ne contenant
qu'un nombre fini d'elements, alors le module M est dit de type fini.
La notion de generateurs d'un ideal est definie de facon analogue.
4- Un module simple est un module n'ay ant d'autre sous-modules que luimeme et 0.
5. Un sous-module maximal d'un module M est un sous-module propre L
de M tel que si L' est un autre sous-module satisfaisant aux inclusions
LQV
et L' C M, alors L = L' ou L' = M.
L'intersection de tous les sous-modules maximaux de M est un sousmodule de M, appele le radical de M et denote par rad M. Celui-ci
possede de nombreuses proprietes dont il sera fait usage plus loin.
6. Soient M et N deux A-A-bimodules. Soit HomA{M, N) I'ensemble des
morphismes de M vers N consideres comme des A-modules a droite.
Cet ensemble est un A-module a droite si la multiplication par un scalaire est definie par
(fa)(x) =
f(ax),
pour tout f dans HomA(M, N), tout a dans A et tout x dans M. De
meme, il est un A-module a gauche pour la multiplication par un scalaire definie par
(af)(x) =
5
a(f(x)).
Deplus, ces deux operations sont compatibles; en effet, si f G Hom^M,
a,b 6 A et x € M, alors
(a(fb))(x) = a((fb)(x)) = a(f(bx)) = (af)(bx) =
((af)b)(x).
Par consequent, HoniA(M, N) est un A — A-bimodule.
7. Une suite exacte est une suite de morphismes
f-2
• • •
j-,
*• h i _ \
/-l
f0
&gt;• t,Q
fl
*• t i \
*- • • •
telle que pour tout I G Z , I'egalite Im fi = Ker / j + 1 est verifiee. Une
suite exacte ayant la forme
0
L
M
N
•+0
est appelee une suite exacte courte.
8. Soit
{MA}AGA
une
famille de A-modules. Leur produit direct est note
FLeA M\ et leur somme directe, &reg; A e A M\.
9. Soient Li,L2
et M trois A-modules. Soient f\ : L\ —&gt; M et f2 :
L2 —&gt; M deux morphismes. Un produit fibre de f\ et f2 est un triplet
(P,Pi,p2),
oil P est un A-module, p\ : P —&gt; L\ et p2 : P —&gt; L2 sont
deux morphismes tels que fipi = f2p2,
de sorte que si (Q,qi,q2)
est
un autre triplet satisfaisant aux memes conditions, alors il existe un
unique morphisme f : Q —&gt; P tel que qi = Pif et q2 = p2f. Le tout
est illustre ci-dessous :
N),
// est possible de demontrer que le produit fibre de deux morphismes
A-modules
existe toujours et est unique, a isomorphisme
Le produit fibre (P,Pi,P2)
de
pres.
est calculi de la facon suivante.
Soit &pound;i :
Li &copy; L2 —&gt; Li la projection
canonique, pour i valant 1 et 2. Alors
P est le noyau du morphisme
f\l\
sont les compositions
de I'inclusion
— f2&pound;2&gt; et 'es morphismes
p\ et p2
de P dans Li &copy; L2 avec &pound;i et &pound;2,
respectivement.
La notion duale est celle de somme amalgamee.
Dans ce travail, les categories seront souvent notees avec la police suivante :
A, B, C, V, et ainsi de suite.
Soient C et V deux categories. Le terme foncteur
toujours un foncteur
de C vers T&gt; designera
covariant. Lorsque les foncteurs etudies seront contra-
variants, cette information sera precisee. Dans les deux cas, la notation employee pour designer un foncteur F est F : C —&gt; V ou C
E x e m p l e s 1.1.2
morphismes
*- T&gt; •
1. La categorie Algk a pour objets les k-algebres et pour
les morphismes
de k-algebres.
2. Etant donnee une k-algebre A, la categorie Mod A a pour objets les Amodules et pour morphismes les morphismes
de A-modules.
La categorie
mod A est la sous-categorie pleine de Mod A ayant pour objets les Amodules de type fini.
3. Soit A une k-algebre et soit M un A-module.
Le foncteur Hom,A(M, —)
de Mod A vers Mod k envoie chaque module N vers Hom,A{M, N) et
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chaque morphisme f : N —&gt; P vers le morphisme
HomA(M, f) : HomA(M, N) —&gt; HomA(M, P)
qui envoie un morphisme g vers
fog.
Le foncteur contravariant HomA(—, M) est defini de fagon similaire.
4- Soit A une k-algebre, oil k est un corps. Le foncteur contravariant
D = HomA(—, k) est un foncteur de mod A vers mod A0&reg;'. Pour le voir,
il faut noter qu'en vertu de Uexemple 1.1.1 (6), pour tout A-module M,
le k-espace vectoriel HomA(M, k) est un A-module a gauche.
1.2
Carquois et representations
L'etude des algebres sur un corps algebriquement clos peut se faire a l'aide
d'un outil appele carquois.
Definition 1.2.1 Un carquois est un quadruplet Q = (Qo,Qi,s,b),
ou
- QQ est un ensemble dont les elements sont appeles sommets ;
- Qi est un ensemble dont les elements sont appeles fleches;
- s : Qi —&gt; Qo est une fonction qui associe a chaque fleche a sa source
s(a);
- b : Qi —&gt; Qo est une fonction qui associe a chaque fleche a son but b(a).
L'ensemble des combinaisons lineaires formelles de chemins d'un carquois Q
est note kQ; muni de la juxtaposition des chemins et de l'addition, il forme
une A;-algebre appelee algebre des chemins de Q.
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Exemple 1.2.2 Soit le carquois 1-&laquo;
2^
3 ^ — 4 - Un calcul montre
que I'algebre des chemins de ce carquois est isomorphe a T^(k), I'algebre des
matrices 4 x 4 triangulaires superieures.
L'ideal engendre par les fleches de kQ est note 1Z.
Definition 1.2.3 Un ideal I de kQ est dit admissible lorsqu'il existe un
entier m&gt;2tel
que
TZm C / c K2.
Dans ce cas, I'algebre kQ/I
est appelee une algebre de carquois lie, et le
couple (Q, I) est appele un carquois lie.
Exemple 1.2.4 Soit le carquois de I'exemple 1.2.2. L'ideal I =&lt; afi &gt;
engendre par le chemin a/3 est un ideal admissible, car 1ZA — 0 est inclus
dans I et a(3 € 1Z2.
Le theoreme suivant dit que l'etude des fc-algebres peut se restreindre a
l'etude des A;-algebres de chemins, si k est un corps algebriquement clos.
Theoreme 1.2.5 Solent k un corps algebriquement clos et A une k-algebre
sobre (voir la definition 1.3.3) et connexe de dimension finie sur k. II existe
un carquois Q et un ideal admissible I de kQ tels que A = kQ/I. De plus,
\Qo\ = |{ei,e 2 , - -., en}\, oil {ei, e%,... ,en} est un ensemble complet d'idempotents primitifs deux a deux orthogonaux de A, et les fleches de i vers j sont
donnees par une base de ei{rad
A/rad2A)ej.
9
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Pour le reste de cette section, il sera suppose que k est un corps algebriquement clos.
Definition 1.2.6 Soit (Q,I) un carquois lie. Une representation M du carquois est constitute
- pour chaque sommet x de Q, d'un espace vectoriel Mx;
- pour chaque fleche a : x —&gt; y de Q, d'une application lineaire ipa : Mx —•
My, de sorte que si &pound; &quot; = 1 a^a^ ... a{ji e /, alors ^ &quot; = 1 ipaij. ... ^ai2fail =
0.
II sera alors ecrit M =
{(Mx,(pa)}xeQojaeQl.
Lorsque tous les Mx sont de dimension finie, la representation M est dite de
type fini.
Les representations servent a etudier les modules sur kQ/I.
En fait, d'une
certaine fagon, les representations sont les modules sur kQ/I. En outre, il
existe un concept de morphisme de representations.
Definition 1.2.7 Soit (Q J) un carquois lie. Soient M — {(Afx, ^a)}xeQo,aeQi
et N = {(Nx,-0a)}xeQo,aeQi deux representations de
(Q,I).
Un morphisme de representations de M vers N est une famille f = {fx :
Mx —&gt;
NX}X(&pound;QQ
d'applications lineaires telles que, pour toute fleche a :
x —&gt; y de Q, I'egalite fy(pa — ipafx est respectee.
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Les representations du carquois lie (Q,/), munis des morphismes de representations, forment une categorie, notee Rep(Q,/). La sous-categorie pleine
des representations de type fini est notee rep(Q, / ) .
Theoreme 1.2.8 Les categories Rep(Q,I)
et Mod kQ/I sont equivalentes.
II en va de meme pour les categories rep(Q, /) et mod
kQ/I.
Inequivalence du dernier theoreme sera utilisee implicitement au cours de
ce memoire : les concepts de module et de representation seront souvent
confondus.
Une derniere definition relative aux carquois sera necessaire pour la suite.
Definition 1.2.9 Soient Q et Q1 deux carquois. Un morphisme de carquois
/ : Q —&gt; Q' est defini par deux fonctions / 0 : Q0 —&gt; Q'0 et / i : Qx —&gt;
Q[ telles que pour toute fleche a de Q, les egalites fo(s(a)) = s(fi(a))
fo(b(a)) = b(fi(a))
et
tiennent.
Un isomorphisme de carquois est un morphisme de carquois f tel que /o et
/ i sont des bisections.
1.3
Modules projectifs et resolutions
Les modules projectifs sont d'une importance cruciale pour le reste de ce
memoire.
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Definition 1.3.1 Un A-module P est dit projectif si, et seulement si, pour
tout epimorphisme u : M —&gt;• N de A-modules et tout morphisme f : P —&gt;
N, il existe un morphisme f : P —&gt; M tel que uf = f.
p
/.
A'
f
•
'
M ^ T -+N-
3&laquo;-
o
Le theoreme suivant exprime l'importance des modules projectifs de type fini
pour decrire une algebre.
Theoreme 1.3.2 Soient k un corps et A une k-algebre de dimension finie.
Soit {ei, e 2 , . . . , e n } un ensemble complet d'idempotents primitifs deux a deux
orthogonaux. Alors
1. pour chaque i G { 1 , 2 , . . . , n), &amp;iA est un A-module projectif indecomposable ;
2. le A-module AA est isomorphe a &reg;&quot; = 1 etA. De plus, les e{A sont independants du choix des idempotents, a permutation et isomorphisme
pres.
Ce theoreme permet d'enoncer la definition suivante.
Definition 1.3.3 Soit A une k-algebre, et soit {ei,e2,.. • ,en} un ensemble
complet d'idempotents primitifs deux a deux orthogonaux. La k-algebre A est
dite sobre lorsque, pour tous i,j G {1,2, . . . , n } ; etA n'est pas isomorphe a
6jA lorsque i est different de j .
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La notion duale de module projectif est celle de module injectif.
II est possible de decrire les representations des modules projectifs (et injectifs, par dualite), comme le fait la proposition suivante. Cette description
permettra un travail direct sur ces representations plus tard.
Proposition 1.3.4 Soit k un corps algebriquement clos, et soit A = kQ/I
une k-algebre. Soit {ei,e 2 ,... ,e n } un ensemble complet d'idempotents primitifs deux a deux orthogonaux.
1. Soit M — (Mj,(pa) une representation de (Q,I).
Le radical de M est
(Jj, ipa), ou Jj — Ylia-t &gt;j Im ^a et &quot;0a est la restriction de ipa a Js(a)2. Le module simple associe a et est M = (Mj, &lt;pa), ou chaque Mj est nul,
sauf Mi, qui vaut k.
3. Le module projectif indecomposable etA est P = (Pj,&lt;pa), oil Pj est
I'espace vectoriel ay ant pour ensemble de generateurs Vensemble des
classes de chemins de i vers j , et pour chaque fleche a : j —&gt; I de Q,
(pa : Pj —&gt;• Pi est la multiplication a droite par a + I.
m
rr
0
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Exemple 1.3.5 Soit A = kQ/I, ou Q est le carquois 1
*• 2 - — &gt; • 3
*• 4
et I est Videal engendre par (3*/. Les modules projectifs indecomposables sont
Pi=
k — ^ k -J-^ k - ^ 0 ;
P3= 0 ^ - 0 - ^ - f c ^ - f c
P2 = 0 - ^ k - ^ k - ^ - 0 ;
;
P
4
=
0
-^-0^-0^-fc.
Le concept de resolution projective d'un A-module est defini dans les pages
qui suivent. Une methode de calcul est egalement etablie.
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Definition 1.3.6 Soient M et P deux A-modules, oil P est projectif. Soit
f : P —&gt; M un epimorphisme de A-modules. he couple (F, / ) est appele une
couverture projective de M si, et seulement si, tout morphisme h : L —&gt; P
tel que fh est un epimorphisme est lui-meme un epimorphisme.
Par abus de langage, le module P et le morphisme / seront parfois appeles
separement des couvertures projectives de M.
Dans ce travail, k est souvent suppose etre un corps algebriquement clos.
Pour cette raison, la proposition suivante sera utile.
Proposition 1.3.7 Si k est un corps et A est une k-algebre de dimension
finie, alors tout A-module de type fini admet une couverture projective.
Exemple 1.3.8 Soit k un corps. Une methode de calcul de la couverture
projective d'un A-module de type fini M est la suivante.
D'abord, la couverture projective d'une somme directe est la somme directe
des couvertures projectives des facteurs directs.
Ensuite, si M est un module simple associe a Uidempotent e, alors sa couverture projective est (eA,p), ou p : eA —&gt; eA/radeA
est la projection
canonique.
Finalernent, il suffit de savoir que M admet la meme couverture projective
que M/rad M, et que celui-ci est semisimple (c'est-a-dire qu'il est une somme
directe de modules simples), et tous les cas sont traites.
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Dans le cas ou k est algebriquement clos et A est une algebre de carquois lie,
la proposition 1.3.4 permet d'effectuer concretement ce calcul.
Definition 1.3.9 Soit M un A-module. Une resolution projective de M est
une suite exacte de la forme
r,
&lt;^3
*- P2
d,2
T-,
di
^ Pi
j-.
d0
_
*• M
&gt;- P0
*• 0,
ou Pi est un A-module projectif pour chaque entier naturel i.
La meme suite exacte est appelee une resolution projective minimale lorsque
chaque couple (Pi,dt) est une couverture projective de Ker
d^i.
Proposition 1.3.10 Si k est un corps et A est une k-algebre de dimension
finie, alors tout A-module de type fini admet une resolution projective minimale.
Definition 1.3.11 Soit M un A-module. Le plus petit entier n tel qu'il existe
une resolution projective
0
Pn
Pi
Po
M
0
de M, s'il existe, est appele la dimension projective de M et il est note
dp M. Si un tel entier n'existe pas, alors la dimension projective de M est
dite infinie.
Remarque 1.3.12 Ces definitions se dualisent pour obtenir les concepts
d'enveloppe injective, de resolution injective et de dimension injective.
15
Exemple 1.3.13 Soit A le quotient de I'algebre du carquois de I'exemple
1.2.2 par I'ideal admissible de I'exemple 1.2.4- Une resolution projective minimale du module simple au sommet 4 est donnee par
0
1.4
P2
^3
PA
*• S4
&raquo;• 0.
Algebres aimables
Une classe d'exeraples importante pour ce memoire est celle des algebres dites
aimables. Pour cette section, k sera toujours un corps algebriquement clos et
A, une &pound;;-algebre de dimension finie.
Definition 1.4.1 ([AS]) L'algebre A est dite aimable si, et seulement si,
il existe un carquois lie (Q, I) tel que A = kQ/I
et satisfaisant aux quatre
conditions suivantes :
( G l ) pour chaque sommet x de Q, il existe au plus deux fleches ayant x
comme source et au plus deux fleches ayant x comme but;
(G2) I est engendre par des chemins de longueur 2;
(G3) pour chaque fleche a de Q, il existe au plus une fleche (5 et au plus
une fleche 7 telles que ct(3 El et ja E I;
(G4) pour chaque fleche a de Q, il existe au plus une fleche (5 et au plus
une fleche 7 telles que a(3 &lt;&pound; I et *ya &pound; I.
Le carquois lie (Q, I) sera alors appele une presentation aimable de A.
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E x e m p l e 1.4.2 L'algebre de carquois lie suivante est une algebre aimable :
\ 7
&amp;/
•
—
a
&gt;• •
•
&lt;5\
5 - •
/ -
liee par a5 = JL = Se = 0.
Les algebres aimables font partie d'une classe plus grande, celle des algebres
de corde. En outre, il existe une description complete des modules indecomposables de type fini sur une algebre de corde. Ceux qui seront utiles pour
ce travail sont les modules dits de corde.
Definition 1.4.3 Soit A une k-algebre aimable, et soit (Q, I) une
presenta-
tion aimable de A. Une corde dans (Q, I) est une suite
to — ax a2 . . . am ,
oil
- m est un entier strictement
positif;
- pour chaque i €E { 1 , 2 , . . . , m}, cti est une fleche de Q;
- pour chaque i € { 1 , 2 , . . . , m}, e* € { — 1 , 1 } ;
- pour chaque i 6 {1, 2 , . . . , m — 1}, si Si = — &pound;i+\, alors cti 7^ ai+i
',
- en posant s{j3~l) = b{0) et b(P~l) = s(/3) pour toute fleche (3, pour chaque
i G {1, 2 , . . . , m — 1), I'egalite b(a&pound;ii) — s(cu^,11) est verifiee; et
- pour chaque i e {1, 2 , . . . , m — 1} et chaque j e {1, 2 , . . . , m — i}, si Si =
ei+i = ... = ei+j = 1, alors atai+i...
ei+j = -I,
alors ai+j ... ai-ion &pound; I .
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ai+j
&lt;fc I, et si e, = ei+i = ...
=
L 'entier m sera appele la longueur de la corde to. Par convention, les chemins
triviaux sont egalement des cordes, et leur longueur est nulle.
Remarque 1.4.4 Soit A = kQ/I
une algebre aimable, oil (Q,I)
est une
presentation aimable de A. Soit w = a^a^2 • - • cxf^ une corde dans (Q, I), oil
les &lt;Xi sont des fleches de Q et oil les Si valent —1 ou 1. A la corde w peut
etre associe un carquois (lineaire) Qw defini comme suit :
- (Qw)o = { l , 2 , . . . , m + l } ;
- pour chaque i € {1, 2 , . . . , m}, si &pound;; = I, alors il existe une fleche Pi de i
vers i + I, et si e, = — I, alors il existe une fleche pi de i + 1 vers i.
De plus, il existe un morphisme de carquois fw : Qw —• Q defini par
(fw)o(i) = *(&quot;{')&raquo; (fw)i(Pi) = ai Pour chaque i G {1, 2 , . . . ,m} et (fw)0(m +
1) = 6(&lt;4&raquo;).
A chaque corde est associee une representation (et done un module), comme
le decrit la definition suivante.
Definition 1.4.5 ([BR]) Soit (Q, I) une presentation aimable d'une k-algebre
A. Soit UJ = of^OL^ • • • Q^m
une
cor
de dans (Q, I).
A la corde LO sont associes un carquois Q^ et un morphisme de carquois
fui '• QUJ — &gt; Q comme dans la remarque 1.4-4Le module de corde associe a UJ est le module M{uo) dont la representation
(Mj, ipp) est decrite ci-dessous.
Pour chaque i € QQ, soient j \ &lt; ji &lt; . . . &lt; jt les sommets de Q^ tels
que leur image par f^ est i. Le k-espace vectoriel Mi a alors pour base
\zjn
z
j2-&gt; • • • i
z
ieJ-
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Soit maintenant (3 : j —&gt; &pound; une fleche de Q. Pour chaque fleche 7 de Q^
telle que (A,) 1(7) = /?, il est pose ^ ( ^ ( 7 ) ) = z&amp;(7).
Enfin, il est possible de definir (p(z) par (p(z) — 0 pour tous les autres vecteurs
z de la base de My Ceci donne une representation du module M(u&gt;).
Exemple 1.4.6 Soit A I'algebre aimable de I'exemple 1.4-2. Le module M(f3~~15)
a pour representation
k
k.
Theoreme 1.4.7 ([BR]) Dans une algebre aimable, tout module de corde
est indecomposable.
De plus, les morphismes entre deux modules de corde peuvent etre entierement decrits, comme le montre le prochain resultat.
Proposition 1.4.8 Soit A = kQ/I une algebre aimable, oil (Q, I) est une
presentation aimable de A. Soient w et w' deux cordes dans (Q, I). Une base
de Hom^(M(w),
M(w'))
est donnee par I'ensemble des triplets (T, T ' , / ) , oil
- T et T&quot; sont des sous-carquois connexes et non vides de Qw et de Qwi,
respectivement;
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- / : T —• T&quot; est un isomorphisme de carquois tel que fw&gt; &deg; f — fw &gt;
- si une fleche a de Qw est telle que 6(a) est dans T, alors a est dans T;
- si une fleche a' de Qwi est telle que s(a') est dans T&quot;, alors a' est dans V.
Pour un tel triplet, le morphisme F : M(w) —&gt; M(w') correspondant est
defini de la facon suivante.
Pour chaque sommet i de Q, le morphisme Fj : (M(w))i —&gt; (M(w'))i envoie
Velement de la base Zja vers Zf(ja^ si j a est un sommet de T, et vers 0 sinon.
DEMONSTRATION
Ceci est une application du theoreme de [C] aux algebres
aimables.
1.5
Notes bibliographiques
Un traitement des algebres et des modules est donne dans [Alj. Les notions d'algebres connexes et sobres, de modules indecomposables, de modules
simples, de modules projectifs et de modules injectifs y sont en outre introduces et etudiees. La theorie des categories necessaire a l'etude des modules
est egalement presentee.
Une etude plus approfondie des categories est effectuee, par exemple, dans
[Mi] dans le cas general et dans [BK] dans le cas des categories de modules.
Un expose sur l'histoire du sujet est donne dans [Kj.
L'utilisation des carquois lies pour l'etude des algebres est decrite dans [ASS].
Les algebres aimables ont ete introduites dans [AS] pour l'etude des algebres
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preinclinees de type A n . Elles sont un cas particulier des algebres de corde
etudiees dans [BR].
Les preuves des theoremes, propositions et exemples 1.1.1, 1.3.2, 1.3.7, 1.3.8
et 1.3.10 se trouvent dans [Al]; celles de 1.2.5, 1.2.8 et 1.3.4, dans [ASS] et
celle de 1.4.7 est dans [BR]. Le resultat de 1.4.8 decoule d'un theoreme plus
general demontre dans [C].
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CHAPITRE 2
Extensions
L'objectif du present chapitre est de donner deux definitions des modules
d'extensions et de demontrer leur equivalence. Ce travail, assez long, est
rarement effectue jusqu'au bout dans tous les details. Ce chapitre se veut
une presentation suffisament precise des notions qui seront necessaires a la
suite du memoire.
La presentation est surtout basee sur celle de [Mi].
Tout au long de ce chapitre, k designera un anneau commutatif et A, une
&pound;;-algebre.
2.1
Premiere definition : suites exactes
Soient M et N deux A-modules. Soit n un entier positif et non nul. L'objet
d'interet ici est l'ensemble des suites exactes de la forme
0
-TV
^El
*E2
*En
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-M
-0
(*)•
Une premiere definition introduit deja un outil de comparaison de telles
suites.
Definition 2.1.1 Solent e\ et e2 deux suites exactes comme ci-dessous. Un
morphisme de suites exactes est une famille {/&raquo; : Ei —• E\ \ i = 1,2,..., n}
faisant commuter le diagramme
ei :
0
*• Ei
E2
&gt;•
&gt;• En
0
/n
es :
o
E[
E2
•••—
E'n
- 0.
Un tel morphisme est dit a bouts fixes lorsque fy et fn sont les morphismes
identite.
II est plus facile d'etudier l'ensemble des suites exactes de la forme (*) en
introduisant une certaine relation d'equivalence.
Une relation est d'abord donnee par la definition suivante. Soient les suites
exactes
&pound;l:
0
TV
Ex
&gt;• E2
^2 :
0
N
E[
E'2
-
-
^ En
*- M
- E'n
M
*• 0
&gt;• 0.
II sera dit que la suite ej_ est en relation avec e^ lorsqu'il existe un morphisme
a bouts fixes de ej_ vers e2Cette relation est reflexive et transitive, mais n'est pas symetrique, comme
le montre l'exemple suivant.
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et
Exemple 2.1.2 Soit A Ualgebre des chemins du carquois 1-&laquo;
2
&lt; a
3•
Soient e&plusmn; et e^ les suites exactes
:
0
vS x
^1-
0
^Sl==—S1
a
^M{a/3)
*M{p)&reg;S3
-
^S3
* S3
-0,
S3
-0.
Dans ce cas, e^ est en relation avec e&plusmn;, mais {'inverse n'est pas vrai.
Une relation d'equivalence est alors formee ainsi: les deux suites e&plusmn;et e^ sont
dites equivalentes, ce qui est note par e\_ ~ e^, lorsqu'il existe un entier k &gt; 1
et des suites exactes / o , / i , • • • ,/fc de sorte que :
- fo = eiet
fk = e2)
- pour chaque i &pound; { 0 , 1 , . . . , k — 1}, il existe un morphisme a bouts fixes de
U vers fi+i ou de / ^ vers fc.
La construction ci-haut est en fait la cloture symetrique et transitive de la
relation decrite plus tot. Ceci entraine la proposition suivante.
Proposition 2.1.3 La relation ~ est une relation d'equivalence.
L'ensemble des classes d'equivalence de telles suites s'ecrit Ext^(M, N).
2.1.1
Suites exactes courtes
Certains resultats s'appliquant aux suites exactes courtes pourront servir a
l'etude des suites exactes plus longues. Les prochaines lignes ont pour but de
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presenter quelques tels resultats. Pour cette sous-section, e&plusmn;_ et &pound;2 seront les
suites exactes courtes illustrees ci-dessous :
f
„
9
ei :
0
N-
M
0,
e2:
0
N' - ^ E1 - ^ * - M'
0.
E
II est bon de noter que, pour les suites exactes courtes, le lemme des cinq
implique que le morphisme central de tout morphisme de suites exactes a
bouts fixes doit etre un isomorphisme (voir les notes bibliographiques pour
le lemme des cinq).
Lemme 2.1.4 Soit (a, /?, 7) un morphisme de e\ vers e^. II existe une unique
suite exacte courte e faisant commuter le diagramme ci-dessous :
el :
^1'-
0
N' - 1 — E' - ^ M'
-0,
et de sorte que 5'S = j3.
DEMONSTRATION
Le module E et les morphismes ~g et 6' sont obtenus en
prenant le produit fibre des morphismes g' et 7 (voir 1.1.1 (9)). Le morphisme
/ est alors deduit de la propriete universelle du produit fibre, en considerant
les morphismes / ' et 0 : N' —&gt; M.
Le morphisme 5 est obtenu au moyen de la propriete universelle du produit
fibre appliquee aux morphismes g et f3; de ce fait, S'8 = /3. Jusqu'ici, tous
les carres sont commutatifs, sauf celui en haut a gauche.
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Or, il faut rioter que -y(gf) = 0 = (g'f')a. En vertu de la propriete universelle
du produit fibre, il existe un unique morphisme u : N —• E tel que ~gu — gf
et 5'u = fa.
Comme 5f et fa respectent tous deux ces egalites, ils doivent
etre egaux, en vertu de l'unicite.
Enfin, pour montrer l'unicite de e, il faut supposer l'existence d'une autre
suite exacte
&pound;:
0
^N'-^~E'-J^M
-0
et de deux morphismes 5&quot; : E —&gt; E et 5&quot;' : E —&gt; E', avec 6'&quot;8&quot; = ft,
faisant commuter le diagramme precedent.
Comme ^fg' = g'S'&quot;, la propriete universelle du produit fibre entraine l'existence d'un morphisme a : E —&gt; E tel que g~' = ga et 8'&quot; = 8'a.
De plus, / est l'unique morphisme tel que ~gf = 0 et 5'f = / ' . Or, g~af =
g'J = 0 et S'af = 8&quot;'j' = / ' . Done af = J.
Par consequent, (idN',a,id,M) est un morphisme de suites exactes a bouts
fixes de e^ vers e. L'unicite est ainsi prouvee.
La suite e du lemme precedent s'ecrira, de fagon equivalente, ae&plusmn; ou 627.
R e m a r q u e 2.1.5 Le module E est egalement la somme amalgamee de f et
a.
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Exemple 2.1.6 Soit A = kQ, ou Q est le carquois 1
Soient e la suite exacte
0
M(/?7) —^
M(ap-f) ^ — Si
7
0
*• 2
*- 3
*- 4 •
•0,
et h : M(a(3) —&gt; Si, ou f,g et h sont les morphismes naturels decrits en
1.4.8.
Le calcul de eh s 'effectue en trouvant le produit fibre de g et h au moyen de
la methode donnee en 1.1.1 (9). Ce calcul est illustre ci-bas,
(1 0)
( 0 )
&quot; ( 1 ) l( l
k
2
?)
(1 0)
*• k
*- k
k2
*• k2
0)
(1 0)
*- k
(1 - 1 )
ou la matrice I
) est le morphisme associe a la fleche a sa gauche et
a sa droite, et oil tous les morphismes non decrits sont les identites ou les
morphismes nuls. La deuxieme representation a partir du haut est celle du
produit fibre, et celle du haut est isomorphe. Or, celle du haut est celle du
module M(aP'j) &copy; M(f3). Par consequent, eh a la forme
0
M(/? 7 )
&gt;• M(a(3~f) &copy; M{(3)
M(a0)
0.
Quelques proprietes importantes pour la suite sont enumerees dans le prochain lemme.
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Lemme 2.1.7 Soit e\ la suite definie plus haut. Soient a : N —&gt; N', a' :
N' —&gt; N&quot;, 7 : M' —&gt; M eti:
M&quot; —&gt; M' des morphismes.
1. eiidM = e&plusmn; et id^e^ = e^.
2. ej_(7'7) = (ei7')7 et (a'a)ei = a'(aei).
3. (aei)7 = a(ei7).
DEMONSTRATION
Les proprietes 1 et 2 se demontrent aisement. Pour mon-
trer 3, il s'agit de remarquer que le diagramme du lemme 2.1.4 entraine
l'existence d'un morphisme (a, (5,7) de e^ vers ae&plusmn;. Appliquant le lemme
2.1.4 a ce morphisme, le diagramme
&pound;l7 :
0
&gt;• N
*• E'
^ M'
&gt;• 0
a
E.'-
0
*N'
^~E
*M'
^0
7
aei:
Q
^ N&gt;
_ E&quot;
^M
^0
est obtenu. Celui-ci montre que (aei)y = ~e[ = a{e\^).
•
2.1.2
Le cas general
Pour cette sous-section, ex et e2 seront les suites exactes
&pound;L :
0
*• N —f&plusmn;+ Ei - ^ * E2 -^*
&pound;2:
0
^JV-^&pound;i — &pound; &pound; —
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*- En - ^ M
^E'n^+M
*• 0
-0,
et
oii n est un entier strictement positif.
Une fagon de travailler avec de telles suites consiste a les decomposer en
suites exactes courtes.
Definition 2.1.8 Etant donnees deux suites exactes
e:
0
~N-^EX-^E2-^
/:
0
- M - ^ - ^ - ^ &pound;
2
—
^Em-^M
-0
- K - ^ M '
-0,
et
le produit ef est la suite exacte
ej_ •
0
&gt;- N
&gt;- Ei
&gt;- E2
^E[-^*Ef2-^*
=
*• Em
*E'n-^M'
3
-0.
Ce produit est compatible avec ~. Pour le montrer, il sera utile de poser
la convention suivante : si s = (id^, Si, 52, • •., sm, idu) est un morphisme a
bouts fixes de e vers e^, et si t = (idM, h, h, • • •, tn, idu1) en est un autre de
/ vers f_, alors st designe le morphisme a bouts fixes (idx, si, s 2 , . . . , sm, t\,
t 2 , - • •, in, idM&gt;) de ef_ vers e'f.
Soient eg ~ e^+i et f0 ~ /fc+i- II existe des suites exactes ei, e 2 , . . . , e^, / i , / 2 ,
. . . , /fc et des morphismes a bouts fixes so, si, - • •, Sj entre les e$ et to, i i , . . . , &pound;&amp;
entre les /, venant de la definition de ~ . Alors les morphismes s0idf0, siidf0,
..., Sjidfo,idej+1t0,
idej+1ti,...,
idej+1tk montrent que e 0 / 0 — ej+ifk+i.
La suite e^ peut ainsi s'ecrire comme le produit / i / 2 . . . /„, ou
fi:
0
^Ker/i
E{
29
-Im/*
-0,
pour i = 1, 2 , . . . ,ra.
Cette decomposition permet, en outre, la multiplication des suites exactes par
des morphismes. Celle-ci se fait de la fagon suivante : si a e Hom^iV, N') et
P € Hom A (M', M), alors
aei = (ajjjh
...fn,eteip
= fxh • • • fn-i(fnP),
ou la multiplication des suites exactes courtes par des morphismes a ete
definie dans le lemme 2.1.4.
2.1.3
La structure de /c-module
II est maintenant possible de definir les operations conferant a Ext^(M, N)
une structure de fc-module. Dorenavant, lorsqu'une suite exacte sera consideree, il sera entendu qu'il s'agit de sa classe d'equivalence. Les suites e\
et &pound;2 seront definies comme dans la sous-section precedente, et s'ecriront
comme des produits de suites exactes courtes comme suit : t\ — / 1 / 2 . . . fn
et &pound;2 = &pound;1^2 • • • On •
La multiplication par un scalaire est la plus facile a definir. Etant donne un
scalaire A e k, il suffit de poser
Aei = ( ( A i d j v ) / l ) / 2 • • • fn = / 1 / 2 • • • / n - l ( / n ( A t t J j l f ) ) .
La definition de l'addition demande plus de travail. II faut d'abord definir
une premiere operation &copy;, appelee pre-somme, comme suit :
&pound;1 &copy;&pound;2 =
0
&gt;• N&reg;N
&raquo;- EY &reg; E[
*•
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^ En &copy; E'n
&gt;• M&reg;M
&gt;• 0,
ou les morphismes sont les sommes directes de ceux de ej_ et e^.
Soient maintenant V : N&reg;N —• TV le morphisme (1,1) et A : M —• M&reg;M
le morphisme (1,1)*.
La somme de deux suites de Ext^(M, N) est alors definie comme suit :
e i + &pound; 2 = V(ei&copy;e2)A.
II est aise de montrer que cette addition est compatible avec ~.
Plusieurs proprietes de cette addition sont demontrees dans le lemme suivant.
Letnme 2.1.9 Soient e&plusmn; et e?_ les suites exactes definies precedemment, et
soit &pound;3 une troisieme suite exacte ayant les memes bouts.
1. ei + (e2 + e&pound;) = (ei + eg) + e$.
2. ei + ea = ej + e&plusmn;.
3. ei_ + 0 = ei, ou 0 est la suite exacte
0
-TV — T V
-0
-0
^M^M
-0'.
4- (a + P)e&plusmn; = aej_ + (3ej_ et e^(a + j3) = e^a + ei/5.
5. a(e&plusmn; + &pound;2) = aei_ + cte^ et (ej_ + 62)0; = e^a + e 2 a.
6. ei + ( - &pound; i ) = Q .
DEMONSTRATION
Tout au long de la demonstration, l'observation suivante
sera utile : si a et a' sont deux morphismes, alors (a?&copy;a')(ei&copy;e2) = aei@a'e2.
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1. D'abord,
a +(^2 +&pound;3) =
ei + V(e2 0e3)A
=
V(e1eV(e2&copy;es)A)A
=
V((zdeV)(eie(e2&copy;e3))(ideA))A
=
V(zd0V)(ei&copy;(e2&copy;e3))(zdeA)A.
Dememe, (e^ + e ^ + e a = V(V &copy; id)((ei &copy; eo_) &copy; &pound;3)(A &copy; id)A.
II suffit alors de remarquer que V(V &copy; id) = V(zd &copy; V) et que (A &copy;
id) A = (id &copy; A) A pour obtenir le resultat.
2. Soit r le morphisme de matrice I
et
AT
j . II est a noter que r V = V
= A.
La commutativite est d'abord prouvee pour les suites exactes courtes.
Si n = 1, alors il existe un morphisme
(T,T,T)
de e&plusmn; &copy; e^ vers &pound;2 &copy; e^.
Appliquant le lemme 2.1.4 a ce morphisme, l'egalite rei ffie2 = e2&copy;eir
est obtenue. Comme r V = V et A r = A, ceci donne Ve^ &copy; e^A =
Ve2 &copy; e^A, d'ou e^ + &pound;2 = e^ + e&plusmn;Maintenant, si n &gt; 1, alors e^ = / i / 2 . . . fn et e2 = g\Qi • • • gn, ou les
ft et ^ sont des suites exactes courtes. Avec ces hypotheses, e\ &copy; e^ =
(/1 &copy;fl'OC/z&copy; #2) • • • (fn &copy; &lt;7n)- Ceci mene a la suite d'egalites
r(fl &copy; &lt;?l)(/2 &copy; 52) • • • (/n &copy; 0n)
=
=
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(#1 &copy; / l ) r ( / 2 &copy; 92) • • • (/n &copy; 0n)
( # l &copy; / l ) ( S 2 &copy; / 2 ) T . . . (/„&copy;&lt;?„)
(9l&reg;fl)(92@f2)...(gn&reg;fn)T.
L'egalite voulue est obtenue en multipliant par V a gauche et par A a
droite.
3. II est a noter que, dans le cas ou n = 1, la suite 0 est donnee par
(1,0)'
0
(0,1)
^N^^NQM-^M
-0.
Dans cette situation, le diagramme ci-bas montre que 0 + e^ — e^en
effectuant les multiplications par V et A :
0 — ^ N &copy; JV — ^ (N &copy; M) &copy; Ei - ^ - M &copy; M •
/l4
M&reg;El
•N-
hs
M&reg;M-
ha
/o
0
ou hi
0
•N-
1 0
0 0
0 /o.
\ h - /
X
— Ex —
0 1 0
0 0 fi
ho
&deg;
et
0
A
h
j
•o,
h*
&quot;3 =
0 1 0
/o 0 1
h4
/IR6 =
( /
Le meme type de calcul donne le resultat pour n &gt; 1
4. Seule la premiere egalite sera demontree; la seconde se prouve de fagon
analogue. De plus, seul le cas n = 1 sera traite; les autres cas decoulent
du meme calcul.
Le morphisme (A, A, A) de e\ vers e\ &copy;ei et le lemme 2.1.4 entrainent
que Ae^ = ej_ &copy; e\ A. II en decoule la suite d'egalites
{a + /3)ei =
V(a&reg;(3)Aei
=
V(a&copy;/3)(eieei_)A
=
V(aei&copy;/3ei)A
=
ae\ + fiei.
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5. Seule la premiere egalite sera demontree; la seconde se prouve de fagon
analogue. De plus, seul le cas n = 1 sera traite; les autres cas decoulent
du meme calcul.
D'abord, il faut rioter que a V = V(a ffi a). De la decoule la suite
d'egalites
a(ei + e2) =
a?V(ei&copy;e2)A
=
V(a&copy;ct)(ei&copy;e2)A
=
V(aei&copy;a;e2)A
=
ae&plusmn; + ae^.
6. D'abord, il faut montrer que Oe^ = e^O = 0, ce qui decoule d'un calcul
simple. Ensuite, il suffit de remarquer que 0 = 0ei_ = (1 — 1 ) ^ = ej_—e^,
en vertu de (4).
Remarque 2.1.10 line suite exacte e a laquelle est multipliee a gauche (ou
a droite) la suite nulle 0 donne la suite nulle. En effet, Oe = (00)e = 0(0e) =
Q.
Avec ces proprietes en main, il devient facile de montrer le resultat suivant.
Proposition 2.1.11 Muni des operations definies plus haut, ExtnA{M, N) est
un k-module.
DEMONSTRATION
Decoule de 2.1.7 et de 2.1.9.
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2.2
Seconde definition : Horn
La seconde definition des modules d'extensions utilise le foncteur Horn.
Definition 2.2.1 Soient M et N deux A-modules.
—*• r2
&gt;- P\
&raquo;- P0
Soit
*• M
*• 0
une resolution projective de M. Le foncteur contravariant Hom,A{—, TV) induit
le complexe
0
&gt;• HomA(M, TV) - ^ * - HomA(P0,
TV) - ^
HomA{Pu
TV)
&gt;
oup* = HomA(pi, TV) pour chaque entier naturel i. Le ne module d'extensions
de M par TV est defini par
AV
Im HomA(Pn,
N)
pour tout n entier et superieur a zero.
Cette definition confere a E x t ^ ( M , TV) une structure naturelle de A;-module,
car il s'agit du quotient de deux A;-modules. II est a noter que la definition
ne depend pas de la resolution projective choisie.
2.3
Equivalence des deux definitions
L'objectif de cette section est de demontrer l'equivalence des definitions donnees dans les sections 2.1 et 2.2. Pour ce faire, le ne module d'extensions de
la definition en 2.2 sera temporairement note &pound; x t ^ ( M , TV).
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II suffira de demontrer l'existence d'un isomorphisme de A;-modules entre
ExtnA(M, N) et SxtA(M, N). Soit
e:
„
,
0
&raquo;- N
So
r
,-,
5l
*- &pound;„
&gt;- &pound;1
*• M
*- 0
un element de Ext^(M, N). Le diagramme suivant, ou la ligne du haut est
une resolution projective de M, permet d'associer a e un morphisme de Pn
vers N :
Pn + l
,-,
•Tn+1
_,
Pn
*• rn
Pn-1
J-,
* rn-\
Pi
&gt;-
PO
n
— * • P0
. ,
_
&raquo;• M
*- 0
M
*0.
/n
0
,
r
90
'
91
Sn-1
„
En effet, chaque P{ etant projectif, l'existence des morphismes /o, / i , . . . , fn
est garantie, et ceux-ci font commuter le diagramme. Par consequent, fn o
p n + i = 0; en d'autres termes, fn e Ker RomA(pn+i,
N).
Les morphismes / o , / i , • • •, fn obtenus ci-haut ne sont pas uniques. Soient
fbi f[•&gt;••• •&gt; fn d'autres morphismes faisant commuter le diagramme. L'idee est
de construire des fonctions s0, si,...,
sn, ou So : M —&gt; En, Si : Pj_i —&gt; En-i
pour i &pound; { 1 , 2 , . . . , n - 2} et s n _ x : P n _i —&gt; N, de sorte s ^ + gi+isi+i
=
/ i - / / .
Cette construction s'effectue par recurrence. D'abord, g0f0 = gofb = Po, d'ou
9o(fo ~ fb) = 0, et done Im (/„ - f'Q) C Ker g0 = Im gx.
Le module P0 etant projectif, il existe si : PQ —&gt; En tel que g\S\ — fo — f0.
Maintenant, si St est connu pour 0 &lt; k &lt; m + 1, alors
Im (/ m + 1 - f'm+1 - sm+1pm+1)
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C Im gm+2 = Ker p m + 1 .
En effet,
9m+l\Jm+\
— Jm+l
~ Sm+lPm+l)
Par consequent, il existe sm+2
s
m+lPm+l
=
~ Jm+l)
—
=
9m+l{fm+l
—
(fm
— fm)Pm+l
~ (fm
~
fm)Pm+l
—
(fm
— fm)Pm+l
~ (fm
—
fm)Pm+l
=
0.
: Pm+i —&gt; En-m-2
( j m ~~ fm ~
tel que gm+ism+2
s
mPm)Pm+l
+
Jm+l ~~ Jm+l*
La construction est done completee par recurrence.
En outre, fn-fn
= snpn, d'ou fn - fn &lt;G Im HomA(p„, TV). Ceci montre
que l'element fn + Im Hom^Pn, TV) est uniquement determine par e dans
&pound;xt&pound;(M, iV).
Ann d'avoir une fonction de Ext^(M, TV) vers &pound;xt^(M, TV), il faut verifier que
fn ne depend pas du representant de la classe de e. Pour ce faire, soient e' et
e&quot; deux suites exactes telles qu'il existe des morphismes e —&gt; e' et e&quot; —• e
a bouts fixes.
Dans le premier cas, la composition des ft avec le morphisme e —&gt; e' donne
un diagramme a carres commutatifs, et la fonction /„ demeure la meme. D'ou
e' determine le meme element de &pound;xt^(M, TV) que e.
Dans le second cas, l'argument ci-haut donne que e determine le meme element de &pound;xV\(M, TV) que e&quot;, d'ou le resultat.
Ainsi, la fonction $ : Ext^(M, TV) —&gt; Sxt\(M, TV) associant a chaque element de e la classe du morphisme fn construit plus haut est correctement
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definie.
Une fonction ty sera maintenant construite. II sera montre que \I&gt; est un
morphisme de fc-modules et qu'il s'agit de l'inverse de 4&gt;.
Soit / € Ker Hom^(p n+ i, N); autrement dit, / est un morphisme de P n vers
N tel que f opn+1 = 0, et done que Im pn+i Q Ker / . Or, Im pn+i = Ker pn.
Par consequent, il existe un unique epimorphisme
Im pn ^ PjKer
pn —&gt; P n /Ker / = Im / .
Soit / la composition de cet epimorphisme avec l'inclusion de Im / dans N.
Soit maintenant p la suite exacte
P:
0
&gt;• Im pn
*- P n _i
*• P n _ 2
*•
Po
*• M
*• 0.
II s'avere que la classe de la suite exacte fp est un element de Ext^(M, N).
Par consequent, une fonction Ker HornA(pn+i,N)
—&gt; ExtA(M,N)
vient
d'etre construite.
Soit maintenant / ' G Im Homyi(p„, N); autrement dit, / ' se factorise par pn.
Ceci entraine l'existence d'un morphisme g : Pn-i —• A^ tel que f' = g opn.
De plus, il existe un unique epimorphisme Im pn —&gt; Im / ' . Soient /
sa
composition avec l'inclusion Im / ' —&gt; N et i : Im pn —&gt; Pn-i l'inclusion
canonique. Soit y e Im pn. II existe x G Pn tel que y = pn(x). Par consequent,
gi(y) = gi(pn(x)) = g{pn{x)) = f'(x) = 7 {pn(x)) = 7{v)Ainsi, gi = f , d'ou / se factorise par i.
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Un calcul de somme amalgamee montre alors que
/'( 0
** Im pn — ^ P n _!
est la suite exacte scindee 0
^ Im pn-i
&gt;• 0 )
-*- N 0 Im p n _i
N-
*- Im p n _ !
0,
d'ou / e = 0, en vertu de 2.1.10.
Ceci montre l'existence d'une fonction # : &pound;xt&pound;(M,JV) —• Ext^(M,7V)
associant a chaque classe / + Im Hom^(p n , N) la classe de la suite fe.
De plus, comme ( / + / ' ) e = fe+f'e
et (A/)e = A(/e) pour chaque morphisme
/ , chaque morphisme / ' , chaque scalaire A et chaque suite exacte e, en vertu
de 2.1.7 et 2.1.9, \1/ est un morphisme de ^-modules.
II ne reste done qu'a montrer que $ et ^ sont mutuellement inverses pour
prouver l'isomorphisme entre &pound;xt^(M, N) et Ext^(M, N).
Soit e e Ext^(M, N). Alors &lt;3&gt;(e) a la forme / + Im RomA(pn, N). Le morphisme / induit un diagramme commutatif
0
7-)
Im pn
7
0
•+N
Pn
K
7~j
Pn—1
n-1
*&quot; -rV,.-i
fn
Pi
—
i,
PO
Po
^-M
/n-1
v
—
9o
92
91
De plus, ^($(e)) = \&amp;(/ + Im HomA(pn, AT) est egale a la suite exacte du
haut multipliee par / a gauche. II faut noter que, en vertu de l'unicite de la
suite exacte courte construite en 2.1.4 et en vertu du diagramme ci-haut, la
suite 0
N-
9o
/(o-
*• Ei
&gt;- Coker g0
Imp„
Pn-l
&gt;- 0 est egale a
Coker j
Ceci donne lieu au diagramme commutatif suivant :
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•o).
r\
T
r-,
•?
0 - — • • l m pn
Pn-l
j-)
Pn
^ Pn_!
*- Pn
^•
•• M
— ^ P0
&gt;• 0
fn
90
AT
I?
Pi
P n _ 1
O&quot;
Po-
fn-1
0
N-
90
E1
9i
Po
M
^0
/o
9n-l
91
E-2
9n
^En^^M
&gt;0.
Ainsi, il existe un morphisme a bouts fixes de la suite du centre a celle du
bas, done elles sont equivalentes. Mais celle du centre est ^($(e)) et celle du
bas est e. Done * o $ est l'identite de Ext^(M, N).
Soit maintenant un element / + I m Hom^Pn, N) de &pound;xt^(M, N). Alors # ( / +
lm HoniA(pn, N)) est la suite du bas dans le diagramme commutatif
rv
T
•?
r&gt;
0 - — * • l m pn
N-
Pn
9o
D
Pn—1
&gt;• P n _ !
&gt;• Pn
E1
-P„_i
•
Pn-l
-^Po-^M
Pi
-0
PO
Po^^M
-0
Evidemment, dans ce cas, il existe un diagramme commutatif
P
1
0
Pn
&gt; p
n
l
n
N-^E,
Pn
n
Pi
Pn-1
*~ Pn-l
&raquo;
Pn-l
Pn-l
Pi
r,
^ Pn
Po
&gt;•
M
PO
P Q ^ ^ M
0.
Ainsi, $ ( * ( / + lm Hom A (p n , AT))) = / + lm EomA(pn, N), d'ou $ o $ est
l'identite de &pound;xt&pound;(M, AT).
L'isomorphisme entre &pound;xt^(M, A/&quot;) et Ext^(M, A&quot;) est done demontre.
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2.4
Notes bibliographiques
Ce chapitre suit essentiellement la presentation donnee dans [Mi]. L'auteur
n'y presente que la structure de groupe abelien des modules d'extensions,
mais demontre des resultats plus forts et le fait dans un cadre plus general,
celui des categories abeliennes.
Le lemme des cinq est demontre, par exemple, dans [Al].
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CHAPITRE 3
Algebres inclinees et inclinees
amassees
Ce chapitre comporte deux volets. D'une part, les modules inclinants seront
introduits afin de definir le concept d' algebre inclinee. D'autre part, les algebres inclinees amassees seront presentees avec certaines de leurs proprietes.
Pour ce chapitre, k sera un corps algebriquement clos.
3.1
Algebres inclinees
La definition des algebres inclinees necessite le concept de module inclinant
sur une algebre.
Definition 3.1.1 ([HR]) Soit A une k-algebre. Un A-module T est dit inclinant lorsque
(11) la dimension projective de T est inferieure ou egale a 1;
(12) Ext\(T,T)
= Q; et
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(13) il existe une suite exacte courte
0
AA
&gt;• T'
- T&quot;
*• 0,
oil T' et T&quot; sont des modules dont les facteurs directs sont des facteurs
directs de T.
II est a present possible de definir ce qu'est une algebre inclinee.
Definition 3.1.2 Soient Q un carquois fini et acyclique et kQ son algebre
des chemins. Une algebre inclinee de type Q est une algebre isomorphe a
I'algebre d'endomorphismes d'un module inclinant sur kQ.
Le module inclinant de la definition precedente sera toujours suppose tel
qu'une decomposition en facteurs directs n'exhibe pas deux facteurs directs
distincts isomorphes.
Le theoreme suivant sera utile dans la suite.
Theoreme 3.1.3 Soit A une algebre inclinee de type Q. II existe un Amodule inclinant T tel que End T = kQ.
3.2
Algebres inclinees amassees
Afin d'etudier certaines proprietes combinatoires d'une classe d'algebres appelees algebres amassees, les categories amassees ont fait leur apparition. Sur
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ces categories, des objets inclinants peuvent etre definis, et leurs algebres
d'endomorphismes forment la classe des algebres inclinees amassees.
Plus concretement, soit A une fc-algebre hereditaire, c'est-a-dire que tout
sous-module de A A est projectif. Soit T&gt;b(mod A) la categorie derivee bornee
de mod A. Cette categorie est triangulee; il existe done un foncteur [1], appele
translation, allant de &pound;&gt;6(mod A) vers elle-meme. Un autre tel foncteur est la
translation d'Auslander-Reiten, qui est notee r.
Soit F le foncteur defini par la composition r _ 1 [ l ] .
Definition 3.2.1 ([BMRRT]) La categorie amassee de A est la categorie
quotient
CA = &pound;&gt;6(mod A)/F.
II est a noter que la categorie amassee possede une structure triangulee,
heritee de celle de la categorie derivee. II est possible de montrer que la
categorie amassee d'une algebre hereditaire contient des objets inclinants au
sens de la definition suivante.
Definition 3.2.2 ([BMRRT]) Soit CA la categorie amassee d'une algebre
hereditaire A. Un objet T de CA est dit inclinant lorsque Ext^A(T,T)
= 0, et
le nombre de facteurs directs de T est maximal pour cette propriete.
Avec ces concepts en mains, la definition-cle de cette section peut etre enoncee.
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Definition 3.2.3 ([BMR]) Soient A une algebre hereditaire et C&amp; sa categorie amassee. Une algebre C est inclinee amassee de type A si, et seulement
si, il existe un objet inclinant T de CA tel que C = End
cA^)-
Dans le cas ou A = kQ, ou Q est un carquois, il sera egalement dit que C
est une algebre inclinee amassee de type Q.
3.3
Le lien : extensions par relations
II existe un lien tangible entre les algebres inclinees et inclinees amassees.
Celui-ci sera d'une grande importance pour la demonstration du theoreme
principal.
Avant de decrire ce lien, une definition est de mise.
Definition 3.3.1 Soient A une k-algebre et A^-A un bimodule. L 'extension
triviale de A par M, notee A K M, est Valgebre definie comme suit :
- en tant que k-espace vectoriel, A\K M est isomorphe a A &copy; M, et
- la multiplication de deux elements (a,x) et (/?,y) de AK M est donnee par
(a, x)(p, y) = (a(3, ay + x/3).
II est aisement verifie que A K M est effectivement une &pound;;-algebre.
La prochaine definition est une caracterisation des algebres inclinees amassees
qui sera utilisee plus loin.
Definition 3.3.2 ([ABS]) L'extension par relations d'une k-algebre A de
dimension globale au plus 2 est la k-algebre A
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K
EX^DAJA).
Theoreme 3.3.3 ([ABS]) Une algebre A est inclinee amassee de type Q si,
et seulement si, il existe une algebre A inclinee de type Q telle que A soit
I 'extension par relations de A.
Cette caracterisation, tres utile dans la suite, est suivie d'une proposition
donnant des informations sur le carquois lie de l'extension par relations d'une
algebre.
Proposition 3.3.4 ([ABS]) Soit A = kQ/I
une k-algebre de dimension
finie et de dimension globale au plus 2 et soit R un ensemble minimal de
relations pour I. Le carquois de l'extension par relations de A est donne par
les informations suivantes :
- ses sommets sont ceux de Q;
- d'un sommet x vers un sommet y, il y a un nombre de fleches egal au
nombre de fleches de x vers y dans Q, plus la cardinality de eyRex.
Enfin, certaines informations sont connues sur les relations du carquois lie
d'une extension par relations.
Proposition 3.3.5 ([ACT]) Les relations provenant du carquois lie de A
sont preservees dans le carquois lie de son extension par relations.
Cette proposition a certaines consequences pour les algebres aimables.
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Corollaire 3.3.6 Soient A une k-algebre et A son extension par relations.
Si A est aimable, alors A Vest aussi.
Cette section se termine sur un exemple de calcul.
Exemple 3.3.7 Soit I'algebre donnee par le carquois lie
7
—
&gt;
•
)
ou afl — /?7 = 0. Le carquois de son extension par relations est
Les relations du premier carquois sont preservees, vaais il peut en exister
d'autres dans le nouveau.
3.4
Notes bibliographiques
Un traitement de la theorie de l'inclinaison est donne dans [ASS].
Les algebres amassees ont ete introduites dans [FZ]. Les categories amassees
ont vu le jour dans [CCS] (pour le cas A n ) et dans [BMRRT], et les algebres
inclinees amassees ont ete introduites peu apres dans [BMR].
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Les categories derivees sont presentees et approfondies dans, par exemple,
[G], [Har] et [W]. Le cadre de leur etude, celui des categories abeliennes, est
plus general que celui presente dans ce memoire.
Les extensions par relations et leur utilisation dans la caracterisation des
algebres inclinees amassees ont ete introduites dans [ABS].
Une description du foncteur r dans la categorie amassee est donnee dans
[BMRRT]. Enfin, la preuve de 3.1.3 est donnee dans [ASS], celle de 3.3.3 et
3.3.4 est donnee dans [ABS], et celle de 3.3.5 est donnee dans [ACT].
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CHAPITRE 4
Le theoreme principal
Ce chapitre a pour but de presenter la demonstration du theoreme principal
de ce memoire. Le theoreme s'enonce comme suit :
Theoreme 4.0.1 Soit C — kQc/Ic
une algebre inclinee. Soit C son exten-
sion par relations. Les conditions suivantes sont equivalentes.
1. C est aimable;
2. C est inclinee de type An ou An;
3. C est aimable; et
4- C est inclinee amassee de type An ou An.
Trois des quatre implications se montrent aisement; la demonstration de
la quatrieme demande une etude des espaces d'extensions, comme le laisse
deviner la definition de l'extension par relations.
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4.1
Premieres implications
Tout au long du chapitre, C designera une algebre inclinee et C, son extension
par relations.
La premiere implication decoule du resultat suivant.
Proposition 4.1.1 ([S]) Si C est aimable et T est un C-module inclinant,
alors End T est egalement aimable.
Lemme 4.1.2 Si C est aimable, alors C est inclinee de type An ou An.
DEMONSTRATION
Soit A un carquois tel que C soit inclinee de type A.
D'apres le theoreme 3.1.3, il existe un C-module inclinant T tel que End T =
A;A. En vertu de 4.1.1, A;A est une algebre aimable. Ceci implique que A est
un carquois de type A n ou A n .
•
Une autre des implications decoule de 3.3.6 : si C est aimable, alors C Test
egalement.
Enfin, il decoule de 3.3.3 que C est inclinee de type A si, et seulement si, C
est inclinee amassee de type A.
II ne reste done qu'a supposer que C est inclinee de type A n ou An et a
montrer que C est aimable.
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4.2
Extension par relations d'une algebre inclinee de type An ou An
Soit C = kQc/Ic
une algebre inclinee de type A n ou A.n.
D'apres ce qui fut prouve dans la section precedente, C est aimable. De
plus, le carquois de C est connu, ainsi que certaines relations, a savoir celles
provenant de C (voir 3.3.4 et 3.3.5). II s'agit d'etudier les autres relations de
C.
La fagon utilisee pour y arriver est la suivante : decrire explicitement les
nouveaux elements de C, plus particulierement les nouvelles fleches de son
carquois lie, puis en calculer les combinaisons lineaires pour en deduire les
relations.
Deja, certaines informations sont connues. Avant de les enoncer, une definition est de mise.
Definition 4.2.1 Un double zero dans un carquois lie aimable est une marche
de la forme a/3ujry8, ou a, (3, 7 et 5 sont des fleches, to est une composition
de fleches ou d'inverses formels de fleches, a/3 et 7^ sont des relations et u
ne contient aucune relation.
Proposition 4.2.2 ([A2] et [R])
1. Une algebre est inclinee de type An
si, et seulement si, son carquois lie satisfait aux proprietes suivantes :
- il est un arbre;
- il est aimable;
- il ne contient pas de double zero.
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2. Une algebre est inclinee de type An si, et seulement si, son carquois lie
satisfait aux proprietes suivantes :
- il est aimable;
- il ne contient pas de double zero;
- il contient un unique cycle (non-oriente);
- si le cycle ne contient pas de relations, alors toutes les fleches attachees au cycle y entrent, ou toutes en sortent.
Exemple 4.2.3 Soient les algebres donnees par les carquois lies
ap = 0
a/3 = 7&lt;5 = 0
La proposition J^.2.2 implique que la premiere est inclinee de type An, alors
que la seconde est inclinee de type A„.
4.2.1
Suites exactes nulles
Un critere sera necessaire pour determiner si une suite exacte represente
l'element nul de l'espace d'extensions. Le resultat suivant menera a ce critere.
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L e m m e 4.2.4 ([HRS]) Soit un morphisme
0
&gt;- Ker f
f : M — • N. La suite
&gt;• M — ^ N
*• Coker f
exacte
&gt;• 0
represente Velement nul de Ext {Coker / , Ker f) si, et seulement si, il existe
un module X tel que la suite
0
&raquo;- M
*- Im f @X
est exacte, ou f — jp est la factorisation
&raquo;- AT
&raquo;- 0
canonique.
Le lemme suivant donne le critere annonce.
L e m m e 4.2.5 Soit (Q, I) une presentation
aimable de C, et soient a : c —&gt;•
b et (5 : b —&gt; a des fleches de Q. Soient a et r\ des cordes ne passant pas
par b telles que j3a et na sont des cordes. Soit f : M((3o~) —&gt;• M{-qa)
morphisme
un
tel que Im f = S&amp;.
La suite exacte
e :
0
*• Ker f
*• M((5o~) —f-+ M(na)
represente un element non nul de Ext^(Coker
f,Ker
*• Coker f
f) si, et seulement
*• 0
si,
a/3 est dans I.
DEMONSTRATION
En vertu de 4.2.4, la suite e represente un element non
nul de Ext^(Coker / , Ker / ) si, et seulement si, il n'existe pas de suite exacte
courte ayant la forme
0
M((3a) ^ L Im / &reg; X - ^ l M(na)
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-0,
ou / = jp est la factorisation canonique.
Pour la preuve, il sera suppose qu'une telle suite existe. Comme Si, apparait
exactement une fois comme facteur de composition de M{(3a) et M(r]a),
alors il apparait exactement une fois comme facteur de composition de X.
Par consequent, il existe un unique facteur direct indecomposable Y de X
ayant St, comme facteur de composition. Comme p est un epimorphisme,
tandis que (p, &lt;?)* est un monomorphisme, alors g : M(/3a) —&gt; X est un
monomorphisme. Comme 1'evaluation M(Pa)p du module M{(5a) en /? est
non nulle, Xp 7^ 0. Maintenant, Si, est un facteur de composition de Y, d'ou
Yp ^ 0. De la meme fagon, il est montre que Ya ^ 0.
Or, Y doit etre un module de corde ou de bande. Le raisonnement ci-haut
entraine que aft doit se trouver sur une corde ou une bande, ce qui montre
que a(3 &lt;&pound; I.
Reciproquement, si a(5 &lt;&pound; I, alors il existe une suite exacte courte
0
*• M(j3a)
^ Sb &copy; M(r]apa)
&gt;- M(r)a)
^ 0,
d'ou e represente l'element nul de Ext^(Coker / , Ker / ) .
4.2.2
Fleches
Les elements de C correspondant aux fleches de son carquois ordinaire sont
connus. Par definition, C = C K Extj^(DC, C). Les elements de C correspondant aux anciennes fleches de C s'ecrivent sous la forme (a, 0), ou a est une
fleche de C.
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Les nouvelles fleches proviennent de relations de C. En eflfet, pour toute
relation afl de G allant de x vers y, il existe une fleche &pound;,ap allant de y vers
x dans C.
Cette nouvelle fleche est un element de eyCex, qui s'ecrit comme la somme
directe eyCex &copy; eyExt^(DC, C)ex. Or, d'apres 4.2.2, le carquois lie de C ne
contient pas de double zero. Par consequent, il ne peut exister de chemin
non nul de y vers x dans C, d'ou eyCex — 0. De plus, eyEx.t^(DC, C)ex =
Extc(4 5 Py)- L'element ^
fait done partie de l'ensemble 0 &copy; Extfj(Ix, Py).
Le lemme suivant donne la dimension et une base de l'espace d'extensions
implique dans l'expression ci-haut.
Lemme 4.2.6 Soient a : c —&raquo; b et (3 : b —&gt; a deux fleches de C telles que
a/3 e Ic1. La dimension de l'espace vectoriel Ext^(Ic,Pa)
est 1 ou 2. De plus, sa
dimension est 2 si, et seulement si, la situation suivante se produit dans
le carquois lie de C :
^
x
7
S
^y
^
&gt;-x,
oil 7 et S sont des fleches, rj et a sont des chemins (peut-etre
triviaux)
et oil aucune relation n'est contenue dans n ni dans a.
2. Si la dimension de l'espace est 1, alors une base est donnee par la suite
&amp;i •
0
&gt;• Pa
&gt;• M(Pa)
&gt;• M(na)
Ic
ou r] et a sont des chemins tels que Ic = M(n) et Pa = M(o~).
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&raquo;- 0,
3. Si la dimension de I'espace est 2, alors une base est donnee par les
suites
&pound;1 :
0
e2:
0
&quot; Pa —*• M(pa)
*Pa
^M{a8~x)
* M(m)
&quot;h
^M^rj)
*- 0
&gt; Ie
*0,
oil 7, 6, T) et a sont comme sur la figure en 1.
DEMONSTRATION
1. II decoule de 3.3.4 qu'il existe une fleche de a vers c; la dimension
de I'espace ne peut done pas etre nulle. D'autre part, comme C est
aimable et son carquois lie ne contient pas de double zero, la situation
de la relation a/3 peut etre illustree comme ci-dessous.
Ce diagramme permet de calculer une resolution projective minimale
de Ic :
0
_ ? U p ( 2 ) -JH+ P ( i ) _ ? U P(0) - ^ Ic
0.
ou P(2) = M(i&gt;)&reg;M(ri), P ( l ) = M(r1&lt;lyip)@M((T-16-1l37)) et F(0) =
M(t~l5~1'ya0a). II est a noter que certains facteurs directs des termes
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de cette suite peuvent etre mils. L'application du foncteur Hom(—, Pa)
donrie lieu au complexe
-&raquo;- Hom(/c, P„)
a- H n m ( P ( n ) , P „ )
&raquo;- H o m ( P ( l ) , P „ )
s- H o m ( P ( 2 ) , P „ )
Ceci donne l'egalite
F
2,
C{ c
'
aj
Ker Hom(p 3 , Pa)
Im Hom(p 2 , Pa)
Hom(M(0), Pa) &reg; Hom(M(ry), Pa)
Im Hom(p2, Pa)
En outre, F a = M(rf). Par consequent, dim Horn(M(rj), Pa) = 1, et
comme Hom(M(a~16~1(3r]), Pa) est nul, aucun morphisme contenu dans
Hom(M(ry), Pa) ne se factorise par p2.
De plus, Hom(M(^), P a ) est non nul si, et seulement si, j = i. Dans ce
cas, ip n'a d'autre choix que d'etre le chemin trivial en i, et la dimension de Hom(M(ip), Pa) est 1. Comme 'Hom(M(i~1^yij)), Pa) = 0, aucun
morphisme de Hom(M(^&gt;), Pa) ne se factorise par p2.
Ainsi, aucun morphisme de Hom(M(0),P a ) &copy; }lom(M(TJ), Pa) ne se
factorise par p2. La dimension de cet espace est done 1 ou 2, et elle
est egale a 2 exactement lorsque i = j . Dans ce cas, et dans ce cas
seulement, on a la situation voulue
c
d
^b
^a
^e
^j.
2. II suit de 4.2.5 que e&plusmn; n'est pas nul, d'ou le resultat.
3. II suit de 4.2.5 que e&plusmn; et e^ ne sont pas nuls.
II reste a montrer que e2 n'est pas un multiple de e\. La preuve se fait
par contradiction. Soit un scalaire non nul A tel que e2 + Aei = 0. La
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somrae ci-haut est la suite
0
&gt; Pa
*• MiPaS-1) —f-+- M( 7 ~ V )
* Ic
*• 0
ou tous les morphismes sont des multiples des morphismes naturels
entre modules de cordes (voir 1.4.8).
II faut supposer l'existence d'un module X et de morphismes g et h
tels que la suite
0
MtfaS-1)
^
(Sb (BSy)&reg;X
- ^ l M(7&quot; V )
0
est exacte, ou / = jp est la factorisation canonique. Comme Sb apparait exactement une fois comme facteur de composition de M{j3a8~l)
et M(^~lr]a), alors il apparait exactement une fois comme facteur de
composition de X. Par consequent, il existe un unique facteur direct indecomposable Y de X ayant Sb comme facteur de composition. Comme
dans la preuve de 4.2.5, il est possible de montrer que Yg ^ 0 et Ya ^ 0.
Ainsi, a(3 se trouve sur une corde ou une bande, ce qui est absurde, car
af3 est une relation.
Les suites e\ et e% forment done une base de 1'espace d'extensions.
Le travail pour exprimer explicitement les fieches de C n'est pas termine :
bien qu'une base de 1'espace d'extensions soit maintenant connue, il faut
savoir quels elements de cette base peuvent etre choisis pour representer les
fieches de l'algebre. Le lemme suivant effectue ce travail.
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L e m m e 4 . 2 . 7 Soient a : c —&gt; b et (3 : b —&gt; a deux fleches du carquois de C
telles que aft est une relation. Soit &pound;,ap la nouvelle fleche de C
a cette relation. Avec les notations
choisi pour representer
DEMONSTRATION
du lemme 4-2.6, l'element
correspondant
(0, ej) peut etre
&pound;ap.
L'espace 0 &copy; Ext^(/ C , Pa) contient au moins une fleche.
Si sa dimension est 1, alors le resultat est evident.
Si sa dimension est 2, alors le lemme 4.2.6 decrit la situation de la relation
a(5 dans le carquois de C. Deux situations se presentent.
D'abord, il se peut que r\ et a soient des chemins triviaux.
Dans ce cas, deux nouvelles fleches de a vers c sont ajoutees au carquois. Les
elements (0, &pound;i) et (0, e^) peuvent done tous deux etre choisis pour representer
des fleches de C.
Ensuite, il se peut que r\ et a ne soient pas tous deux triviaux. Dans ce cas,
le lemme 4.2.6 implique que la dimension de E x t ^ ( / x , P 2 ) est 1, et qu'une
base en est donnee par l'element
&sect;!_:
0
Pz
M(S)
M(7)
Ix
0.
D'apres le raisonnement ci-haut, l'element (0, eQ represente la nouvelle fleche
de z vers x. De plus, un calcul montre que (cr, 0)(0, e^)(?y, 0) = (0, e&pound;).
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Comme Tun de r\ et a est non trivial, par hypothese, l'un de (0,77) et (0, a)
se trouve dans rad C. Par consequent, (0, e^) E rad2(7.
Ceci entraine que (0,ej_) G rad C \ rad 2 C; autrement dit, (0, e j peut etre
pris pour representer la nouvelle fleche de a vers c.
4.2.3
Relations
Les fleches de C etant decrites explicitement, il ne reste qu'a calculer leurs
combinaisons lineaires pour determiner les relations.
Lemme 4.2.8
1. Soient a;i,a;2,... ,ujn des chemins de x vers y dans le
carquois de C (et done aussi dans celui de C) et Ai, A2, • • •, An € k.
Alors X^Li ^i( w ti 0)
=
0 dans C si, et seulement si, X)&pound;=i-V^t = 0
dans C.
2. Soient a : c —&gt; b et (5 : b —&gt; a deux fleches du carquois de C
telles que aj3 est une relation. Soit (0,ei) Velement representant la
nouvelle fleche associee a cette relation, ou e&plusmn; est comme dans 4-2-6.
Alors (0,ei)(a,0) = 0 et (/?,0)(0,ei) = 0.
3. L'ideal IQ est engendre par les relations de C et celles de la forme
decrite en 2.
DEMONSTRATION
1. Ceci decoule de 3.3.5.
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2. En voyant a comme un element de End DC, plus precisement comme
un morphisme de Ib vers ICl il est possible de calculer exa, ce qui donne
la suite exacte
0
Pa
ou Ib =
*• M(pa)
M(?7Q;7~V~1)-
*- M(r]a) &copy; M(ipi)
*• h — ^ 0,
Cette suite represente l'element nul, en vertu
de 4.2.4 et du fait que la suite
0
&raquo;• M(pa)
*• Sb &copy; M(w(3a) &copy; M{r]a)
^ M((frf) &copy; M{r}a)
*• 0
^•••
est exacte. Ainsi, (0, ei)(a&gt;, 0) = 0.
D'une fagon duale, il est possible de montrer que (/?, 0)(0,e^) = 0.
3. II suffit de montrer que les nouvelles fleches du carquois de C ne se
retrouvent pas dans d'autres relations que celles decrites en 2. La preuve
se fait par contradiction.
Premierement, soit w une relation monomiale (differente de celles en 2)
contenant des nouvelles fleches. Cette relation doit contenir exactement
une nouvelle fleche &pound;, correspondant a une relation a/3; dans le cas
contraire, le carquois lie de C contiendrait un double zero. Soit w = u^v,
ou u et v sont des chemins non nuls de C. Soit e\ la suite comme dans
4.2.6 correspondant a &pound;. Alors (u, 0)(0, e^)(f, 0) = (0, ue^v), ou ue^v est
la suite
0
&gt;- M{u-lu')
*• M(/3u~lu')
&raquo;- M(v'v-la)
*• M(v'v~l)
avec v! et v' des chemins du carquois de C. La figure illustre la situation,
ou af3 = 7'5' = 0, la derniere fleche de u et la premiere de t forment
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&gt;• 0 ,
une relation, de meme que la derniere de v et v' et la premiere de w' et
w, respectivement.
w
v
P
&lt;
w
a
5'
I
f
Le diagramme commutatif suivant est obtenu, ou la premiere ligne est
une resolution projective de M(v'v~l) :
o-
• * P(2) •
(0,9,0)
(/,o)
0
• * P(0)
• * P(l)
9- M(u~ V )
ou P(2) = M(t)&reg;M(t'),
-&raquo;-0
(h,e)
M(v'v~la)
P(l) =
-^M^'u-1)
M{v'v~l)
-s-0,
M(w'w)&reg;M(z~11-1(3t)&reg;M(z'-i5't')
et P(0) = M(z~17~1a~1'i&gt;'u;)&reg;M(2:'~17/~Vtt/), et tous les morphismes
non nuls sont ceux decrits en 1.4.8. II a ete vu que (/, 0) ne peut se factoriser par p%, done la suite exacte du bas n'est pas nulle. Les relations
decrites en 2 sont done les seules relations monomiales.
Soit maintenant une relation minimale ayant la forme Yl^Li ^iwii
ou
chaque \ est un scalaire non nul, chaque Wi est un chemin du carquois
de C et m &gt; 2. Au moins un des Wi doit contenir une nouvelle fleche,
et comme C ne contient pas de double zero, ceci entraine que chaque
Wi doit contenir exactement une nouvelle fleche, qui sera appelee &pound;j et
qui correspond a une relation a^.
chemins du carquois de C.
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Soit wi = u&amp;Vi, ou Ui et Vi sont des
Comme le carquois de C contient au plus un cycle, m = 2. Par consequent, toute relation minimale est binomiale. Comme k est un corps, il
est permis de supposer que Xi = 1. Si e\ et e2 sont les suites associees
a &pound;1 et &pound;2, respectivement, alors u^e^Vx et Xiu^e^pi sont deux suites de
la forme ci-haut. Leur somme est la suite exacte
&gt;- M(uJ 1 ui)
0
&gt;• M^fcu^uiPi1)
*- M(a.21V2Vyla\)
&gt;- Miyiv^1)
&raquo;- 0.
Une preuve similaire a celle de 4.2.6 (partie 3) entraine que cet element
n'est pas mil, ce qui est absurde. Ainsi, le carquois lie C n'admet pas
de relation binomiale.
Avec ces relations, il devient facile de montrer que C est aimable.
Lemme 4.2.9 Si C est inclinee amassee de type An ou An, alors C est
aimable.
DEMONSTRATION Les relations de C sont connues grace au lemme 4.2.8. De
plus, C est aimable. II suffit done d'observer la situation a chaque sommet
pour verifier si C est aimable. Toutes les situations possibles sont dans le
tableau ci-dessous. Le tableau ne contient que la moitie des cas; il suffit de
changer le sens des fleches pour obtenir les autres.
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SOMMET X, CARQUOIS DE C
^
X
SOMMET X, CARQUOIS DE C
Pas de nouvelles fleches en x.
^
ap = 0
a
P
^X
ap = 0
-^x-^-+
a(5 = /?7 = 7a = 0
-*x=^-*
—^
a(3 = 0
-^x
-*-x:
&raquo;-
&gt;
7
a/? = /?7 = 7a = 0
&lt;5
a(5 = (5&lt;j) = &lt;t&gt;a — 0
7&lt;5 = 0
7&lt;J — Sip = ^ 7 = 0
Dans le premier et le deuxieme cas, l'absence de doubles zeros dans le carquois
de C entraine qu'il ne peut y avoir de relations de la forme ta&gt;, cy, (5t ou St,
pour une fleche t. Done le carquois de C ne contient pas de nouvelles fleches
passant par x.
Si x est la source d'une fleche a faisant partie d'une relation a/3 dans le
carquois de C, alors x est le but d'au plus une fleche t et ta n'est pas une
relation. Ceci est illustre dans la troisieme ligne du tableau (la fleche sans
nom entre a et 0 peut ne pas etre la). Comme il ne peut y avoir de relation
5L (sans quoi il y aurait un double zero), il existe une seule nouvelle fleche
7 passant par x, tel qu'illustre. De plus, 7a = flj = 0, et la situation au
sommet x est celle retrouvee dans une algebre aimable.
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ete decrites dans [BV]; les auteurs en deduisent que ces algebres sont ai-
mables (voir lemme 4.2.9). La preuve presentee dans cet article differe de
celle contenue dans le present memoire.
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Finalement, si x est le but d'une fleche a et la source de deux fleches (5 et
7, un raisonnement similaire donne que la situation au sommet x est celle
retrouvee dans une algebre aimable.
Done C est aimable.
4.3
Preuve du theoreme principal
Les sections precedentes serviront maintenant a regrouper sous un seul embleme la preuve du theoreme 4.0.1.
DEMONSTRATION
(DU THEOREME
4.0.1)
- reaffirmation 1 entraine l'affirmation 2, en vertu du lemme 4.1.2.
- L'affirmation 2 entraine l'affirmation 4, en vertu du theoreme 3.3.3.
- L'affirmation 4 entraine l'affirmation 3, en vertu du lemme 4.2.9.
- L'affirmation 3 entraine l'affirmation 1, en vertu du corollaire 3.3.6.
4.4
Notes bibliographiques
La preuve de 4.1.1 se trouve dans [S]; celle de 4.2.2, dans [A2] (pour le cas
A n ) et [R] (pour le cas A n ), avec une adaptation tiree de [HL]; celle de 4.2.4,
dans [HRS].
Les relations du carquois lie d'une algebre inclinee amassee de type An ont
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CHAPITRE 5
Algebres et triangulations
L'objet de ce chapitre est d'associer une algebre de carquois lie aux triangulations d'une surface. Les proprietes des algebres ainsi obtenues permettront
l'application des resultats du chapitre precedent.
5.1
Surfaces et triangulations
Une surface est un espace topologique ressemblant localement au plan euclidien. II est bon de rappeler qu'un espace separe est un espace topologique
H tel que, pour tous points x et y de H, il existe un voisinage U de x et un
voisinage V de y avec U D V — 0.
Definition 5.1.1 Une surface S est un espace topologique separe tel que,
pour tout point x de S, il existe un voisinage V de x homeomorphe a un
disque ouvert de 1R2.
Exemples 5.1.2
1. La sphere est un exemple de surface.
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2. Un autre exemple important est celui du tore. Un tore est un espace
topologique homeomorphe au sous-espace
T=
{ ((2 + cos &lt;f&gt;) cos 0,(2 + cos&lt;/&gt;) sin#,sin&lt;/&gt;) | 9, &lt;j&gt; G [0, 2TT[ }
deR3.
D'abord, etant un sous-espace de M3, T est un espace separe.
Ensuite, soit x = ((2 + cos cf&gt;) cos 6, (2 + cos 0) sin 9, sin (f) € T. he
voismage Ux = {
({2+cos{&lt;f)+Acp))cos{9+A9),(2+cos((t)+A(f)))sm(9+
A9),sm((j) + A0))J A9,A(j) G] — | , | [ } de x est homeomorphe a ] —
\i | [
x
] — 2' | [ ' ^
e5
^ ^ s o n t&deg;ur homeomorphe a un disque ouvert du
plan.
Le raisonnement ci-haut montre que T est une surface au sens de la
definition 5.1.1.
3. La somme connexe X#Y
de deux surfaces X et Y est definie de la
facon suivante. Soient D un sous-espace de X et E un sous-espace
de Y tous deux homeomorphes a un disque ouvert du plan. Soit h un
homeomorphisme de la frontiere de D vers celle de E. L'espace quotient
de (X \ D) U (Y \ E) obtenu en identifiant chaque x G D a h(x) G E
est la somme connexe
XjfY.
II est possible de montrer que la somme connexe de deux surfaces est
aussi une surface.
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4- Soit 7i un tore et soit Ti+i = T^Ti
pour chaque entier naturel non
nul i. Pour un entier naturel non nul n, la surface Tn est appelee tore
a n anses.
La definition de surface orientee ne sera pas donnee ici. La classification des
surfaces compactes, connexes et orientees qui suit sera suffisante pour ce
memoire.
Theoreme 5.1.3 Une surface compacte, connexe et orientee est une sphere
ou un tore a n anses.
Sphere
Tore a 2 anses
Pour le reste de ce chapitre, le mot surface designera toujours une surface
compacte, connexe et orientee.
Definition 5.1.4 Une surface avec bord S est un espace topologique separe
tel que, pour tout point x de S, il existe un voisinage V de x homeomorphe
a un disque ouvert de R2 ou a Vespace {(^1,^2) &pound; K-2|pi &gt; 0}.
L'ensemble des points de S ayant un vosinage homeomorphe a un disque
ouvert est appele /'interieur de S; son complement est appele le bord de S.
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Remarque 5.1.5 line surface avec bord pent etre obtenue a partir d'une
surface de la facon suivante. Soit So une surface. Soient F&plusmn;, F2,..., Fn des
sous-espaces disjoints de So homeomorphes a un disque ferme du plan, et soit
F leur union. L'espace So duquel est retire I'interieur de F est une surface
avec bord.
Un chemin entre deux points x et y d'une surface avec bord S est une fonction continue / : [0,1] —&gt; S telle que /(0) = x et / ( l ) = y. La relation
d'homotopie est une relation d'equivalence sur les chemins. En posant egalement que le &quot;chemin inverse&quot; deflni par f'(i) = / ( l — t) est equivalent a / ,
une nouvelle relation d'equivalence est obtenue.
Definition 5.1.6 Soit X un sous-ensemble fini de S. Un arc interne ayant
ses sommets dans X est une classe d'equivalence de chemins de S qui ne
sont pas homotopes au bord de S et qui ne passent par X ou par le bord de
S qu'en leurs extremites.
II sera dit que deux arcs internes ne se croisent pas s'il est possible de prendre
un representant de chacune des classes d'homotopie de sorte que les deux
representants ne se croisent pas (sauf peut-etre en leurs extremites).
Definition 5.1.7 Soient S une surface avec bord et X un sous-ensemble fini
de S. Une triangulation T de S d 'ensemble de sommets X est un ensemble
d'arcs internes ne se croisant pas deux a deux et ayant leurs extremites dans
X, de sorte que tout autre arc ayant ses extremites dans X croise I'un des
arcs de T.
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E x e m p l e 5.1.8 La figure ci-dessus illustre une triangulation
ayant trois composantes
5.2
d'une
sphere
de bord et un sommet par composante de bords.
Algebre de triangulation
Soient S une surface avec bord et M un sous-ensemble flni du bord de 5 tel
que toute composante connexe du bord a une intersection non vide avec M.
Soit T une triangulation de S d'ensemble de sommets M. Le nombre d'arcs
de T est determine par la proposition suivante.
P r o p o s i t i o n 5.2.1 Soient n le nombre d'arcs internes de T, g le genre de
la surface, b le nombre de composantes
connexes du bord et c le nombre de
sommets de M. Alors n = 6g + 3b + c — 6.
Definition 5.2.2 Soit T une triangulation
sommets
d'une surface S d'ensemble
de
M. La fc-algebre de la triangulation T est Valgebre de carquois
A(T) = Q{T)/I(T)
- les points de Q(T)
definie comme suit :
correspondent
aux arcs internes de T;
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- chaque fois que deux arcs internes e et e' font partie d'un meme triangle et
que e est place avant e' dans le sens horaire, il existe une fleche du sommet
rerpesentant e vers celui representant e' dans Q(T). Si un cycle de longeur
2 est forme, les deux fleches qui le composent sont retirees;
- I(T) est engendre par les relations suivantes : si e, e' et e&quot; sont des arcs
internes formant un triangle de T, si x, x' et x&quot; sont les sommets de Q(T)
kur correspondant et si a : x —&gt; x', /3 : x' —&gt; x&quot; et 7 : x&quot; —&gt;• x sont les
fleches de Q(T) resultant du triangle forme, alors a(5, P~f et 7a sont des
relations de I(T).
Les algebres de triangulation ont les proprietes suivantes.
Proposition 5.2.3
1. Q{T) ne contient pas de cycles de longueur 1 ou 2.
2. A(T) est une k-algebre de dimension finie.
3. A(T) est une algebre aimable.
4- Pour toute relation a/3 de I{T), il existe une fleche 7 telle que 7a et @j
sont des chemins correctement definis et sont des relations dans I(T).
DEMONSTRATION
1. Si Q(T) contient un cycle de longueur 1, alors T contient un triangle
dont deux des arcs sont le meme arc a, comme sur la figure.
Comme les deux arcs a sont identifies, le sommet inferieur de la figure
est en fait dans l'interieur de la surface, ce qui contredit l'hypothese que
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tous les sommets se trouvent sur le bord. Le carquois Q(T) ne contient
done pas de cycle de longueur 1.
Par definition, Q(T) ne contient pas de cycle de longueur 2.
2. II suffit de montrer que le carquois lie de A(T) ne contient pas de cycle
oriente sans relations. S'il en existait un, ses sommets correspondraient
a des arcs de T ayant tous un sommet commun, sans quoi une relation
apparaitrait. La figure suivante illustre alors la situation.
'//////7W
Comme a est unn arc appartenant a exactement deux triangles, deux
cas peuvent se produire : les regions 1 et 3 sont connexes, ou les regions
1 et 4 le sont.
Dans le premier cas, les regions 1 et 3 font partie d'un triangle forme par
a, (5 et 7. Celui-ci devrait donner lieu a un cycle oriente de longueur 3.
Cependant, a est place a la fois apres 7 et apres /3 selon le sens horaire,
ce qui est absurde.
Les regions 1 et 4 font done partie du meme triangle. Dans ce cas, le
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cycle contient la relation (3
&raquo;a
^ S , ce qui est une contradiction.
Par consequent, le carquois lie de A(T) ne contient pas de cycle oriente
sans relations, et A(T) est de dimension finie.
3. II est evident que tout sommet de Q(T) est la source d'au plus deux
fieches et le but d'au plus deux fleches. Soit a : x —• y une fleche de
Q(T). Elle correspond a un angle forme par deux arcs internes x et y
dans T. Cet angle est contenu dans au plus un triangle interne de T.
Par consequent, il existe au plus une fleche f3 et au plus une fleche 7
telles que a (3 et 7a sont dans I(T). De meme, il existe au plus un arc
z tel que x, y et z ont un sommet commun et tel qu'il existe une fleche
5 : y —&gt; z dans Q(T). Par construction, aS n'est pas dans I(T). II
existe done au plus une fleche 8 telle que a8 n'est pas dans I(T). De
meme, il existe au plus une fleche 1 telle que tat n'est pas dans I(T)
4. Comme toute relation provient d'un triangle interne de T, le resultat
est evident.
5.3
Mutations
Dans la theorie des algebres inclinees amassees, les mutations ofFrent une
fagon utile de passer d'un carquois a un autre. Pour les triangulations, une
operation similaire existe. Dans la situation presente, il a ete montre que ces
deux concepts sont confondus.
Definition 5.3.1 ([FZ]) Soit Q un carquois. Soit x un sommet de Q. La
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mutation de Q au sommet x, notee fJ.x{Q), est le carquois construit
comme
suit :
1. conserver les sommets et les fleches de Q;
2. changer le sens des fleches ayant x comme but ou comme
3. pour chaque chemin
U
&gt;- x
source;
&raquo;- z dans Q, ajouter une fleche de y
vers z;
4- eliminer les cycles de longueur 2 ainsi formes,
s'il y a lieu.
E x e m p l e 5.3.2 Soit le carquois
Une mutation
au sommet 2 donne le carquois
R e m a r q u e 5.3.3 L'egalite fix(^x{Q))
—Q
es
t toujours
verifiee.
Le theoreme suivant demontre l'importance des mutations pour les algebres
inclinees amassees.
T h e o r e m e 5.3.4 ( [ B M R R T ] ) Soient A et A' deux algebres inclinees
sees de type A. // est possible d'obtenir
le carquois de A' en effectuant
nombre fini de mutations sur le carquois de A.
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amasun
•
Les mutations ne definissent pas d'action sur les relations d'un carquois lie.
Cependant, le theoreme suivant montre que le carquois suffit dans le cas des
algebres inclinees amassees.
Theoreme 5.3.5 ([BIRS]) Deux algebres inclinees amassees ont le meme
carquois si, et seulement si, elles sont isomorphes.
Maintenant, des mutations sont egalement definies pour les triangulations.
Definition 5.3.6 Soit S une surface avec bord et soit M un sous-ensemble
fini du bord de S ayant une intersection non vide avec chaque composante
connexe du bord de S. Soit T une triangulation de S ayant pour ensemble de
sommets M. La mutation de T en un arc x est la triangulation de S obtenue
en retirant x et en ajoutant Vunique arc different de x qui ne croise aucun
des arcs de T (excepte x).
Exemple 5.3.7 La figure suivante illustre une triangulation d'une sphere
avec deux composantes de bord, suivie de sa mutation en 2.
Proposition 5.3.8 ([Hat]) Solent une surface S et un ensemble M comme
ci-haut, et deux triangulations T et X&quot;'. il est possible d'obtenir T' en effectuant un nombre fini de mutations sur T.
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Le lien entre les deux types de mutations est donne dans la proposition
suivante.
Proposition 5.3.9 ([FST]) SoitT une triangulation de carquois Q(T). Soit
x un arc de T. Le sommet correspondant dans Q(T) sera egalement note x.
Alors le carquois de la mutation de T en x est
5.4
fix(Q(T)).
Disques et cylindres
Dans cette section, un lien entre les algebres de surfaces et le theoreme principal de ce memoire est decrit.
Definition 5.4.1 Un disque est une sphere ayant une composante connexe
de bord. Un cylindre est une sphere ayant deux composantes connexes de
bord.
Exemple 5.4.2 L'illustration suivante donne deux representations homeomorphes d'un disque, et deux autres d'un cylindre. Les regions ombragees
correspondent aux bords.
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-&gt;
-&gt;
Les representations de droite seront preferees a celle de gauche dans la suite.
Le theoreme suivant decrit un lien entre les triangulations et les algebres
inclinees amassees.
Theoreme 5.4.3 Une k-algebre est inclinee amassee de type An si, et seulement si, elle est Valgebre d'une triangulation d'un disque. Un carquois Q est
le carquois d'une algebre inclinee amassee de type An si, et seulement si, il
est le carquois d'une triangulation d'un cylindre.
DEMONSTRATION
Soit A une A;-algebre inclinee amassee de type A n ou de
type A n . En vertu du theoreme 5.3.4, A est equivalente par mutation a une
algebre hereditaire de carquois A n ou A n , respectivement. L'ordre des fleches
peut egalement etre choisi comme suit :
t\n
S-
:
A
,
'
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Ces deux orientations proviennent des triangulations suivantes :
Les propositions 5.3.8 et 5.3.9 permettent d'affirmer que ces triangulations
sont equivalentes par mutations a une triangulation associee a A. Ceci montre
qu'un carquois est celui d'une algebre inclinee amassee de type A„ (ou de type
A„) si, et seulement si, il est le carquois d'une triangulation d'un disque (ou
d'un cylindre, respectivement).
II suffit ensuite de remarquer que, dans le carquois d'un disque ou d'une
algebre inclinee amassee de type Ara, toute relation se trouve dans un cycle
de longueur 3, et tout cycle
CK/?7
de longueur 3 engendre les relations a/3, (5^
et ja. Ceci entraine que les relations provenant de la triangulation et celles
provenant de l'algebre inclinee amassee sont les memes, ce qui acheve la
preuve.
5.5
Notes bibliographiques
Un traitement elementaire des surfaces est donne dans [Ma]. Une preuve
du theoreme 5.1.3 y est presentee. Les definitions de surface avec bord et
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d'orientabilite s'y trouvent. Le resultat de 5.4.3 dans le cas A n a ete demontre
dans [CCS], bien que la terminologie d'&quot;algebre inclinee amassee&quot; n'avait pas
encore ete introduite.
La definition du carquois d'une triangulation a ete donnee, pour un cadre
plus general, dans [FST]. Une preuve de 5.2.1 se trouve dans [FG], celle de
5.3.4 se trouve dans [BMRRT], celle de 5.3.5 se trouve dans [BIRS] et celle
de 5.3.8, dans [Hat]. La proposition 5.3.9 a ete enoncee dans [CCS] dans le
cas A n et dans [FST] dans le cas general.
Ce dont il a ete question dans ce chapitre sera traite dans [ABCP].
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CONCLUSION
Plusieurs questions suivent naturellement celles traitees dans ce memoire.
Apres avoir trouve le carquois lie des algebres inclinees amassees de type A n et
A n au chapitre 4, il devient fort tentant de faire le meme travail pour les autres
types. Cependant, la methode de preuve utilisee s'appuyait fortement sur la
classification des algebres inclinees des types prescrits. Sans telle classification
pour un type d'inclinaison donne, l'espoir de generaliser la preuve a ce type
reste maigre.
L'etude des algebres de triangulations laisse voir, quant a elle, plusieurs developpements. D'abord, le theoreme 5.4.3 laisse penser que les algebres inclinees amassees de type An pourraient etre les algebres de triangulations
de cylindres. Ensuite, le chapitre 5 ayant traite des disques et des cylindres,
toute une gamme d'algebres provenant des autres surfaces demandent a etre
etudiees. Ce travail a ete commence dans [L], en utilisant le langage de carquois avec potentiels introduit dans [DWZ]. Un autre aspect a developper,
qui n'a pas ete etudie dans ce memoire, est un lien avec les algebres amassees
decrit dans [FST].
Une autre avenue interessante provient d'une lien entre les categories m-
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amassees et les surfaces. Ce lien est etudie dans [BM] dans le cas du disque.
Etendre cette etude aux cylindres et aux autres surfaces pourrait permettre
d'arriver a des resultats similaires a ceux obtenus ici.
Pour conclure, ce memoire illustre, d'une certaine fagon, que les multiples
facettes des algebres inclinees amassees permettent de nombreuses approches,
qui sauront allier de nombreux domaines des mathematiques a leur etude.
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