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Quelques paris sur les plus longues suites de succ&egrave;s cons&eacute;cutifs (&eacute;preuves de Bernoulli)
JF Kentzel - Lyc&eacute;e Pardailhan &agrave; Auch (32) - [email protected]
Remerciements &agrave; Anne Bauval (Universit&eacute; de Toulouse 3)
Sans son aide, je n’aurais pas rencontr&eacute; les r&eacute;sultats qui suivent.
Soit n un entier valant au moins 1. On r&eacute;alise n exp&eacute;riences de Bernoulli identiques et ind&eacute;pendantes
dont les issues sont d&eacute;sign&eacute;es par succ&egrave;s, not&eacute; 1, de probabilit&eacute; p , 0  p  1 , et &eacute;chec, not&eacute; 0.
On d&eacute;signe par Ln( p ) la variable al&eacute;atoire : &laquo; longueur de &laquo; la &raquo; plus longue suite de succ&egrave;s
cons&eacute;cutifs obtenue &agrave; l’issue de la n i&egrave;me exp&eacute;rience &raquo;. Exemple : avec 0101110100, L10( p )  3 .
R&eacute;sum&eacute;
(p )
La loi de Ln est bien connue pour les petites valeurs de n (formules de r&eacute;currence et m&ecirc;me formules explicites mais
donnant lieu &agrave; des calculs impraticables quand n grandit) et pour les grandes valeurs de n (formules asymptotiques). On
(p )
propose une unique formule permettant, pour tout p  1 / 2 et pour tout n assez grand, de parier sur la valeur de Ln ;
c’est le r&eacute;sultat 1. On montre ensuite que pour trois valeurs de p (1/6, 1/3 et 1 /2), ce pari fonctionne pour presque toutes
les valeurs de
n
(une ou deux exceptions); c’est le r&eacute;sultat 2. La d&eacute;marche suivie montre qu’on ne peut pas trouver de
meilleur r&eacute;sultat, au sens o&ugrave;, pour tout p  1 / 2 , aucun meilleur minorant, ind&eacute;pendant de
P L
( p)
n
 k  ne peut &ecirc;tre donn&eacute;.
n , du maximum sur k des
Pour certains &eacute;nonc&eacute;s on se limite au cas p  1 / 2 , bien que le cas inverse ne soit pas fondamentalement diff&eacute;rent, pour
deux raisons : les calculs sont facilit&eacute;s (voir la preuve du lemme) et on obtient des probabilit&eacute;s plus grandes (voir la figure
8) donc plus &eacute;tonnantes. Toutes les affirmations contenues dans ce texte sont justifi&eacute;es en d&eacute;tails sur le site [1] o&ugrave; on trouve
aussi divers compl&eacute;ments. Toutes sont compr&eacute;hensibles par un &eacute;l&egrave;ve, th&eacute;orique !, de Terminale, &agrave; l’exception de certaines
donn&eacute;es au paragraphe 1 qui est un survol historique informel et ind&eacute;pendant du reste.
Le param&egrave;tre p est parfois omis quand il n’y a pas de confusion possible.
1 ) DEUX FORMULES CLASSIQUES
(p )
L’&eacute;tude de cette variable al&eacute;atoire Ln est si naturelle qu’elle a d&eacute;but&eacute; avec A de Moivre en 1738. Les formules (1) et (2)
qui suivent sont connues depuis longtemps et justifi&eacute;es correctement depuis au moins 1944 (r&eacute;sultat de V Goncharov).
a ) Repr&eacute;sentation fondamentale :
Soit n un entier fix&eacute;, assez grand...
En d&eacute;signant par S r l’&eacute;v&eacute;nement : succ&egrave;s lors de la r &egrave;me &eacute;preuve, une suite de n &eacute;preuves peut &ecirc;tre
repr&eacute;sent&eacute;e sous la forme : ....................S1 ....................... S2 ........... S3 ........... ..... S N .........
longueurl1
longueurl2
l3
lN
o&ugrave; les points repr&eacute;sentent des succ&egrave;s et la variable al&eacute;atoire N  N n  est le nombre d’&eacute;checs.
Max
La loi de Ln( p ) est alors proche de celle de
 li  .
1 i  N
Les longueurs l i sont des variables al&eacute;atoires ind&eacute;pendantes (valant &eacute;ventuellement 0) et v&eacute;rifient
&eacute;videmment pour tout entier x , 0  x  n : Pli  x  p x .
(elles suivent approximativement une loi g&eacute;om&eacute;trique; ce n’est qu’approximatif car Pli  n  0 )
b ) Approximation exponentielle de Ln( p )
Puisque les l i sont ind&eacute;pendantes, on a

li  x  )  Pl1  x  . Pl2  x .....Pl N  x   1  p x
P ( Ln  x)  P (
1 i  N


N
donc P ( Ln  x)  1  p x   exp N . Ln (1  p x )  .
N n  suit la loi binomiale Bn ; 1  p  donc EN   n(1  p) , autrement dit N  n (1  p) .
Par ailleurs si x est assez grand, p x est assez petit et Ln (1  p x )   p x ( Ln ( A)  A  1 si A  1 )
N

( p)
n
n p
 k  e
k
(1 p )
On a donc : P L
Cette approximation sera partiellement pr&eacute;cis&eacute;e puis utilis&eacute;e au paragraphe 2.
(1)
1
On obtient des approximations plus pr&eacute;cises de
P L(np)  k  avec la m&eacute;thode dite de Stein-Chen (approximation sous
certaines conditions de la loi d’une somme de variables de Bernoulli &eacute;ventuellement d&eacute;pendantes par une loi de Poisson 1975) mais il semble que leur forme est trop compliqu&eacute;e pour &ecirc;tre utilis&eacute;e comme dans la d&eacute;marche qui va suivre.
c ) Valeur la plus probable de Ln( p )
On vient de voir que la proportion des nombres l i v&eacute;rifiant li  x est environ p x . Il y a donc environ
( N p x ) suites de succ&egrave;s de longueur au moins x . Il est &laquo; raisonnable &raquo; d’estimer que la longueur
maximale Ln( p ) vaut x quand ce nombre N p x vaut environ 1 :
Ln N 
 x  Ln n 1  p  / Ln 1 / p  .
 Ln p
On pose    n; p   Ln n 1  p  / Ln 1 / p  .
(2)
 
N p x  1  Ln ( N )  Ln p x  0  x 
C’est une valeur approch&eacute;e de la valeur la plus probable de Ln( p ) .
On obtient une valeur


k valant 
&laquo; assez proche &raquo; de
Par ailleurs quand on utilise (1) avec
en d&eacute;rivant par rapport &agrave; k l'expression


P L(np)  k issue de (1).


ou  pour obtenir une valeur du maximum sur k des P L(np )  k on
obtient des valeurs aberrantes car trop grandes; en effet
(p )
prend
n
L
des valeurs enti&egrave;res contrairement &agrave;

et

.
d ) Commentaires
L Gordon, M F Schilling et M S Waterman donnent dans [2] les approximations suivantes (1986) :
E L(np )     / Ln (1/ p)  1/ 2   p n o&ugrave;   0,577 est la constante d’Euler.
 
Cette approximation est assez pr&eacute;cise,
 p n
tend vers 0 quand
n   et, par exemple,  1/ 2 n  104 pour tout n .
Var (Ln( p ) )   2 / 6 Ln 2 (1/ p)  1/ 12  r (n)   (n) o&ugrave; r (n)  0,00006 et  (n)  0 quand n    .
1
On voit que cette variance ne d&eacute;pend que tr&egrave;s peu de
1
( )
n
et que l’&eacute;cart-type
(Var ( Ln( p ) ) ) 2 est major&eacute; pour tout
1
1
p  1 / 2 par (Var ( Ln 2 ) ) 2 qui vaut environ ( 2 / 6 Ln 2 (2)  1 / 12) 2  1,873 .
Dans ce qui suit on va am&eacute;liorer le nombre  de l’approximation (2) pour proposer de meilleurs paris
sur Ln( p ) . Les r&eacute;sultats de Schilling, E L(np )   et Var ( Ln( p ) ) &laquo; assez petite &raquo;, montrent d’une part
qu’une telle am&eacute;lioration ne peut &ecirc;tre que modeste (en effet elle le sera, voir la remarque 7) et d’autre
part que l’obtention de probabilit&eacute;s assez grandes n’a rien d’&eacute;tonnant.
 


1 ) FORMULE DE R&Eacute;CURRENCE DONNANT P L(np)  k
La formule donn&eacute;e ici est plus simple que la plus couramment utilis&eacute;e.




Le cas particulier simple P L(np)  0 est &agrave; part : P L(np)  0  (1  p) n . On suppose k  1 .
Pour tout entier n valant au moins 1, soit s n(k )  sn( p ) ( k ) la probabilit&eacute; de l’&eacute;v&eacute;nement { L(np)  k }.
s n(k ) est d&eacute;finie par ses (k  1) valeurs initiales :
si 1  n  k  1 , sn( k )  0 (cas &eacute;videmment exclu si k  1 ) ; s k( k )  p k ; sk( k)1  2 (1  p) p k  p k 1 ;


et par la relation de r&eacute;currence valable si n  k  2 : sn(k )  sn(k1)  (1  p) p k 1  sn(k) k 1 , plus lisible


sous la forme sn  sn1  (1  p) p k 1  sn  k 1 .
Principe de la preuve de cette relation : soit on avait d&eacute;j&agrave; une suite de k succ&egrave;s cons&eacute;cutifs &agrave; l’issue
de la (n  1) &egrave;me exp&eacute;rience, soit une telle suite appara&icirc;t pour la premi&egrave;re fois &agrave; la n &egrave;me exp&eacute;rience sous
la forme ( ..........
.... 011111
11).



...


&quot;RIEN &quot;
k fois
(o&ugrave; &laquo; rien &raquo; signifie pas de suite de k succ&egrave;s cons&eacute;cutifs, , c'est-&agrave;-dire Lnk 1  k )
2
On a repr&eacute;sent&eacute; ci-contre chacune des suites (sn( k ) )1  n
 50
pour k
entre 1 et 9 dans le cas p  1 / 2 . Ces suites (sn( k ) )1  n sont
(strictement) croissantes et convergent vers 1.
La ligne qui suit montre que l’allure des courbes de la figure 2 donn&eacute;e
plus loin n’est pas &eacute;tonnante.
FIGURE 1




Si k  1 , P L(np)  k  sn( k )  sn( k 1) car { L(np)  k  1 }  { L(np)  k }.(et P L(np)  0  (1  p) n  sn(1) )
Pour simplifier les calculs on utilisera souvent la suite d&eacute;finie par qn( p ) ( k )  qn( k )  1  sn( k ) .




Bien s&ucirc;r, q n(k )  qn( p ) ( k )  P ( L(np )  k ) et si k  1 , P L(np)  k  qn( k 1)  qn( k ) .
Cette formule de r&eacute;currence permet d’obtenir l’in&eacute;galit&eacute; qui suit, donn&eacute;e par Anne Bauval, qui
permettra de pr&eacute;ciser la formule d’approximation (1).
2 ) UN LEMME D’APPROXIMATION
Pour simplifier on pose h( p ; k )  h  (1  p) p k .
 1
LEMME : Si p est un r&eacute;el fix&eacute; dans l’intervalle  0 ;  et si k est fix&eacute; et vaut au moins 2,
 2
( p ); ( k )
(k )
l’in&eacute;galit&eacute; qui suit, d&eacute;sign&eacute;e par I n
 I n , est vraie pour tout n v&eacute;rifiant n  k .
3kh n h
q n( p ) ( k )  e  n h 
e
I n(k )
2

  
 
La preuve de ce lemme est trop longue pour figurer ici. Voir le site [1] : deux pages de calculs tr&egrave;s d&eacute;taill&eacute;es. Il &laquo; suffit &raquo;
de proc&eacute;der par r&eacute;currence sur
n , l’initialisation &eacute;tant : I n( k )   I n  est vraie pour tout entier n
tel que k  n  2k .
Pour p  1 / 2 il faudrait consid&eacute;rer des valeurs de k un peu plus grandes.
Notations : Soit k  1 un entier. Soit d p ; k  d k :
 
On rappelle que P L
x  e x 1 p  p  e x1 p  p
k 1
k
( pour tout r&eacute;el x ).
Remarque 1 : I n(k ) n’a &eacute;videmment d’int&eacute;r&ecirc;t que si kh et nh sont tr&egrave;s petits.
( p)
n

 k  qn( k 1)  qn( k ) . On va montrer dans quel cadre on peut consid&eacute;rer gr&acirc;ce au


lemme que d p ; k n est une valeur approch&eacute;e de P L(np)  k .
3 ) ETUDE DES FONCTIONS d k
On r&eacute;sume d’abord la d&eacute;marche d’approximation qui va &ecirc;tre utilis&eacute;e :
On a vu que pour tous k et p fix&eacute;s on peut
0,6
0,5
facilement, gr&acirc;ce &agrave; une formule de r&eacute;currence,
0,4
( p)
calculer P Ln  k pour tout n .


Consid&eacute;rons pour ce r&eacute;sum&eacute; l’exemple p  0,4 .
Par exemple, pour k entre 1 et 6 et n entre 1 et 200,
on obtient &agrave; l’aide d’un tableur ce dessin :
FIGURE 2
Le cas particulier simple k  0 est trait&eacute; &agrave; part.
Pour les m&ecirc;mes valeurs de k et n que ci-dessus, on
obtient pour d k ; 0, 4 les six courbes ci-contre (appel&eacute;es
&laquo; arches &raquo;).
On verra que d k (n) est une (bonne) approximation de
P( Ln  k ) dans un cadre pr&eacute;cis ( k (&laquo; donc n &raquo;) assez
grand et xk  n  xk 1 ).
FIGURE 3
0,3
0,2
0,1
0
1
21 41 61 81 101 121 141 161 181 201
3
Remarque 2 On va calculer les nombres M , xk et m visibles sur la figure 3. Une explication de
ce qui suit est que sur cette figure 3, on passe d’une courbe &agrave; une autre par une affinit&eacute; :
k
 x 1 p  pk 1
 e x1 p  p , on a bien d p ; k 1 ( x)  d p ; k  px .
en effet, puisque pour tout x , d k (x) = e
&sect;
En d&eacute;rivant d p ; k on obtient : toutes les fonctions d p ; k ont le sens de variations observ&eacute; sur la
p
1
p
1
Ln ( p )
Ln ( p )
Ln ( p)
figure 3 et le maximum de d p ; k  d k vaut d k (
)  e 1 p
 e 1 p
 p 1 p  p 1 p .
( p  1)h
Ce maximum, qui n’est pas essentiel dans ce qui suit, est not&eacute; M ou M p (voir la figure 5 plus loin).
&sect;
On d&eacute;termine l’abscisse des points A, B…de la figure 3 :
Si k  2 , d k (x)  d k1 ( x) s’&eacute;crit
(3) &eacute;quivaut &agrave; :
e  x p h  e  x h = e x h  e xh / p .
Y  e  x  p1 h / p  e x( p1)
2
p k 1
et Y
p1
(3)
 2Y  1  0 .
(4)
L’&eacute;tude de la fonction f p d&eacute;finie par f p : x  x p 1  2x  1 montre que (4) a deux solutions r&eacute;elles
(distinctes car 0  p  1 ) dont l’une est 1. D&eacute;signons l’autre par y p . Il est clair que y p  1 .
Notation : on obtient facilement l’unique solution non nulle de (3) : x p ; k  xk 
Ln ( y p )
(1  p) 2 p k 1
.
1
p
Remarque 3 : On a la valeur exacte de y p si p vaut 1 / 2 ou 1 / 3 . Par ailleurs 1 / p  y p  2 et la
fonction d&eacute;finie sur  0 ;1  par p  y p est d&eacute;croissante et v&eacute;rifie lim ( y p )   et lim ( y p )  1 .
p 0
Notation : on pose x p ; 1 
Ln ( y p )
(1  p) 2
p 1
pour rendre valide le calcul qui suit si k  1 .
x p ; 1 sera important &agrave; la remarque 5.
&sect; On d&eacute;termine l’ordonn&eacute;e des points A, B…de la figure 3 :
On prouve facilement que pour tous p et k , k  1 ,
d k ( x p ; k )  d k ( x p ; k 1 ) . Ce nombre vaut :
d p ; k (x p ; k )  e

p
. Ln ( y )
1 p
e

Ln ( y )
1 p
y
p
p 1
y
1
p 1
.
Ce nombre ind&eacute;pendant de k est not&eacute; m sur la figure ci-contre et
m ou m p dans tout ce qui suit : m p  y
p
p 1
p
y
1
p 1
p
.
FIGURE 4
Voir ci-contre quelques points ( p ; m p ) dont les points-limite D et E.
On a aussi trac&eacute; en pointill&eacute;s quelques points ( p ; M p ) .
m p va &ecirc;tre la probabilit&eacute; minimum de gagner un pari sur Ln .
(et, accessoirement,
M p en sera la probabilit&eacute; maximum)
FIGURE 5
Le dessin ci-dessous, une approximation des P( L(np)  k ) par d k ; p (n) pour
six valeurs de p , 1  k  4 et 1  n  240 , montre six valeurs de m p .
4
FIGURE 6
4 ) PRINCIPE DES PARIS SUR LA VALEUR DE
L(np )
(pour n suppos&eacute; assez grand)
Ce principe est simple : pour chaque n , on parie sur le k de &laquo; la courbe d k la plus haute &raquo;
( x p ; k ) k est une suite g&eacute;om&eacute;trique de raison 1 / p donc tout entier
n v&eacute;rifiant n  x p ; 1  x1 (si n  x1 , voir la remarque 5) est dans
un intervalle du type xk ; xk 1  pour une valeur de k qu’on peut
facilement calculer en fonction de n .
On appellera k 0 ( p ; n)  k 0 cette valeur de k .
On pariera que Ln( p )  k0 . Sur xk ; xk 1  , d k est minor&eacute;e par
FIGURE 4
m cependant que d k (n)  P(L(np)  k ) .
On a une id&eacute;e de la qualit&eacute; de cette approximation si k  2 gr&acirc;ce au lemme :
en ajoutant I n( p ); ( k )  et I n( p ); ( k 1)  vues au lemme, on obtient la majoration de P Lnp   k   d k p  (n)
3kh n h 3k  1hp nhp
e 
e qui est une fonction croissante de n . Pour n donn&eacute;, on ne
2
2
s’int&eacute;resse qu’au maximum sur k des P( L(np)  k ) donc pour chaque valeur de k on n’utilisera le
par f k n  
lemme que dans le cas o&ugrave; xk  n  xk 1 . On obtiendra donc P Lnp   k   d k p  (n)  f k x k 1  avec
1
p
1
f k xk 1   p k (1  p)[ 3k. y 1p p  3 (k  1) p. y 1p p ] , nombre d&eacute;sign&eacute; ensuite par Ap ; k . Voir la figure 7.
2

 p
On peut constater avec un tableur (voir [1] ) que l’erreur P Ln

 k  d k p  (n) est faible m&ecirc;me si n est ext&eacute;rieur &agrave;
[ xk ; xk 1 ] (mais on n’en aura pas besoin cependant que le lemme ne le prouve pas).
RESULTAT 1 :

Soit p dans  0 ;

Soit m p  y
p
p 1
p
1
. Soit y p la racine r&eacute;elle autre que 1 de l’&eacute;quation y p1  2 y  1  0 .
2 
y
1
p 1
p
. Alors pour tout   0 , on peut calculer un entier


N p ;  tel que :
pour tout entier n valant au moins N p ;  , on a P L(np)  k0  p ; n  m p  
 (1  p) 2
en posant k 0  k 0 ( p ; n)  Ent ( Ln 
 Ln ( y )
p

PREUVE DU RESULTAT 1 :

1
n  / Ln   )  1 .

 p

5
Soit   0 . p  1 / 2 et y p &eacute;tant fix&eacute;s, ( Ap ; k ) k d&eacute;finie ci-dessus est
la somme de deux suites d&eacute;croissantes et convergentes vers 0
quand k   ; voir ci-contre une repr&eacute;sentation de f k et f k 1 :
Ap ; k et Ap ; k 1 sont les ordonn&eacute;es des points J et J’.
Soit K p ;   K p le plus petit entier d&eacute;passant 1 et v&eacute;rifiant
Ap ; k   pour tout k  K p .
On pose
N p ;   Ent ( x p ; K ) 1 .
Tout entier n
Ln ( y p )
FIGURE 7
p
 N p ;
est dans un intervalle du type xk ; xk 1  , c'est-&agrave;-dire v&eacute;rifie
Ln ( y p )
, ce qui donne la valeur k  k 0 . On a n  x K p donc
(1  p) 2 p k 1
(1  p) 2 p k
k0  k0 ( p ; n)  K p et par ailleurs K p  2 . On peut donc appliquer le lemme (valide d&egrave;s que k  2 ) et
n




pour tout n de xk0 ; xk0 1 , on a : P L(np)  k0  d k0 (n)  Ap ; k0  mp  Ap ; k0  mp   .
5 ) ETUDE DE TROIS CAS PARTICULIERS (pour n quelconque, n  2 )
L’id&eacute;e a priori &eacute;tait de s’int&eacute;resser &agrave; quelques valeurs de p correspondant &agrave; des exp&eacute;riences al&eacute;atoires courantes (sauf la
valeur 1 / 3 qui est &eacute;tudi&eacute;e car elle conduit &agrave; des valeurs exactes) en se limitant &agrave; la pr&eacute;cision   0,01 dans le but de ne
pas trop utiliser un ordinateur pour s’int&eacute;resser aux petites valeurs de n qui ne sont pas trait&eacute;es par le r&eacute;sultat 1.
En pratique, pour   0,01, pour chaque valeur fix&eacute;e de p qui est consid&eacute;r&eacute;e, il reste &agrave; prouver
(informatiquement; il y a Ent ( N p ; 0,01 ) calculs) que P L(np)  k 0  m p  0,01 pour tout n  N p ; 0,01 .


y p est grand et N p ;  l’est aussi, par exemple N1/ 52 ; 0,01  2,8.1020 , voir aussi la figure
12, ce qui incite &agrave; se restreindre &agrave; d’assez grandes valeurs de p ( p  1 / 6 ).
De plus on prend   0,03 pour p  1 / 6 car les calculs indiqu&eacute;s sont effectu&eacute;s avec un simple tableur.
Cependant quand p est petit,
RESULTAT 2 :
Pour tout entier n  2 , avec les notations du r&eacute;sultat 1 pour y p , m p et k 0  k 0 ( p ; n) :
 ( 12 )

1
( p)
n

3
P
et
: P Ln  k0  m p  0,01, c'est-&agrave;-dire  Ln  k 0   0,226 .
2


 ( 13 )

1
( p)
n

3
n

4
p
P
Si vaut
et
et
: P Ln  k0  m p  0,01, c'est-&agrave;-dire  Ln  k 0   0,326 .
3


1
 ( )

1
Si p vaut et n  5 : P L(np)  k0  m p  0,03, c'est-&agrave;-dire P  Ln6  k 0   0,402 .
6



Si p vaut





Principe g&eacute;n&eacute;ral de la preuve du r&eacute;sultat 2 :
Pour chacune de ces trois valeurs de p , pour tout entier n
d&eacute;passant N p ; 0,01 , ce r&eacute;sultat n’est que le r&eacute;sultat 1.
mp
1/6
1/3
1/2
0,4324 0,3365 0,2361
(ci-contre c’est N p ; 0,03 qui est donn&eacute; pour p  1 / 6 )
Np
46569
p
30697
22713
Exemple du calcul pour les plus petites valeurs de n si p  1 / 2 :
On a d&eacute;j&agrave; prouv&eacute; le r&eacute;sultat d&eacute;sir&eacute; pour n  22714 avec le r&eacute;sultat 1. Ce qui suit peut &ecirc;tre v&eacute;rifi&eacute; sur la
version longue et sur la feuille 2 de tableur.
 ( 12 )

On calcule pour tout n , 2  n  22713 : wn  P  Ln  k 0 1 / 2 ; n  .On constate que si n  2 ou


4  n  22713 , ce nombre d&eacute;passe toujours m1/ 2  5  2  0,2361.
6
Remarque 4 : en dehors des valeurs n  1 (exclu) et n  3 , on constate que wn d&eacute;passe m1 / 2 mais
1
( )
n’est pas, de peu, le maximum sur k des P ( Ln2  k ) pour 48 valeurs de n parmi les 22713 qu’on
teste, valeurs non surprenantes car regroup&eacute;es autour de certains des nombres x1 / 2 ; k .
Les preuves sont identiques pour p valant 1/3 (19 exceptions non g&ecirc;nantes parmi 30967 nombres) et
p valant 1/6 (6 exceptions non g&ecirc;nantes parmi 46569 nombres).
Remarque 5 sur les quatre tr&egrave;s petites valeurs de n faisant &eacute;chouer la formule au r&eacute;sultat 2
Ces probl&egrave;mes proviennent de la d&eacute;marche suivie, rappelons la : le pari effectu&eacute; consiste pour n
donn&eacute; &agrave; parier que Ln  k0 o&ugrave; k0 est l’unique entier k v&eacute;rifiant une relation, laquelle relation se
traduit par l’encadrement xk  n  xk 1 lorsque k  1 .
En revanche, la preuve du lemme 2 ne garantit rien a priori sur la validit&eacute; du pari lorsqu’on calcule
k  k 0 ( p ; n) dans un cas o&ugrave; n  x1 .
On prouve assez facilement que si 2  n  x1 et p  1 / 2 , alors k  k 0 vaut 0.
Donc dans ce cas 2  n  x1 on parie que L(np)  0 .
R&eacute;ussir le pari n’est alors pas garanti car on
peut tr&egrave;s bien avoir P L(np)  0  m p .


Voir ci-contre le dessin relatif au cas o&ugrave;
p  1 / 3 qui donne deux valeurs
exceptionnelles :
la formule fonctionne pour le point G
( n  2 ) mais ce n’est pas le cas pour les
points E ( n  3 ) et F ( n  4 ). FIGURE 8
Il est facile de constater que pour toutes les valeurs de p du type a /100 avec a entier compris entre 1 et 56, il y a toujours
une ou deux petites valeurs de
n faisant &eacute;chouer la formule donnant k 0 .
6 ) REMARQUES FINALES
Remarque 6 On peut aussi faire des paris sur deux valeurs de L(np ) , du type : on parie que L(np ) vaut
k 1 ou k1  1 . Le nombre k 1 peut &ecirc;tre obtenu en &eacute;tudiant d k (n)  d k 1 (n) =
e n p h  en h .
2
P( L(np)  k )  P( L(np)  k  1) peut alors &ecirc;tre minor&eacute;e par un nombre m' p
qui est assez proche de 2m p . On obtient :
p
0,500 0,333 0,250 0,200
0,167
m' p 0,449
0,609
0,686
0,731
0,761
0,1
0,05
0,02
0,829
0,892
0,944
FIGURE 9
On peut aussi parier sur 3, 4…10 valeurs. C’est fait dans le cas o&ugrave; p  1 / 2 sur [1] (et ailleurs !) :
FIGURE 10
7
Remarque 7 La diff&eacute;rence entre le nombre du r&eacute;sultat 1, celui dont k 0 ( p ; n) est la partie enti&egrave;re, et la
valeur bien connue  n ; p  &eacute;voqu&eacute;e au 1 ) est une tr&egrave;s petite fonction de p , ind&eacute;pendante de n :
Calcul&eacute; pour p entre 0 et 0,15 avec la valeur
approch&eacute;e
y p  21/ p , qui est correcte si p  0
FIGURE 11
Le nombre Ent ( k 0 ( p ; n) ) permet cependant parfois un meilleur pari sur la valeur de Ln que la
valeur Ent (  (n ; p) ) . Par exemple, voir le site [1], pour n  5 et p  0,25 , il fait parier que Ln  2




alors que Ent (  (5 ; 1 / 4) )  Ent 1,95  1 cependant que P L(51 / 4)  1  m1/ 4  P L(51/ 4)  2 .
Par ailleurs, parier sur la valeur Ent (  (n ; p)  1 / 2) , qui est l’entier le plus proche de  n ; p  , donne
le bon r&eacute;sultat pour cet exemple mais semble donner des r&eacute;sultats encore moins bons &laquo; en moyenne &raquo;.
Remarque 8 Bien s&ucirc;r, les trois paris qui pr&eacute;c&egrave;dent peuvent &ecirc;tre tent&eacute;s pour n’importe quelles valeurs
de p ( p  1 / 2 ) et de  …si on dispose des ressources informatiques suffisantes.
Pour les valeurs de n telles que x p ; 1  n  N p ;  , on n’a absolument rien prouv&eacute;, le lemme donne un


trop mauvais encadrement de la distance entre d k ; p (n) et P L(np)  k si k  2 et on n’a m&ecirc;me aucun
encadrement si x p ; 1  n  x p ; 2 . On a cependant l’impression que le pari fonctionne car il semble que


pour ces assez petites valeurs de n , P L(np)  k majore tr&egrave;s largement d k ; p (n) , voir le site [1].
Mais le r&eacute;sultat rencontr&eacute; ci-dessus lors de chacune
des trois explorations num&eacute;riques du r&eacute;sultat 2 ou
lors d’une dizaine d’autres essais (1 ou 2 petites
exceptions pour chaque p ) n’est pas syst&eacute;matique.
Le tableau ci-contre montre une exception pour
p  0,47 et n  8 .
Voir aussi le cas p  0,1 : au moins 4 exceptions : n  8 (le dernier
n
k 0  0 ), n  85 (le dernier n donnant k0  1 ), n  855 (le dernier
n donnant k 0  2 ) et n  8551 (le dernier n donnant k 0  3 ).
Qui veut faire d’autres essais peut utiliser le dessin ci-contre qui
donne N p ; 0,01 , le nombre de v&eacute;rifications qui seraient
n&eacute;cessaires pour la preuve du r&eacute;sultat 2 avec d’autres valeurs
de p (avec  fix&eacute; :   0,01 ), et K p ; 0,01 .
FIGURE 12
donnant
( K p ;  et N p ;  sont d&eacute;finis dans la preuve du r&eacute;sultat 1)
Remarque 9 S&eacute;parer les nombres p de
 0 ; 1  en deux cat&eacute;gories, ceux v&eacute;rifiant le r&eacute;sultat 2 (1 / 2…) et les autres
(0,47…) n’a a priori pas de sens; rien n’indique que le r&eacute;sultat 2 serait valide en prenant
  0,001 au lieu de   0,01 .
R&eacute;f&eacute;rences
[1] Site du lyc&eacute;e Pardailhan &agrave; Auch (32) http://pardailhan.entmip.fr/
Cliquer sur / Rubriques des disciplines / Math&eacute;matiques / Documents pour les enseignants
Plus rapide : http://pardailhan.entmip.fr/rubrique-des-disciplines/mathematiques/documentsenseignants/doc-k-3359.htm
[2] An extreme value theory for long head runs
L Gordon, M F Schilling et M S Waterman (Californie) - Probability theory -1986
http://www.cmb.usc.edu/papers/msw_papers/msw-070.pdf
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